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Y BoI

Osna 30mpra 3aaTaka HACTAJa je Ha OCHOBY Jejia BEKOU M3 Kypca
Hauypmmna zeomempuja xoje cy ayropu ap:xkanau Ha Martemaruyuxkom ¢axyi-
rery y Beorpany om 1997/8. romuue. 36upka ce ociama HA TEOPUjCKE
ocHOBe Koje ce mory Hahwm y ckpuntu [10] mam yuGernury [15].

sKemnenn cMo ma mOKpujeMO OHAj HEO HACTABHOT CaIp:Kaja 3a KOjU He
IOCTOju JuUTepaTypa Ha HameMm je3uky. Takobe, cBecHM 3HaUaja KOjU XO-
MOTreHe KOOPAWHATE MMajy V PadyHapCKOj Ipaduiy, oUIyUNIN CMO Oa, O-
crajyhu y okBupuma reomerpuje, jeman neo 30Mpke TOCBETUMO U TO] TEMU.
Ileo 3amaTaka u3 oBe 30UPKE je OPUTMHAJIAH, & OCTATAK je MIPEey3eT U3 Pa3He
reOMEeTPUjCKe JUTEPATYPE.

Hexkonuro peun o caanpskajy 36upre. leo xoju ce panu ma Bexbama je
camp:kaH y upBe Tpu raase. Ha mouerky, y I'maBu 1, HaBoaumo Teopu-
jCKe OCHOBe Kako OucMo 00e30emnuiu pelaTUBHY 3aTBOPEHOCT CAaIpiKaja
30upke un yBesu o3Hake. Y ['maBm 2 obpabyjemo peasHy mpojekTUBHY
npasy. ITocebuna nmaxma je mocBeheHna pazyMeBamy XOMOT€HNUX KOODIMHATA
un Be3u m3Mehy a¢uue u npojextuBHe reomerpuje. IIpojekTrBHA paBaH je
obpabena y I'maBu 3. Kao Bakna, mcTaxkHyTa je DyaJHOCT IPOjEKTUBHUX
IpOCTOpa TadyaKa M NMPaBUX KOja ce HajOoJbe pa3yMeBa IpOyUaBaMmeEM KO-
pesanuja. Munubema CMO, Ta YMATaJall KOju uMa oapeheHy reoMeTpujcky
UHTYUIU]Y ¥ NO3Haje JUHEapHy ajredpy Moske HAKOH pa3yMeBama IIPBE
nBe ruase Oe3 Behux npobiema padyHaTH y MPOjEKTUBHOM IPOCTOPY OMIO
koje mumensuje. 3aro je y I'maBu 4 memuoro obpabhen u npojekTUBHI TPO-
CTOP.

Ocrarak 36upke, Mala YUCTO T€OMETPHU]CKU, jé HAMEHEH eBEHTYaJTHUM



2 YBon

npuMeHaMa y padyHapCkoj rpa¢umu. Adure u m3oMeTpujcke TpaHCcHOp-
Manuje auckyrtoBame cy y I'maBu 5, a mpojexkuuje y ['masu 6. I'maBa 7 je
KOMILJIETAH YBOJ Y KBATEPHUOHE U BUXOBY Be3y ca reomerpujom. Perummo,
poTamuje OKO mpaBe y TPOIMMEH3MOHOM IPOCTODPY, OobjalrmeHe Cy Ha ABa
HaumHa: mMaTpuuno y llormamy 5.3 m momohy kBarepHmona y IlormaBmy
7.2.

Sacayra je mpo¢. np. Hene Bokan y mpenosmaBamy 3Hauaja Xo-
MOTEHUX KOOpIAVHATA Yy MHPOPMATUIM U HBUXOBOM yBODemy y canpskaj
kypca Haypmmna zeomempuja. Hboj ce 3axBaspyjeMo u Ha moaApIIIU U TOMO N
y mmcamy OBe 30upEKe.

Ilp Ilpenpar Janumunhi u mp Anerkcammap Camapyuh, Kao pereH3eHTH,
Cy HM30M CyrecTHja W Uleja yTULAJIU Ha canp:kaj 30UpKe, Te ce U HBUMa
3aXBaJbyjeMo.

Beorpan, okrotap 2003.

AyTopu



I'maBa 1

OcHoBHe nepuHUINjEe I TeopeMe

Iedununuja 1.1 Peanuu n—muMeH3uoHU nIpojekTuBHYU mpocTop RP™ je
CKYT KJIaca eKBuBaJeHNumje penaamnuje ~ mpoctopa R"T1\{0} nepurucane ca

(xlaan s 7xn+1) ~ )\(.131,3)27 ce 7xn+1); A€ R\{O}

Knaca exBuBanenmuje X je Tauka mpojextmBHOr mpoctopa RP", (zq
Xg i ... Tpi1) CYy HeHE XOMOreHe (IPOjEKTMBHE) KOOPIAWHATE, IOK je
X(x1,79,...,Ty41) BHEH BEKTOP IPEICTABHUK. !

IIpumep mpojextuBrOor npocropa RP" je adumuu npocrop R" monymen
GeCcKOHAYHO HaeKnM Taukama. Haume, KOHAUHUM Taurama (L1, Ta, . .., %)
npoctopa R™ onrosapajy tauke (1 : X : ...: &, : 1) mpocropa RP™. Tauke
obmuka (T1 : X2 :...: Ty, : 0) 30BeMO GECKOHAUHO NAJEKUM Tadkama. lazxa
BaKI

RP" = {(x1:m2:...:%pq1)} =
= {(mr:me:. i) | T FOF U {(z1 12212 : 0)} =
X1 X9
= : :...:1>}U Tpe1 =0} =
{(anrl Tn+1 { i }
= R" U rauke GeCKOHAUHO HAJIEKE XUIEPPABHU.

I Teopeme n moTaruja cy yraasuom mpeyseru u3 ckpurre [10] rae ce Mory mpomahu u mokasu
TeopeMma.



4 OcHOBHe ne¢uHUNTje U TeopeMe

Hanomena 1.1 JensomumMen3nonn mpojexTuBHu mpoctop RP! 30Bemo mpo-
jexkruBHa mpaBa. [Ipumerumo na Ha H0j TOCTOjU jegHA OECKOHAYHO AAJIEKA,
Traura ca koopamHarama (1 : 0). JIBOAMMEH3MOHU NPOjEKTUBHU IPOCTOP
RP? 30BeMO0 TPOjEKTMBHA paBaH 1 HA H:0j Cy CBe Tauke obmmka (11 : T3 : 0),
22 + 22 > 0, GeckoHAUHO maJieKe M CBe OHE UMHE GEeCKOHAYHO NaJeKy
OpaBy. Y KOJUKO Ka;KeMO IPOJjEeKTUBHM TPOCTOP, He HaBomehm merosy
muMen3njy, moxpasyMmeBahemo ma je y mmramy mpocrop RP2. Y memy
OeCKOHAUHO MaJjieKa PaBaH CAIP:KU CBEe DECKOHAUHO NAJIEKe TaudKe.

Ilpyru mpumep mpoctopa RP™ je mornpoctop xuneppasuu y (n + 1)—
IMEH3MOHOM BeKTopckoM npoctopy R"!. Xomorene koopmuaaTe Xumep-
paBHM a1x1 + a2y + ...+ Apt1%,4+1 = 0 03HAUABAMO ca [a1 1 dg @ ... Apt1]-

Jepunnunumja 1.2 Hera cy X (1 : T2 : ... Tpy1) KOOPpAUHATE IPOU3BOJBHE
rauke npocropa RP" y jennom (cTapoM) KOOpAMHATHOM cucteMy, a X' (z] :
xh 1 ...: @, ) KOODAMHATE WMCTE TAYKe y APYrOM (HOBOM) IPOjEeKTHBHOM
KOODAMHATHOM CHCTEMY, Tala je IMpPOMeHa KOOpIAMHAaTa nara cienehnm
(popmyama

’ / ’
AT = tiixy + tioxy + ... + tl,n+1$n+17
Ao = t21$/1 + t22$/2 + ...+ t2,ﬂ+1x{n+17
’ / ’
ATpy1 = tnp11%7 + tag12Ty + o0+t T,

A € R\{0}, mro kpahe 3amucyjemo
AX = TX/,

roe cy X u X’ Bekropu mpencrasrunu pexoM tadaka X u X', a T = ()
peryaapua Matpuna gpopmara (n+1) X (n+1) xojy jom 30BeMo u MaTpuna
mpoMeHe KoopauHaTa (MAaTPUIA IMPEeJIacKa).

Csarux (k + 1) rauaka npocropa RP"™ (k < n) umju cy BeKTOpU Ipel-
CTaBHUI JIMHEAPHO HE3aBUCHU oapehy]y je iMHCTBeHY k- IMMEH3MOHY IPO-
jexkTuBHy paBan npoctopa RP". Ta pasau je cama 3a cebe MpOjeKTUBHU
npoctop mumensuje k. Ona je 3amara ca n—k He3aBUCHUX XOMOTE€HUX JIMHE-
apHUX jenHauYnHa IO TPOMEHJLUBUMA X1, ...,Tp41. ladke KOje IpUIanajy
j€IHO AMMEHU30HO] IPOJEKTUBHO] PABHU (IPOjEKTUBHO] NPABOj) 30BEMO KO-
JIMHEAPHVIM.



JHepuuunuja 1.3 3a (n + 2) Tayke IPOjEeKTUBHOT IPOCTOPA Ka:KeMO Ia Ce
HAJIa3€ y OIIITEM IOJIOKA]Y AKO Cy BEKTODU IPEACTABHAIM CBAKUX (n+1)
OJI BUX JIMHEAPHO HE3aBUCHMU.

Teopema 1.1 (OcHoBHa Teopema npojexkrusHe reomerpuje) [locroju je-
MUHCTBEH XOMOTEHI KOODAMHATHN cucTeM npocrtopa RP™ y kojem mate (n+
2) Tauke y ONMINTEM IMOJIOKA]Y UMA]y KOODIUHATE

Ay (1:0:0:...:0),
As (0:1:0:...:0),
Apsr (0:0 0:1),
B (1:1 1:1)
Hamomena 1.2 Tauke A;, 1 = 1,2,...,n+ 1, u3 upeTxoaHge TeopeMe 30BEMO

0Oa3He Tauke, MOK je B Tauka jemuHUIE.

Hepunurnuja 1.4 Axo cy A, B,C n D pa3nuuure KOJUHEAPHE TAYKE N—
[MMEH3VOHOT IPOjEeKTUBHOT IPOCTOPA, TAKBE I 3& HEKe BPEIHOCTH «, (3,7,
€ R u BekTOpE MpenCTABHUKE TUX TaUaKa BAKU

C=aA + (B, D=~A + 6B,

rana msopasmepy (4, B;C, D) rauaxka A, B,C u D nedunumenmo na ciene-
hu mauwn

0
(A,B;C,D) = s D —.
ay
Yromuko Baskn (A, B;C, D) = —1, raskemo na cy tauke A, B,C u D xap-

MOHUjCKM KOHjyroBaHe (cmpernyre) u To o3naudasamo ca H(A, B;C, D).

Hanmomena 1.3 Ykoauko cy 3a Ttauke mpoctopa RP™ ysere xumeppaBHH,
mpeTrxonHa mMedUHUNMja Ce jeqHAKO OpuMemyje. V3 dumeHnne na ce
Bektopu C u D mory mspasuru npeko Bexkropa A u B caemu na cy onro-
Bapajyhe Tauke KOJMHEAPHE, & Y CIyYajy XWUIIeppaBHU, Oa CE€ OATOBAPAjy-
he xumeppasuu cexky mo pasuu aumensuje (n — 2). IIpumerumo u ma gso-
pasMepa pas3InduTUX Tavyaka He MOKe OUTU jeiHAKA HYyJIV, HUTY jeTAHUIN.

Teopema 1.2 (Ocobune nBopasmepe) J[BopasMepa KOJMHEAPHUX TadaKa
A, B,C u D npocropa RP" me 3aBucu ox n3bopa HUXOBUX BEKTOPA MPE-
CTaBHUKA U BayKe j€THAKOCTU



6 OcHOBHe ne¢uHUNTje U TeopeMe

a‘) (Aanch) = (CvD§AvB);
6) (A,B;C,D) = (B,A;C, D)™

Hepuanmnuja 1.5 3a paszanuure KONMUHEAPHE TadyKe N—AUMEH3UMOHOT IIPO-
jexkruBHOr mpocropa A, B,C u D raxkemo na map tauaka A, B pa3nsaja
map rauaka C, D (wro o3nauasamo ca A, B=+C, D), ako Basxku (A, B;C, D) <
0. Cunuso, map rauaka A, B me pa3nsaja map tadaka C,D (wro o-
smavasamo ca A, B=C, D), ykonuko je ucnymeno (A, B;C, D) > 0.

Hamomena 1.4 IIpumerumo na ako 3a Heke yetupu Taure Baku H(A, B; C,
D), omma Basku A, B + C,D. Tom npunukom Kaskemo na tauke A u B
xapMoHUjcku pa3znsajajy tauke C' u D.

Jepurannuja 1.6 IIpojekTuBHO mpeciMKaBame 71—IUMEH3UOHOD IIPOjEK-
TUBHOTI IIPDOCTOPa OATO je Gopmyrama

Az = p1ir1 + pi2xe + ... + P1,n+1Tn+1,
Azl = P11 + p22zy + ... + P2,n+1Tn+1,
)‘117%+1 = Dn+1,1%1 + Pnt12%T2 + ...+ Pngint1Tn41,

A € R\{0}, mwro Marpuyno 3ammcyjemo
AX' = PX,

rge je P = (p;;) marpuma mpeciamkaBama. Yronuko Baxku det(P) #
0, Tama ropme (opMyse HA3MBAMO HPOJEKTUBHOM TPAHCHOPMAIMjOM.
IIpecnukaBama ynja je MATPUIA CUHCYJIAPHA HA3UBAMO JIeTeHePATUBHIIM. 2

Hanomena 1.5 JloMeH ¥ KOJIOMEH IPOjEKTUBHOT NIPECINKABAHA HE MOPAjy
OUTU IPOjEeKTUBHU IPOCTOPU UCTOr Tunma. Tako ce, Ha npumep, y [loraasimy
3.2.2 baBUMO NpPECIVKABAKBUMA CKYIIa TaYaKa IPOjEeKTVWBHE PDABHU HA CKYI
npaBux U 0OOpaTHO.

Teopema 1.3 (Ocobure mpojextuBHe TpaHchopMmanuje) Tpanchopma-
nuja mpojekTuBHOT mpoctopa RP™ je jemnosmauno onpebema ca (n + 2)
Tayke y OIIITEeM HOJIOkKajy u uMma cienelie ocobune

a) bujeruuja je;

20BoM BpCTOM TpecTuEaBama iemo ce moce6ro GaBurn y [masu 6.



6) uyBa mBOpasMepy, Ha THUMe U DPeJalijy DPa3aBOjeHOCTU IIapoBa
TAYaKa;

6) k—mumensuone pasuu npocropa RP™ npecnukasa y k—auMen3uone
paBHU.

Teopema 1.4 IIpojekTwBHEM TPOCTOPU MApPHE AWUMEH3Uje HUCY OPUjeHTa-
OuIHU, a TPOCTOPW HEMapHEe AUMEH3HUje jecy W y HmUMa je OPUjeHTAIM)a
neprHUCAHA 3a0aBamkbeM XOMOT'EHUX KOODIVWHATA.

Heduunmuja 1.7 Kaxemo ma tpamchopmamuja AX' = PX mpojekrusrOr
IPOCTOPA HeNapHe AUMEH3Nje UyBa opujeHTanyjy, yroauko saku det(P) >
0. Y cynpoTHOM, Ka:keMO Ja TpaHCHOopMaIyja He UyBa OPUjEeHTALN]Y IPO-
JEKTUBHOT IIPOCTOPA.

Hepununuja 1.8 Xunepmnospm apyror pena npocropa RP" je ckyn pe-
el KBAJIPATHE jeTHAYUNHE

XTGX =0,
rze je G = (gi;) cuMeTpHYHA MATPUIA XUIepHoppou, gopmara (n+ 1) X
(n+1). Yromuro Baxu det(G) = 0, xKakeMO na je XUIEPIOBPII Oere-
HepucaHa.

Teopema 1.5 3a cBaky XWUIEPIOBPII APYTOr PeAa MOCTOjA KOOPAUHATHU
CUCTEM TaKaB Na y HBEMY OHA MMa CBOj KAHOHCKM OOJIMK, TO jecT, Ha je
Marpuna xunepnoppmu obauka diag(l,...,1,-1,...,-1,0,...0).






I'imaBa 2

IIpojekTuBHA mTpaBa

2.1 XomMmoreHe KOOpawHATE W IBOPa3Mepa

Samarak 2.1 Taure A;(2:1), A2(3:1) u B(4: 1) mate koopmuratama (1 :
x2) omabpane cy, pemoM, 3a Gasue tauke (1:0), (0:1) u Taury jenuaune
(1 : 1) moBor cmcrema xomorenux koopaumuata (x) : z5). Onpemuru Besy
m3Mely cTapor m HOBOT CUCTEMa XOMOTEHUX KOODIUHATA.

Pememe: Hera cy X(z : x2) u X'(2) : z})) KoopmuraTe mpousBomHE TAUKe
y CTapoM, OIHOCHO, HOBOM KOODAWHATHOM cuCTeMy. Tazxa, Ha OCHOBY
Hepunmmmje 1.2, 3a A € R\{0} Basu jenmarocr

AX = TX/,

rae cy X(z1,z2) u X/'(z], z}) Bexropu npencrasuniu tavaka X u X', a T =
(t;j) MaTpHua ImpoMeHe KOOpIUHATa. Y Pa3BHjeHOj GOPMH, Ta jeITHAKOCT
je

)\xl = t11$ll + t12$/2,

>\$2 = t215l?/1 + tggl‘/g.

OBo maje cucTeMm Of mIECT jeTHAYMHA Ca CelaM HEMO3HATUX:
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)\11 :t211+t220, )\2]. :t210+t221, )\31 :t211+t221.

Opatrae je t11 = 2A1, t1o = —6A1, to1 = A1 u too = —2X;. Moskemo y3ern,
Ha mpuMep, aa je A\ = 1, ma je TpaskeHa MaTpPUIA OIPOMEHE KOODINHATA

(1 3)

3amarak 2.2 Ako cy KoopauHaTe DA3HUX Tadyaka U TAdKe jeIUHUIE HOBOT
KOOpAMHATHOT cucTeMa (x) : xh) y crapom cucremy (27 : x2) penom Af(ai; :
as), Ah(a1z : age) u B'(by : by), onpenuTn:

O

a) roopmuuare (x} : xh) y dyuruuju on koopauuara (xy : Ta);

6) roopmunaTe (21 : T2) y GyHKIMjU ox koopamHaTa (] : xh).

3anmarak 2.3 Onpennty aprHe KoopauHATe OA3HMX Tadaka M TadKe je-
OUHUIE TPOjEeKTUBHOT CUCTEMa KOOPAWHATA IIPOjEeKTUBHE MIPAaBe.

3anmarak 2.4 Ha npojekrusHoj npasoj cy mare tauke A(0 : 1), B(1 : 0),
C(1:1) n D(3:2). Kopucrehu Hepuuuiujy 1.4, ogpemuru asopasmepy
(A, B;C, D).

3amarak 2.5 Ha npojexktusHoj mpaso] mare cy pasauuure Ttauke A, B u
C. IHokazaru na, 3a npousBossny spemuoct « € R\{0,1}, mocroju jenun-
crBena tauka D, takBa na Baxku (A, B;C,D) = «. Cueuujanno, nokasaTu
na mocroju jemuHcTBeHa Tauyka D, taksa na Basku H(A, B;C, D).

3amarak 2.6 Ha npojextusHoj mpasoj mate cy tauke A(l:0), B(2:1) n
C(4:1). Onpenuru roopmuuare tauke X 3a kojy Bazku H(A, X; B,C).
Pememe: Basxku (Bumu Teopemy 1.2)

H(A, X;B,C)= (A, X;B,C)=-1< (B,C;A, X) =—1.

Heka je
A=aB+p0C, X=~B+C.
Tamna Baku
1 = 2a+40,
0= a+ 5,
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omakise mobujamo o = —(3, TO jecr, s = —1. Hawme je
o
0 0
-1=(B,C;A,X) = s = =—1:—
a g

omakJye ciemu § = 7y, MTO 3HAYU 14 je

X =4B +~vC = (67, 27).

1
Uzabepemo au, penmumo, v = 2 mobujamo X (3:1). O

Hamomena 2.1 Younmo ma cy a¢uHe KOOPAUHATE TadyaKa W3 MPETXOITHOT
sanatka A(oo)l, B(2) u C(4), ma je y apurom cmucy, Tauka X (3) cpemamre
nyxu BC. OBo Baskm y ommreM ciiy4dajy, o deMy rosopu 3anarak 2.7. Ila
je mBopasmepa omHoC aBe auHe paszmepe (OTyza U HA3UB) OOjAIIHEHO je
y 3anarky 2.8.

3amarak 2.7 Ha nonymenoj a¢punoj npasoj nare cy tauke A(oco) = (1:0),
Bb)=(b:1) uC(c) = (¢c:1). INorazatu na je taura X, 3a KOJy Ba:KU
H(A,X; B,C), cpequmre nysxu BC.

3anarak 2.8 Ha a¢unoj mpaBoj yBemeHe Cy NIpPOjeKTUBHE KOODIUHATE.
Onpenuru apuan cmucao msopasmepe (A, B;C, D) tauaka A(x1) = A(xy :
1), B(za) = B(z2: 1), C(z3) =C(x3:1) u D(x4) = D(x4:1).

Pememe: Tpeba, nakie, BekTrope Koju oarosapajy taukama C' u D uspa-
3UTU y 3aBUCHOCTH OJI BEKTOPA MpeACTaBHUKA Tadyaka A u B:

C =aA + (B,
OIHOCHO
(-1:37 1) = Oé(.l?l, 1) +ﬁ($27 1)7
mTO naje
r3 = ar; + [,
1= a + 5

ITaukom (00) je apuma mpasa momymeHa 10 mpojekTuBHE mpase, To ject, RPT = R U {(00)}



12 [IpojekTuBHA mpaBa

omakJe mooumjamo

Trs3 — To Irs — T1
T, — 2o Ty — T
Cunuso je
D =~A + 4B,

omakJe mobujamo

Tg — T2 5_1”4*%1

QT Ty —x1
mma 3a JBOPA3Mepy BAKU:
0 X3—T1 Tya—T
(A,B;C,D):é:f: 3 L 1,
oy o — T3 X2 — X4
. & AC AD 0

OITO 3HAYM 1A j€ Y apUMHOM CMUCIY ABOPa3Mepa OJHOC —— @ ——.
Aa je 'y y ABODP 1% pas CB DB

Samarak 2.9 [lokazaru ga 3a pazaunuure tauke A, B,C, D u FE npojexkTuBHe
npaBe BaKU

(A,B;C,D)(A,B;D,E)(A,B;E,C) = 1.

3amarak 2.10 Ha npojexkruBnoj mpaBoj mare cy pazauuure tauke A, B, C u
D. Iloka3atu ma Ha BHOJ MOCTOje Tauke P 1 () KOje XapMOHUjCKU Pa3aBajajy
u nap A, B u nap C,D arxo u camo ako map C, D He pasnsaja map A, B.

YuyrcrBo: Hera je (1 : ©2) OPOJEKTUBHU KOODAMHATHUA CUCTEM, TAKAB
na y meMmy gare tadke mMmajy koopmuaare A(l:0),B(0:1),C(1:1),D(d:
1),P(p : 1),Q(q : 1), rme cy d,p u g pazmuuuru ox Hyie u mehycobGHO
pasnnumnty 6pojeBu. Tana je:

C,D=A,B< (A,B;C,D)>0«<d>0.

Ca mpyre crpane, nobujamo

(A,B;P,Q) = (C,D;P,Q) = 14 —q=p=Vd.

OBo 3HauM na je ycJaoB mocTojarma Tavaka P u () Koje XapMOHU]CKU pas-
IoBajajy JaTe mapoBe TauvyaKa eKBUBaJIEHTaH yciaoBy d > 0, omakie cjenu
tBpheme. U
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2.2 Tparcdpopmanuje NpojeKTUBHE IIpaBe

3anmarak 2.11 Onpenntu GpopMmyiie IPOjeKTUBHE TpaHCHOpMaNMje Koja Ta-
uke A(0:1), B(1:0) u C(1:1) upesomu pemom y tauke A’(1:—1), B’(1:1)
u C'(1:3).

YuyrcrBo: Y crknany ca Hebwmaumujom 1.6, 3armydyjemo ma je Tpanc-
dbopmarmja 00ImKa
X' = PX,

rme je P = (p;;) memeremepucana marpuma, a A # 0. Ciauuno xao y 3a-
maTtky 2.1, moma3umo o cucrema ox 6 jenHaumHa ca 7 HENO3HATUX, YMjUM
pemaBameM n00UjaMO MaTpUIly TpakeHe TpaHchopMaluje:

P=(3 1)

Jlpyru HAUYMH 3a pellaBame OBOI 3alaTKa je mar y 3anartky 2.16. ]

3anarak 2.12 Ha npojektusnoj npasoj marte cy tauke A(l1:0),B(1:1) u
C(0:1). Ompenuru roopaunare tauke D, takse na Basku H(A, B;C, D), a
3aTuM onpemuTu Gopmyiie Tpanchopmarmje koja tauke A, B u C npeBoau
pemoMm y Tauke A, B u D.

3anmarak 2.13 Onpenntuy Gopmyiie MHBEp3HE TpaHChopManuje, Tpaschop-
MaIlmje

Az = 3z +  4dxo,

Azh, = 2x1 4+ 3uzo.

3anmarak 2.14 OnpennTty MHBapUjaHTHE Tadyke TpaHCHOpPMAIH]je

0) Azy = 21 — 2o,
Azh, = x4+ dxg;

5) Azy = 2z + 3o,
Azh = 3z + 21
Azy = 2x — 2o,

8
) Azh, = 21

_|_

xTg.
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Pememe: a) Tpaskumo tauke 3a uuje koopauHare Baxku X = (1 : Tg) =
(2} : x4), To ject, pemasamMo cucreMm

Aﬂjl - 2m1 - Z2,
)\1’2 = xr1 + 41‘2.

On ce xkpahe 3amucyje ca
AX = PX,

OaKJIe je
(P—-AE)X =0.

Tpusujanuo pemese (0 : 0) auje Tauka npojexrusue npase! Musapujanrua
TaYyKa je IPeICcTaBJ/heHa COICTBEHMM BekTopmMa Marpuie P. Kapaxkrepu-
crruan noauaoM Xp(A), matpune P je

2— A\ -1
XP()‘):’:[ 4)\‘:()‘_3)2'

Ilakne, mBOCTpYyKa COICTBEHA BPEAHOCT je A\; = Ao = 3. Hboj omrosapa
concrsenu Bexrop (1,—1), a memy jenuna uaBapujantHa Tauxka A(l: —1).
6 ) CinuHO KAO y TNPETXOMHOM Caydajy, mobmjajy ce MHBAPUjaHTHE
raurke A1(1:1) m As(1: —1).
6 ) Y 0BOM Ciyuvajy HeMa MHBAPUjAHTHUX TAUAKA. O

3anmarak 2.15 3anucatu TpanchopMaImjy

Ary = 21 — 2o,
Az, 1+ 4.

y auHIM KOODIWHATAMA.

Pemene: /lata Tpancpopmaruja y apuHUM KOOpIVWHATAMA MMa ODJIUK

261 T

, ol 22
x,_ﬁ_le—xg_ 9 xe 2z —1
xh x4 4xs ﬂ_’_ 4z z+4

T2 €2
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Hanowmena 2.2 Csaka npojekTuBHa TpaHchopMaruja y aGUHUIM KOODIU-

HaTaMma uMa OOJIUK )
,  axr +
= d—b 0.
T wrd a c #

3anmarak 2.16 Onpenuty popmyae TpaHchopManrje ITPOjeKTUBHE NIPABE
koja tauke A(1l : —1),B(1:0) u C(2 : 1) npesoau penom y raure A’(0 :
1),B'(1:1) u C'(1:-2).

Pememe: A¢dume koopauHATE KOje OAroBapajy AaTUM XOMOTEHUM KOODIHU-
1
matama cy A(—1),C(2), A’(0), B'(1), C”(—i),B(oo). Cana, TpancdopMaImjy

TOTPaAKUMO Yy ODIUKY

,__ar+b
e +d’
W3 matux ycmoBa mobujamo:
A— A 0 = 7—a+b,
—c+d
b
B— B: 1 = lim ar + ,
:EHOOC!’E—"—d
1 2a +b
C—C: —= = .
- 2 2c+d
Omnasne je b=c=a u d = —8a, 10 ject, 3a a =1
,_x+1
-8

OgBo je Tpaskena TpaHchopmanuja, anu y apuHIM KoopauHaTtama. l[loBpat-
KOM Ha MPOjeKTUBHE, NOOUjamMo

Ay = 11+ 2o,
Axh, = xp — 8xa.

|
3amarak 2.17 3anucatu Tpanchopmanujy m3 3amaTea 2.15 y HOBUM XO-

MOreHUM KoopauvHaTaMma (aj : ag) y KojuMa mHBapujantaa tauka A(—1: 1)
nma koopauHare (1:0) u y muma ogropapajyhuM apuHAM KOODAUHATAMA.
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Pememe: Oszpauumo ca

(i)
1 4

MaTpuily TpanchopMmanuje y KOOPAMHATHOM cucreMy (7 : x2). Hbena je-
nuHa uHBapujantHa tauka je A(l: —1). Koopaunataux cucrema (a1 : ag)
y xojuma taura A(1l: —1) uma roopmunate (1 :0) uma GeCKOHAYHO MHOTO.
Ompennnvo matpuryy mpenacka T usmeby crapux xoopaumnara (r1 : Za)
¥ HEKUX HOBUX kKoopauHata (a; : ag). Tauka A oarosapa IpPBOM HOBOM
6asnoMm Bexkropy (jep cy joj mose roopmuuate (1:0)), ma 3aTo meHe crape

KOOpAMHATE YmHe TPBY KoJoHy marpune T. lpyra xomoma marpune T je
npousBossHa 10 Ha ycuaoB det(T) # 0 (y Tome ce u oriena Npon3BOJLHOCT

cucrema (a; : az)). Pennmo,
1 1
(1 ,)

Matrpuna P, tpanchopmanuje y koopaunarama (aj : as) je

eormr= () (P ) () -(5 ).

Ilakne, ncra TpaHchoOpMAIMja IPOjEKTUBHE IPABE Y HOBUM KOOPIUHATAMA
je mara ca

/
Aa; = 3ai — ag,

Aay = 3as.
[Ipenackom Ha oxrosapajyhe apure kKoopmuuaTe mobmjamo

3@1 a2

) 041 a2
a/_ﬂ_&ll—az_ag a2_a,1
al 3as 3az 3

az

O

Hamnomena 2.3 Tpaunchopmanuja y koopaunarama (a1 : az) je aduua jep
Cy Te KoopavHaTe m3abpaHe TAKO na je y BUMa WHBApUjaHTHA Tauka A
OecKOHAYHO najieka. ladHuje, TpaHchopMauuja je y TUM KOODAUMHATAMA



Tpancopmanuje NIpojeKTUBHE MpaBe 17

TpaHcJauuja Koja moMepa cBe (KOHAUHE) Tauke Tako na (U oxatie) 3a-
KJbyUyjeMo na je A jenuHa MHBapUjaHTHA Tauyka. [IpuMeTUMO Ia y IPOjer-
TUBHOj F€OMETPHUjU IOjaM KOHAYHOCTH, KA0 U HojaM a(UHOCTU HEKe TPAHC-
dopmanuje, 3aBucu o1 n360pa KOOPAUHATA, TO jeCT, HE MOCTOjU.

Hepunumnuja 2.1 Tpanchopmarujy OpPOjeKTUBHE IpaBe Koja MMa HYJIA,
jenHy, ONHOCHO IBe WHBapHWjaHTHE TAaUYKe HAa3MBAMO DPEIOM €JIAIITHAYKA,
apaboIMUKa, ONHOCHO XUIIEPOOJIMUKA.

3amarak 2.18 Koju cy HeOmxomHu W MOBOJFHU YCJIOBU Oa TpaHCHOpMAa-
nrja MPOjeKTUBHE MpaBe Oyle eJUNTUYKa, Hapabojudka, OMHOCHO XUIEpP-
bosnuka?

3amarak 2.19 Jlokazatu na ckyn Ajps, TpaHchopManrja OIpojeKTUBHE Opa-
B€ Ca jeIHOM 3ajelHUYKOM WHBAPUjAHTHOM TadykoM M, UMHW TOArPYILY
Ipyle IPOjeKTUBHUX TpaHCchopMaluja M30MOPOHY I'DyIM aUHUX TPAHC-
popmanuja.

Yuyrcro: M3abpatu kKoopauHATHN cucTeM (T1 : Z2) y KoMe Tauka M uMa
roopmuuare M(1:0). Jlako ce mposepaBa na Cy MaTpuie TpanhopMmalmja
npu xojuma je tauka M(1:0) uaBapujanTHa OGIUKA

favz(g "{)7 a0, (2.1)

Hwuje Temxo mpoBepuTm; na TakBe TpaHCOpMAaIUje UYMHE HOATPYIY IpyIe
npojekTuBHUX Tpanchopmammja. Oszmaunmo ca (a,v) aduuy Tpanchpopma-
mmjy « — ax +v,a # 0. JluperTHo ce mpoBepasa na je TpaHchopmanuja

@ (5 7).

unzomopduszam apune rpyne u noarpyne Ap; y OTHOCY Ha KOMIO3UIM)Y
Tpancpopmanuja (OIHOCHO MHOKEHE MaTPUIA). O

3anmarak 2.20 lokazatu na ckyn Hyn, TparchopMmalyja IPOjeKTUBHE
mpaBe ca ABeMa 3ajeIHUYKUM MHBAapuUjaHTHuM Tavkama M m N, yuHEA KO-
MYTATUBHY IOAIPYIY I'PyIe IPOjeKTUBHUX TPaHChopMaInja.



18 [IpojekTuBHA mpaBa

Pememe: Cge akcuome AGenose rpyne (U3y3eB KOMyTATUBHOCTHU) CE€ TPU-
BrjasHO mpoBepaBajy (mpuMernmo na sasku Id € Hyry). Hera je (z7 : x9)
IPOjEKTUBHU KOODAVHATHA CUCTEM TAKAB & Y HEMY UHBADU)AHTHE TAUKE
nmajy roopmuaate M(1:0) u N(0 : 1). Ongpemumo ommTy 06IMK TpaHC-
dopmarnuje koja npunana Hyn:

M — M - Al = pi,
0 = po,

N +— N : 0 = P12,
A2 = poo.

Onasne nobujamo ommTy OOJMK MaTpuile TpaHChopMaIlmje:
pin 0O a 0 P11
hg : ~ a=—%#0.
‘ ( 0 p2 > ( 0 1 )7 D22 #

3a hg, hy € Hyn, BaKHI
a 0
> < O 1 > 7hb0ha7

e (32)(59)-(2 9)-(¢

O gakJie cjaear KOMYTaTUBHOCT. U

= O

3anarak 2.21 Jlokasaru na je ckyn Pjs, KOjU ce cacTOju O CBUX mapabo-
JUYKUX TpaHchopManuja ca 3ajeIHNYKOM WHABAPUjAHTHOM TadykoM M u
UIEHTUYKOT IpecianKaBama, AGesoBa NDOArpyna rpymne OpPOjeKTUBHUX
TpaHcpopManuja Ipase.

YuyrcrBo: V360poM KOOPIAMHATHOT CHCTEMa Y KOM WHBAPUjaHTHA TAYKA
M wuma roopaunate (1:0), nobujajy ce Tpanchopmanuje uymja je MaTpuna
obumka (2.1). Ycnos napabomuunoctu (To jecr, ma je M jenuna mHBa-
pUjaHTHA Tadyka) Jaje MATPUIE KOje PEeNpe3eHTyjy TpaHchopManuje CKyma

Pr y obnuky
1 v
Tv.<0 1), v eR. (2.2)

Ila je moarpyma KOMyTaTWBHA, IPOBEpPaBa Ce€ TUPEKTHO, TO jeCT, Kao y
3anartry 2.20. O
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Hanowmena 2.4 Jacuo je ma cy rpyne Py u Hpyn moarpyme rpyme Apg
(Bumm 3amatre 2.19, 2.20 n 2.21). IIpermmsnauje, OHe PEIOM NPEACTABILA]Y
OArPYILYy TPAHCIAIMja W HOArPYIY XOMOTeTHja auHE IpyIe.

3anmarak 2.22 Onpennty adunau 3anuc tpanchopmanuja fuq, he, 7 13 3a-
naraka 2.19, 2.20 u 2.21.

3anarak 2.23 Ilate cy tauke M, A u A’ npojexrusne npase. IlokazaTu ma
[IOCTOjU jenMHCTBEeHa mapaboiuuka TpanchopMmanuja f Ipu KOjoj je Taura
M wuuBapujantHa U kKoja Tauky A mpesomu y A’. Heka je A" = f(A').
Ilokazatu na Basku H(A"”, A; A', M).

YuyrcrBo: Opabparu IPOjeKTMBHM KOODIWHATHHI CHCTEM y KOME IHATe
rauke mmajy koopmuuare M (1 :0),A0: 1) u A’(1:1). Iomto je Taura
M(1 : 0) uaBapujanTHA, 3aKBbydyjeMo na mapaboiaudka TpaHCPopManmja
nma o6k (2.2). O

Hanomena 2.5 Ha 0CHOBY mOpeTXOOHOT 3aJaTKa, CBaka Napaboandra
Tpanchpopmalyja je jenHosnauHo onpebena ako je 3amaTta BeHA WHBAPU-
janTHa Ttauka M u jemam map tauaxka A u A’ = f(A).

3anmarak 2.24 Onppemutu Gopmyie nmapabonanure Tpanchopmanuje f mo-
mymeHe aduHe Ipase Koja ocTaBiba Tauky M (—2) nHBApUjaHTHOM, & TAUKY
A(=5) npesoau y taury A’'(5). Oapenntu canKy GECKOHAUHO AAJEKe TAUKE
X (0). Ompenuru Tauky B, Taksy na Bawu (A, A’; B, X) = —2.

Pememe: IIpojexrmBHE KOOpIMHATE KOje OArOBApajy AATUM APUHUM CY:
M(=2 : 1),A(-5 : 1),A(5 : 1) m X(1 : 0). Hajupe ogpemmmo Taury
A", raksy ma Baxu H(M,A’; A,A”). Ho6ujamo A”(—5 : 13). Ha ocuoBy
IMpumente 2.5, rpancpopmanuja f je onpebena ca: f: M, A, A'AM, A" A".
[Mocne pemapama cucrema nobujamMo BEHY MaTPUILY

1 —40
P_<10 41)'

Iame, jemnocrasro mobujamo camky X'(1: 10) Tauke X, ka0 m ma Tauxa
B mmva roopamuare (=5 : 3). O

3amarak 2.25 Ilokaszatu ma je TparchopMaiuja IPOjEeKTWBHE IPABE KOja
pazmuunre tauke A, B u C npeBonu pemom y tauke B, C' u A equnrudyka.
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Pememe: IlpermocraBuMo na mara TpaHchopManuja MMa UHBAPUjAHTHY
tauky M. Oua je tama paszmuuura on tadyaka A, B um C, ma Baku HEKU
pacunopen, permmo, M, A+ B, C. Kako npojexkTrBHa TpaHCHOpMALMja UyBa
pasmBojeHocT mapoBa Tadvaka (Bumu Teopemy 1.3), kama je npuMeHMMO
saskuhe M, B + C, A. Kourpamuriuja! Amamorso ce pasmarpajy u Jpyru
moryhu pacmopenu. O

Hamomena 2.6 O pa3nBojeHOCTM mapoBa Tadyaka HA IPOjEKTUBHOj MPABO]
MOKEMO PA3MUILLATU KA0 O PA3ABOjEHOCTU MapoBa Tavaka Ha Kpyry. Pa-
3J7I0T je UYMIbEHWIA Aa CY IPOJeKTUBHA MPaBa U KPYTL TOMOJIOMIKU €KBUBA-
JIEHTHU.

3anmarak 2.26 OapenuTy HeOnXOmaH U NOBOJBLAH YCJIOB & TpaHCHOpMa-
muja npojexkrusHe npase koje tauke Aj(1:0),A42(0:1) u B(1: 1) upeBonun
penom y tauke A)(a}; : a),), Ab(ab, : aby) m B'(b) : by) uyBa opujentamujy?

YuyrcrBo: Hajupe onpenuru marpuny P nare tpanchopmanuje, a 3atum
nokasatu na je ycaos det(P) > 0 (Bumu Heduunimjy 1.7) exBuBaseHTaH
YCIOBY

I /
ayp; Q9

; 7 > 0.
A1p Qg2

/ / !
any by 2 12

/ / / !
as by H 1 @11

O

3anarak 2.27 JlokaszaTu ga eIWOTAYKA U Hapaboandka TpPaHCHOPMAIM]a
HE ME€WmAajy OPUjeHTAIN]Y.

Pememe: Hera je tpamcpopmarmja mata ca AX' = PX. Kapakrepu-
cTuvHU ToJauHOM Matpule P je

xp(A) = A% — (p11 + paz) A + p11p22 — pi2pai,

TO jecT,

xp(A) = A2 — Tr(P)A + det(P).

W3 ycnoBa equnTUYHOCTY WIX HapaboandHOCTH TpaHCPOpMaluje Ciieldu
oa OUCKPUMMHAHTA FOPH-€ KBAaIPATHE jenHadnHe Huje mosutusHa. Onarie
je
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Tr(P)? —4det(P) <0 <  4det(P)>Tr(P)2>0 = det(P)>0.

Kako je merepMumHanTa MarTpuile NPOM3BOJLHE IPOjEeKTUBHE TPaHCHOpMA-
Uje pasjmuuTa Ol HyJje, OBUM je TBpheme moka3aHo. U

Hepunuaunuja 2.2 Tpaunchopmarnujy f, npocropa RP™, Ha3dnBaMO IMKJIN-
uroM, yrouuko 3a Heko n € N\{1} Basku f" = Id. Y Tom cayuyajy, HajMame
n 3a KOje je HMCIOyHmeHa OaTa jeIHAKOCT 30BEMO IMKJIYCOM Te TpaHC(HOp-
vamuje. Cremujasnno, TpanchopMammjy f 3a Kojy Bawu f2 = Id, f # Id
Ha3MBaMO WHBOJIyIUja.

3anarak 2.28 [lokazatu ga TparchopMaIlyja IPOjeKTUBHE IPABE

Ay =z + 2o,
)\JZJQ = + T2,

HUje OUKINYKA.

Pememe: Axko Om mara TpaHchopmanuja Ouga IUKINYKA OHNA Ou, HAa
ocuoBy Jlepununuje 2.2, mocrojao mpupoman 6poj n # 1, TakaB na BaxKu:
P" = AE, A € R\{0}, rze je

Baku P #£ AE, n € N. O

3anmarak 2.29 Jlokazatu ga je TpaHchopMauuja IUKIYCa 3 €IUNTUYKA U
oxpemuTu 0ap jegHY TAKBY TPAHCHOPMAIU]Y.

Pememe: la je rpanchopmanyja nukriIyca 3 eJIUOTUYKA TOKA3Yj€ CE Ka0 y
Samatry 2.25. [Ipumep Takse Tpanchopmamnuje je TpanchopManmja u3 Tor
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ucTor 3amaTka. AKO oxabepeMo NMPOjeKTUBHU KOODAMHATHY CUCTEM TAKAB
na y memy Bagku A(1:0),B(0:1) u C(1: 1), nobujamo mene popmyie

Az) = Za,
Axy = —x1 + X

O

3anmarak 2.30 [lokazatu ma ako 3a TpaHchopmanujy f NpojeKTUBHE IpaBe
nocroju nap tauaka A m A’ rtakas na Bakn A’ = f(A) u A = f(A’), rana
je f mHBOIymIMja.

Yuyrcrso: Onabparu A(1:0) u A'(0: 1), 3atum ogpenuTn onmry 06K

matpune P Tpamcdopmanuje f u, HamOCJIETKy, IOKa3aTu na Baxku P? =
AE, )\ € R\{0}. O

3amarak 2.31 VHBousyluja IpOjeKTUBHE IpaBe 3a1aTa je IapOBUMa OIro-
Bapajyhux rauaka A(1 : 2) u A’(1 : 0), ommocuo B(2 : 3) u B'(8 : 1).
OppenuTu Ty MHBOJIYIU]Y, FbeHE MHBAPUjaHTHE TAYKE M UCIATATU YyBa, JU
OpUjEeHTAIn]Y.

3anmarak 2.32 [lokazartu ma je mpojeKTUBHA TpaHC(hoOpMaIrja mpaBe Koja
tauke A, B u C npesomu penom y tauke A, B’ u C’, unBOoaynMja ako u
camo ako Basku (A, B;C,C") = (B, A’; C,C").

Pememe: Hexra je f unBosymnuja. Ilomro f uyBa mBopasmepy, Ha OCHOBY
Teopeme 1.2 Basku:

(A4,B;C.C") = (f(A), f(B): f(C), f(C")) = (4, B;C",C) = (B", A';C, C").

O6patHo, mera Baxku (A, B;C,C") = (B, A’;C,C"). Cunyno mperxon-
HOM:

(B",AC,C") = (A, B;C,C") = (f(A), f(B): f(C), f(C") =
— (A/,B/;C,,C//) — (B/,A/;CH7O/).
360r je IMHCTBEHOCTU YETBPTE XaPMOHUjCKUA KOHjyroBaHe Tauke, ciaemu C' =

C", to ject, f(C') = C. Omatie u Ha ocHOBY 3azmaTtka 2.30, 3aKbydyjeMo
na je rpanchopmanuja f MHBOJIyLIUjA. O
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3anarak 2.33 Axo cy A, A’ u B, B’ nmBa mapa oxarosapajyhux Taudaka
xunepbonnuke (eNUOTUYKE) WHBOJyLWje, mokasaru ma Baxku A, A’=B, B’

(A, A"+ B,B).

Pememe: Hera je (21 : 22) IPOjEKTUBHU KOODAMHATHU CUCTEM, TAKAB Ia
y BeMy gare Tauke umajy ciuexche koopaumare: A(1:0),A(0:1),B(1:1)
u B'(b:1), b€ R\{0,1}. M3 matux ycaosa nobujamMo MaTpUIy TPAHCHOD-

MaIuje
0 b
(00

Hhen rapakrepuctuurn nosmeaoM, Xp(\) = A2 — b, uMa mBe pasmu-
unre peasiHe Hyse 3a b > 0 (1 y ToM ciaydajy je TpaHchopMaunuja xumep-
Boamuka), OMHOCHO HEMA peajHuX Hysa 3a b < 0 (kazxa je Tpanchopmanmja
€JIUNITUYKA).

Ha ocuoBy Ilepununmje 1.5, nap tauaka A u A’ paznasaja map ravaka
B u B, axo Basnu (A, A’; B,B’') < 0. Y oBom ciyuajy je:

B = A+A gy L.1_
Bl _ bA—FA/}é(A’A’B’B)_lb_b,
omakje cienu TBpbheme. O

Hamomena 2.7 IIpumernmo ma KapakTepPUCTUYHU TOIUMHOM U3 IPETXOTHOT
3aJaTKa He MOKe MMaTy jemHy (OBOCTPYKy) peasiHy Hyay 360r ycioBa
b # 0, wro 3HauM A Ha IPOJEKTMBHO] IPaBOj HE IMOCTOje mapaboiunuke
UHBOJYIHjeE.

3anmarak 2.34 OapenuTty onumrty OOJUK WHBOJJYIUjE IPOjEeKTUBHE IMpPAaBe.
OnpenuTu HEOMXONAH U JOBOJLAH YCJIOB IPU KOM j€ Ta WHBOJIYLUja XUIEep-
0OJIMUKa, ONHOCHO EJIMITUYKA !

Pememe: Paszmorpumo npojextuBHa TpaHCchOpMaNnjy:

Az p11T1  + Pp12T2,
Azh = poix1 4+ DPara.

W3 jemnaroctu

2
pii piz \ _ [ Pt pepa pi(pn +p2)
P21 P22 po1(p11 +D22) D3y + p12p21
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ciaemu Oa je OHA WHBOJIYIIja aKO BaKWU P11 = —paoo. Jlakie, MHBOSyNIMja HA
IIPOJEKTUBHO] IPABO] je penmpe3eHTOBaHA MaTPUIOM

p-( Pu P12

P21 —Pu
Jlako ce mpoBepaBa Ma je OBa MHBOJYIHMja XUIEePOOJUUKA aKO BaKW Piq +
p12p21 > 0, OMHOCHO EMUNTUYKA YKOJUKO j€ UCITYE-€HO P2y + piape; < 0. [

3anmarak 2.35 OapenuTy cBe MHBOJYTUBHE TpaHCHOpMAIVje TPOjeKTUBHE
npase koje tauky A(1l : 0) mpesome y tauxy A’(0 : 1). Koje om mux cy
eJIUINITUUKE, & KOoje Xxumepbonuure?

3anmarak 2.36 Ha npojexkTuBHOj IpaBOj marTe Cy ABe MHBOIYLUjE: We—€JIU-
NTUYKA U wp—XunepboIMyKa, TakBe mna ce mHBapujantHe Tauke M um N
xunepOOINYKe MHBOJIYIUjE TPAHCHOPMUILY jeNHA Y APYTY IPU €IUITUYKO]
uaBONyIUju. Jlokazartu ma je TpaHCchopManMja w = W O W, XUIEPOOTUUIKA
WHBOJIYIja U ODjACHUTU INTA CY jOj MHBAPHWjaHTHE TAUKe.

YuyrcrBo: M360poM mOromHOr KOOPAMHATHOD cucTeMma onpebyjy ce un-
BONIyLUjE We W Wp, & 38TAM U TpaHCPOPMANMjad Wp O We, 38 KOJy C€ IPOBe-
paBa na je xumepOoJMYKa MHBONYIMja. 3a HeHe WHBapujanTHe Tauke A u
B Basu wp(A) = B n w.(A) = B. O

3anmarak 2.37 okazatu na ako cy M m N uHBapujaHTHE Tadyke XUIEP-
Gosmuke mHBONyIMje f, omma cBaku map tavaka A m A’ = f(A) xapmonu-
jcxu pasznsaja map M, N. O6parTHO, ako IBe Tauke OpOjeKTUBHE mpase M
u N XapMOHUjCKM Pa3Bajajy CBAKMU Iap Tadvaka IpU HEKOj MHBOIyIuju f,
Taa je Ta MHBOJJYIM]a XUIePOOIUUKa ca MHBapujanTHUM Tavkama M u N.

3anmarak 2.38 [lokazatu na ce cBaka TpaHchopmanuja [ IPOjeKTUBHE
mpaBe MOKe MPEACTABUATUA KaO IPOU3BOJ ABE UHBOJYIUjEe OX KOjUX je Oap
jemHa xunepObOIUYKA.

Yuyrcreo: Hera Basku A’ = f(A) u A” = f(A’). Pasmorpumo nHBONYIMjY
i1 npu K0joj je Tauka A’ mmBapujanTHa, a Tauka A npenasm y tauxy A”.
Tana tpancpopmanuja is = i1 o f npecaurasa tauxy A y A’ m obparno,
raury A’ y A. Ilakne, m iy je mHBOJNymWja, ma Bakm f = 43 04y 0 f =
11 0ig. MiHBOMymuja 11 je xumepbosaudka jep joj je A’ uBapujanTHa Tauka,
a mapabosunuke nHBONyNUje HE mocToje (3amarak 2.33). O
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3amarak 2.39 Y aduroj paBHu garte cy mpase a :y = 0,b:y = 2 u Tauka
S(1,2). Ha mpaBoj a yBemeH je HOBU NPOjEKTUBHU KOODIUHATHU CHUCTEM
(1 : x9) umje GasHe Tauke mMmajy adune koopmuuare A1(0,0), A2(2,0), a
rauka jequuune B(3,0), a va npasoj b cuctem (x) : x%) yuje Gasue Tauke u
Tauka jexuHune nMajy apune koopauaare Cq(1,1), C2(0,0) u D(2,2). ¥ na-
TUM XOMOTE€HUM KOODIMHATAMA OAPEIUTHA (OPMYJIe MEPCIEKTUBHE TPAHC-

S
dopmanuje ¢ : a Ab.

Sanmarar 2.39

Pememe: /[la 6u ogpemunn popmyse TpanchopMmaluje norpebHa cy Ham
6ui0 Koja Tpu napa Tadaka (TO jeCT, TPU TAUKe Ca IpaBe a U HUXOBE CIUKEe
ca b). Ompemmmo, Ha mpumep, kKoje ce Tauke Tpanchopmumy y Cp,Co u
D. Owuursenno ce ca nenrpom nepcuerruse S, y tauke C1(1,1),C3(0,0) u
D(2,2) tparcdopmummy penom tauke X (1,0), 41(0,0) u Y (xoja je Geckona-
YHO HAJIeKa TadKa Ipase a). Paay mpersieaHocty najemo rabery:

aduHe KOOpmuHATE HA a | XoMoreHe (aj : as) | (x1:x2) ¢ (a] :2h)
X (1) X(1:1) X(7:7) — C1(1:0)
Al(O) Al(O : 1) Al(l : 0) = CQ(O : 1)
Y (00) Y(1:0) Y(7:7) — D(:1)

Y rabenu cy ca (aj : az) O3HAYEHE XOMOTEHE KOODIUHATE KOj€ OATrOBAPajy
adpuauMm kKoopauHaTama Ha upasoj y = 0. Hajupe Tpeba mpomahu (x; :
x9) KoopauHaTe Tavyaka X u Y. 3a TO HaM je HeonxomHa marpuna T
Tpancpopmanyje koopauaara (a; : az) y (1 : T2) Koja ce nobuja HA OCHOBY
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koopauHaTa tadaka Aj, Ao m B. Canuno kao y 3amarky 2.1, mobujamo

3 —6
T ( 30 ) |
Kopucrehin penauujy AX = TA, mobujamo tauxe X(—3 : 1), Y(3:1) y
KOOpAMHATHOM cucTteMy (Z : x2). IIpeocraje HaM ma oapemuMo Tpanchop-
Mammjy ¢ koja tauke X (—3:1),A4:(1:0),Y(3:1) upesomu penom y Tauke
C1(1:0),C5(0:1),D(1:1). Hobujamo ma je oHa nara ca

Az = 612,
Azh, = x1 + 3za.

O

3anarak 2.40 Y a¢uuoj paBHu nate cy npase a:y =0, b:y = 2z u Tauke
S51(0,1) m Sa(—1,2). Y XOMOreHrM KOOPAMHATAMA [IPaBe ¢ OAPEIUTH j€THA-
Si
YrHEe KOMIIO3UIMje (p = (2 O (1 NMEPCIEKTUBHUX TpaHchopmanuja @i :a A b
Sy
u @s :b A a. Oppenuru MHBapujaHTHE Tauyke HOOUjeHe TpaHC(hOpMaIyje.



I'imaBa 3

IIpojekTuBHA paBaH

3.1 KoopmumaTte y IpOjeKTUBHOj paBHU

3anmarak 3.1 Y omHoCy Ha KOOpAMHATHU cucteM (rp : Te : x3), OaTe Cy
KoopauHare HOBuX Gasuux tauaka Aj(4:1:1),A5(4:4:1),A50:4:1) n
rauke jeamEune B’(2 : 1 : 1) moBor KoopmmHaTHOT cucTteMa (x] : xh : x%).
Onpenutu Gopmysie TpanchopMaluje CTapUX KOOPAUHATA y HOBE.

YoyrcrBo: 3amarak ce pelmaBa MCTUM IOCTYIKOM Kao 3axarak 2.1, ¢ Tum
IITO Ce OBJZE pelaBa CucTeM on 12 jemHauywmua ca 13 HEMO3HATHUX. ([

3anmarak 3.2 Onpemury jemHauuHy npase Koja canpsku tauke A(2:5: 2)
nB(8:1:-1).

Pememe: [. nauwun (yxoauko cy obe mauke kowaune): Ilesmemem mocie-
[EBOM KOOpAMHATOM nobujaMo adune koopauHare narux radaxa: A(L, 5) u

B(—8,—1). Ajuna jennaunna npase Koja ux caupsxku je AB : Tx—18y+38 =
0. IToepaTkoM Ha XOMOIeHe KOOpAuHaTe HoOujaMo jemHauunny npase AB

78 1872 {38 =,
T3 T3
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IITO HAKOH MHOKEHHA Ca T3 IOCTaje
Tx1 — 18x9 + 38x3 = 0.
Koopaunare npase AB samucyjemo y oGJIuKy
ABI[7: —18: 38].
2. nawun: Heka je jemmaumma TpaskeHe mpase:
u1T1 + usxo + uzxs = 0, (3.1)

roe Cy Ui, Us U U3 Hemo3HaTu koedpunujentu. lame, mobujaMo cucreMm:
) b

2uy 4+ buzy + 2uz = 0,
8U1 + U — us = O7 (32)
OIlaKJIE CJIeIU
[ug :ug :ug) =[-7:18:—-38] = AB.

3. Mavwun: TpaskeHa mpaBa je y BEKTOPCKOM IPOCTOPY IpencTaBJ/LeHA je-
nuaurHoM paBuu (3.1). Kako Bekropu A n B npunaznajy Toj paBHH, HOD-
MaJiHu BeKTOD (U1, U2, U3) PABHU jé BEKTOPCKU IPOU3BOJL

) 2
1 -1

)

(ul,UQ,U3):AXB=(‘ s —1

_‘2 2

2 5
e )) — (~7,18,-38),
OaKJIe CIIenu pe3yiaart. O

3amarak 3.3 Iokazatu ga tauka C(—4 : 9 : 5) mpunanga mpasoj AB wu3
OPETXOIHOT 3alaTKa U oapenuTu Tauky D, taksy ma Basu (A, B;C, D).

Pememe: 7-(—4) —18-9+438-5 = 0, onakiue caenu C € AB. Tpasxkumo
ZIBOpa3Mepy:

C = aA + (B,

TO jecT,
—4 = 20+ 803,
= bSa+ f,

5 = 2a— [,
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omagriie mobujamo aw =2 u = —1. Ilame je
-1=(A,B;C,D) = g : % = —% : g,
olakJe cienu 20 = -y, MTO 3HAUU A2 BayKU
D =2/A + /B,
na, Ha npuMmep, 3a 6 = 1 mobujamo D(12:11: 3). |

3amarak 3.4 Onpenuru npecexk P npaBux a : 2x7 + 3x2 — bz = 0 u b :
1 — Ty = 0.

Pememe: Ilpeceuna tauka P(1:1: 1) oBux mpaBux jako ce nobuja pe-
maBameM JaTor cucTeMa jenHaunHa. Vimak, mpuMeTHMMO na je Taj CUCTEM
vcror obnuka kao u cucreM (3.2) rojum ce onpebyje mpasa koja camp:ku
nBe Tauke. Jlakme, mpecek mpaBux a¢ u b Takobhe mHamazumMo kKopuctehwu
BEKTOPCKM IIPOM3BOJ, TO jeCT,

(1,1,1)=P=axb=(2,3,-5) x (1,—1,0).
O

Hanomena 3.1 Y mpojekTUBHO] PaBHU BaKU TPUHIUI OYAJHOCTU TAYAKA
U TPaBUX: YKOJUKO Y HEKO] TEOPEMU PEUU MauKa, NPasa, npunada, caopicu
3aMEHUMO PEeYnMa NPasa, Mmauka, ca0picu, npunada MOOUjEeHN UCKA3 je TAKO-
be Teopema mpojexkTuBHE DaBHU.

Hepunumnuja 3.1 PaBancky npojekTuBHY KOHGUIYpanujy Koja ce cactoju
on n tavyaka Mehy KojuMa HUKOje TPM HUCY KOJMHEApHE U IPABUX KOje
canpske CBake [Be O HbUX HA3UBaMO IOTIYyHU n—ToTeMeHUMK. Hapenene
Tauke Cy TEMEHA, a IpaBe CTPAHUIIE N—TOTEMEHUKA. AKO IBe CTpaHUIE
“Majy 3ajeTHUYKO TeMe, Taa Cy OHe CyCelHe, a y CYIPOTHOM HecCyceHe.
IIpeceune Tauke mapoBa HeCyCeTHUX CTPaHWIA Cy AMjarOHAJIHE TadKe, a
npase onpebene maposuMa aujaroHaJdHUX Tadaka (Koje He HPUNIALAjy UCTO]
CTpaHUNN) Cy OUjATOHAJIE.

Hedwmaumuja 3.2 Papancky nIpojeKTUBHY KOHOUIYpPAIU]y KOja C€ CACTOjU
on ypebene n-topke Tauaka Aj,..., A, Mehy Kojuma HUKOje Tpu cycemme!

ITauke A1 u A, cy, Takobe, cycenmme.
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HUCY KoJuHeapHe u n npasux AjAs, AsAs,..., A, A, Ha3uBaMO HPOCT n—
TOTEMEHMK, T'Je Cy JaTe TAUKe U IpaBe HeroBa TeMeHa, OQHOCHO CTPAHUIIE.
IIpaBe ogpebene HecycemHuM TeMeHMMA Cy AUjaroHAJE, a TAYKE Y KOjUMAa
ce CeKy mapoBu AujaroHaia (Koje He CaAp:Ke UCTO TeMe) CY IUjarOHaJIHe
Ta4vKe.

Hamomena 3.2 Ilyanno ce medmHWIIYy HOTIYHUW ¥ IPOCT N—TOCTPAHUK.
IIpumeTnMo A TOTIYHM W IPOCT TPOTEMEHUK, KAO0 W IOTIYHU ¥ IPOCT
TPOCTPAHUK NIPEACTABHA]Y jeIHY UCTY IPOjeKTUBHY KOHOUIYDPALU]y.

3amarak 3.5 Ilokasatu ma 3a tauke A, B, C u D Basxu H(A, B;C, D) ako
4 CaMO aKO IIOCTOjU MOTIyHU dyeTBopoTreMenuk PQRS, takaB na Baxku A =

PSxQR, B=SRx PQ, C=SQ x AB, D = PR x AB.

Pememe: Hera nocroju nornyru uerBoporemenuk PQRS, rakaB ma Bake
HaBeleHe peJsalyje U Heka je (1 : Tg : T3) KOOPAUHATHU CUCTEM, TAKAB A
Beropa TeMena uMajy koopamaare P(1:0:0), Q0 :1:0), RO :0: 1),
S(1:1:1).

Samarak 3.5

Kao y 3. maumny pemema 3anatka 3.2 qobujaMo jeqHaudnHe IPaBUX
PQO:0:1], RS[1:-1:0], PS[0:1:-1], QR[1:0:0].

IIpeceke mpasux oxpebyjemo kao y 3amatky 3.4 u nobujamo A(0: 1 : 1),
B(1:1:0). 3atum ce onpebyjy npasa AB[1:—1:1] n rauke C(1:2:1) u
D(—1:0:1) u npoBepaBa Ja Ccy OHE XapMOHUjCKU KOHjyroBase ca A u B.
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O6parro, npernocrasumo na Baxku H(A,B;C,D). Heka cy m u n
npaBe kKoje canpske tauky A m k mpasa koja caapsku Taury D. Heka
je, mamwe, R =kxm, P=kxn, S=nxBR, @ =m x BP. 3a Tauxy
C' = S5Q x AB, na ocuoBy mperxomHor cmepa, Baku H(A, B;C’', D). 36or
jeIMHCTBEHOCTH YETBPTE XapPMOHUjCKM KOHjyrosane tauke Baxku C' = C,
na je PQRS TpaskeHU YeTBOPOTEMHUK. |

3anmarak 3.6 Hexa cy a,b,c u d KOHKypeHTHe mpaBe MPOjEeKTUBHE pPaBHU
U HEeKa je p NPOM3BOJLHA TIPAaBa KOja UX Cede PEeIOM y PA3HUM TadKaMa

A,B,C u D. Horaszaru na Basnu (A, B;C, D) = (a,b;c,d).

YuyrcrBo: Heka ce npase a,b,c u d cexy y Tauku P u Heka je (z1 : zg : T3)
KOOpAMHATHU cucTeM, Takas na Baxku P(0:0:1), A(1:0:0) u B(0:1:0).
Crnemn, p= AB[0:0: 1], ma je C(c:1:0),c#0mu D(d:1:0),c#d#0.
Cana ce TBpbheme nmpoBepaBa MUPEKTHUM PATYHOM. O

3anmarak 3.7 Yetupu KOHKYpEHTHE TpaBe a,b,c u d TPOjeKTUBHE paBHU
Cy XapMOHU]CKU KOHjYTOBaHE aKO M CaMO aKO MOCTOJU MOTIYHU YETBOPOC-
TPaHUK pgrs TakaB ma Baxku a = (p X s)(gx 1), b = (s xr)(p X q), ¢ =
(s x q)(axb),d= (pxr)axb). Oaj 3anatak je nyanas 3anatky 3.5.

3anmarak 3.8 (le3aproBa Teopema—paBaHCku ciyuaj) aru cy tpore-
venutu ABC u A’B'C’ koju mpumanajy umcroj pasam. JlokazaTu na ce
npase AA’, BB’ u CC’ ceky y jemnoj Ttaukm S aKO M CaMO akO Ipecenu
AB x A'B’, AC x A’C’' u BC x B'C’' npunanajy jemHoj mpasoj s.

YuyrcrBo: Hera ce npase AA', BB’ u CC’ ceky y taukm S(1:1: 1) u mera
jeA(1:0:0),B(0:1:0),C(0:0:1). Tama Baskm Ay (A1 :1:1), B1(1:A2:1),
Cy(1:1: A3). Crpanume oba TpOTEMEHWKA C€ jeMHOCTABHO HO0HUjajy u
moKasyje ce ma ce oaropapajyhu mapoBu ceky Ha jenHoj upasoj. Ilpyrm
CMEp €€ MOKE PA3MATPATH LyaJHO aKO Ce onabepe KOODAMHATHU CUCTEM Yy
KOME CTDaHUIE jemHOr TpOoTeMeHuKa umajy koopausate [1:0:0[,[0:1: 0]
m [0:0:1], a oca s koopmunare [1:1:1]. O
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3amaTak 3.8

3anarak 3.9 Koje koopaunare umajy TeMeHa IMOTIYHOI YETBOPOTEMEHUKA
axKo 3a 0a3He Tauke y3MeMO HeroBe OUjaroHAJIHE TAUKe, & 3a jeIUHUYHY
jemHo meroso teme? IlyamuzoBaTu.

YuyrcrBo: Osnauunmo TemeHna uderBoporeMmenuka ca Aq, Ag, Az(l:1:1) n
Ay. Tanma cy merose mujaronansue tauke Di(1:0:0) = A; Ay X As Az, Do(0 :
1: 0) = A2A4 X A1A3 u D3(0 :0: 1) = A3A4 X A1A2. HpaBa D1D2 je gaTa
jemmaunHoM x3 = 0, ma Jako mobujamo koopauuare tauke D3Asz X DDy =
M(1:1:0). Ha ocuoBy 3anatka 3.5, maposu D1, Dy u M, N = A1 Ay x D1 Dy
cy xapMmonujcku koujyrosauu. Opnarne mobujamo N(1 : —1 : 0). Temena
ymje ce KOOPAWHATE TPasKe Cy Ipecenu mo3HaTux npasux Do A3 X ND3 = Ay,
D1A3 x ND3 = Ay u D1 Ay x A3D3 = Ay. upekrauM padyHOM ce mobuja
na cy muxose koopaunare (—1:1:1),(1:—=1:1) m (1:1:-1).

IlyanHO, ako mujaroHaJie IIOTIIYHOT YEeTBOPOCTPAHWKA MMAjy KOOPIW-
Hare [1:0:0[,[0:1:0] u[0:0:1], a jenna merosa crpanuna [1: 1 : 1],
Taga Cy KOODAMHATE HEerOBUX IpeocTanux crpaxuna [—1:1:1],[1:—1:1]
m(l:1:-1]. O
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3.2 Tpanchopmaluje IpojeKTUBHE PAaBHU

3.2.1 Kouaunueanuje

Hedoumaumuja 3.3 Tpanchopmainujy OpojeKTVBHE pPABHU KOja Tadvke IIpe-
BOIU y Tadke, a MpaBe y MpaBe Ha3WBAMO KOJIHEeAIja.

3anmarak 3.10 Oapenuru konuueanujy koja tauke A(1:0:1), B(1:2:2),
C(1:1:1)uD(—2:—1:0) upesomu penom y tauxe A'(1:3:1), B'(3:2:4),
C'(1:1:1)m D'(3:3:1).

3amarak 3.11 Oxnpenutu aduHM 3aIMC KOJIUHEAI]E

PYAAES Ty + T3,
Axh = a3 + 3,
Axy = 11 4+ o

Pememe: [lara xonuHeamnuja y auHUM KOOpIWHATAMA j€

Z2 x3
/ —+ — 1
x,_$1_$2+l’3_x3 r3 Y+
== =7z To — )
ry witae L2 w4y
x3 x3
X1 x3
/ —+ — 1
y,_l‘g_iﬂl—Fl‘g_xg xg_I—F
- o7 - To :
x5 T1 + To 714_72 Tty
T3 T3

O

3anmarak 3.12 Ako ce KOOpAMHATE Tadyaka MPOjEeKTUBHE DABHU TPAHCHOP-
mumy npasuiom AX' = PX rana ce koopauHaTe IPaBUX TPAHCHOPMUILY

1
[0 IPABUILY XUI = (P_l)TU. Iokazaru.

Pememe: Ilpumerumo ma je omuoc m3ameDhy Tayaka m mpaBux, ca ajre-
Gapcke Tauvke TJIEAUIITa, OIHOC BEKTOPCKOT MPOCTOPA U HHEMY IYyaJHOD
IpoCTOpA.
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IIpaBy uix1 + uas + usxs = 0 MosxeMo 3amucaTu y obanky UTX =0, a
meny ciuky kao (U)TX’ = 0. Penanuja

0=U"X=(\U"P X' = (U)X,
Ba;KM 3a cBako X' ma je
(U =auTP
OmaKJIe MOOMjaMO TPaKCHU 3aKOH TpPaHchOpMaIUje IpaBUX

%U’ —PYH'U.

O

3anarak 3.13 Oxpemutu UHBApUjaHTHE TAUYKE U WHBAPUjAHTHE IIPAaBE KO-
JIMHEAIje

!
Ary = 4z — oz,
Azh, = 6x1 — 3o,
Azhy = 1 — Ty — T3.

Pememe: CianyHo Ka0 KOX NPOjEKTUBHE MPaBe, MHBAPUjaHTHE TaUKe OIpe-
byjemo kao comcTBeHE BEKTOPE MATPUIE KOJMHEAI]E

4—-X -1 0
0 =det(P — AE) = 6 -3-A 0 =—(A+1)(A+2)(A=3),
1 -1 —1-A
a COICTBEHUM BpemHocTHMAa A1 = —1, Ao = —2 u A3 = 3 oxrosapajy con-

creenu Bekropu (0,0,1),(1,1,0) n (1,6,5), a mwuMa MHBADUjAHTHE TAUKe
A(0:0:1),B(1:1:0) mu C(1:6:5).

Openumo caa MHBAPUjaHTHE IIPaBe:

1. mawun (yroaukxo nocmoje mawno mpu uneapujanmue mayke): VaBa-
pujantae npase he 6utu AB, AC u BC. Huje Temko 3akbyunT 1a OCUM
BUX BUIIE HEMa WHBAPUjaHTHUX OpasBux (jep ako Ou mOCTOjasia jOII HEKa,
oHJAa OU Tauke Koje ce Hajaze y meHoM mpeceky ca AB, AC u BC Guie
rakobhe mHBapujanTHe mWTO je HeMoryhe).
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2. wawun (onwmu): Ha ocuoBy 3anarka 3.12, nupasa U je uaBapujanTaa
aKO UM CaMO aKO BayKU

U=U =P )'U, r10jecr, PTU=)\U.

Ilakse, HBapUjaHTHE TIpaBe Cy CONCTBeHM Bekropu Marpume PT.
[Moxcernvo ce ma marpune P u PT umajy ncre kapakrepuctuane momu-
HOME, CaMUM THM U COICTBEeHe BpemHoctu. Ibuma onxrosapajyhu com-
crBenn Bekropu cy (—1,1,—-1),(—6,1,0) u (1,—1,0), na cy uHBApUjaHTHE
mpase [—1:1:—1],[-6:1:0] u [1: —1:0]. HemocpearoMm mpoBepoM MOke
ce yrBpauTu na cy to penom npase BC, AC' u AB. (I

3amarak 3.14 JlokasaTu na CBaka KOJIMHealdja uMa 0ap jenHy UHBapPU-
jAHTHY MPaBYy ¥ MHBAPUjaHTHY TAUKY.

Pememe: Karo je rapakepuctuunu nonuaoMm Xp(A) marpuune P ronume-
anuje CTemeHa TPWU, OH MMa Oap jeaHy peajiHy HyJy, TO jeCT, COICTBEHY
Bpenuoct. OmnproBapajyhiu cOnCTBEeHM BEKTOD MPEACTABHA WHBAPUjAHTHY
tauxky. Marpura tpaschopmanuje npasux (P~1)T takobe uma Gap jemmy
peaJiHy COICTBEHY BPETHOCT KOjOj OAroBapa WMHBAPUjAHTHA IPaBa. ([

3anmarak 3.15 Onpenntu Oap jemnny roiumueanujy f, nonymeHe apurHe pa-
BHU, KojoM ce obnact U = {(z,y) |z > 0,y < 0,y—x+2 > 0} rpanchopmume
y obanact V = {(z,y) |y >z > 0}.

B/

A 7 \ c’
/\ A

Samarak 3.15
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YuyrcrBo: U3 mepcmnexkTtuBe TpOjeKTUBHE TeoMeTpuje, rpaHuine obe
obJylacTy Cy CTpaHWIE TPOTEMEHUMKA, Ia je, 3a IOYeTak, HEONXOTHO 1A
ce TpU IpaBe Koje orpaHudaBajy obnact U TpaHchopMuIly y mpaBe Koje
orpannuyaBajy V. To je ekBUBaJIe€HTHO ca TUM HOa Ce TeMEHa jeTHOT TPOTe-
MeHUKa TpaHCcHOpMUILy y TeMmeHa apyror. Jlajsjse, HeKa ce MPOU3BOJHHA

TAUKA D(fi, 75) obmnacru U, Tpancdopmuine y npousBomny tauky D’'(1,2)
obnactu V. Tana je konuueanuja f onpebena ca f: A, B,C, DAA', B',C’, D’.
IIpeocraje ma ce ma ce oapene MPOjEeKTUBHE KOOPIUHATE TEMEHA U 3aTUM
dbopMye TpaHchopMaILje. O

3anmarak 3.16 Onpenutu Gap jenny konureanujy f nonymeHe apuHe paBHU
KOja yHYTDPAIBbOCT KBaapaTa unja cy temena A(1l,1), B(-1,1),C(-1,—1) n
D(1,-1) mpesomu y obnact V = {(x,y)|z >0,y >0, 3z +y—3 > 0}.

3anmarak 3.17 KoopamHaTHO onmmucaTy CBe KOJUHEAINje KOjeé OCTaBJbA]y WH-
BapujanTauM natu tporemernurk ABC. Ila snu je rpyma TUX KOJIVHeAI)a
komyTaruBHa? JluckyroBaTtu OpOj MHBAPUjAHTHWX TavyakKa U IPABUX 34
CBaKy O HUX.

3anarak 3.18 JlokasaTu na je rpymna KOJIWHEANUja IPOJEKTUBHE PABHU KO
KOjUX je ImarTa IpaBa MHBapWjaHTHA M30MOP(OHA I'pyny apUHUX TPaHCHOP-
Maluja paBHU.

Pememe: Heka je koopauHATHM CUCTEM TaKaB a WHBAPUjaHTHA IpaBa
nma jenHauuny b : xz3 = 0, TO ject, meHa camka je ncra npasa zh = 0.
YBpmraBameM opMyia TpaHCPOpMAIUje y Ty jeIHAUNHY nOOujaMo Ia je

0= xé = p312T1 + P32 + p3zxr3 wucrta npaBa kao 0= x3.

3aro je
P31 = 0 =p32, p33 # 0.

Ilakne, TpaykeHe KOJWHeAIUje Cy O0ImKa
a1 a2 U1

Pav=| a1 a2 v |, (3.3)
0 0 1

rJe CMO O3HAUMIU P;; = Gij, 1,J < 2, p13 = V1, P23 = U2, U uzabpayu p3z = 1.
Osmaumvo ca (A,v) adpury tparchopmammjy X — AX +v, X € R?, ca



Tpancpopmanuje IpojeKTUBHE pABHU 37

marpunoM A = (a;;) u BekTopoMm Tpaucianuje v = (vq,v2)T. Jupexrro ce
IpOBEpaBa A& je NPeCIUKABALE

(Aa V) = PA,v

n3oMopdu3aM rpymne apuHUX TpaHCHOpMAIUja PABHU U OBe MOATPYIIE IPO-
JEKTUBHUX KOJWHEAIN]a. 0

Hanomena 3.3 Ako je y mpomupeHoj auHO] PABHU NPU HEKO] MPOjEK-
THUBHO] TpaHChopManmju ODECKOHAUYHO Hajeka mpaBa Tz = () MHBapujaHTHA,
Taga je OoHa, HA OCHOBY 3amarka 3.18, mara marpunom (3.3). Y adunum
KOOpAMHATaMa 3aIMCyjeMo je popMyIama

!
r = anx+ay+ v,

Y = anz+any+ v,

u 30BeMO aduHOM TpaHCchopmanujoM. AduruM Tpanchopmanujama hemo
ce mocebHO Gasuru y okBupy l'mase 5 (Bumerm Iepuuumumjy 5.1). Ia
je cBaka mpojexTMBHA TpaHCHOpPMALM]a PABHM aQuUHA Y HEKUM (IIOTOIHO
onabpaHuM) XOMOIEHUM KOODAMHATAMa ciequ u3 3axaTtka 3.14.

Hepunumnuja 3.4 Oca xosmmHearyije je mpaBa § Yhja je CBaKa TAUKA WH-
BapujauTHa. lleHTap KOJMHeamuje je Tauka S, TakBa Ja je CBaka IpaBa
KOja je canp:Ku MHBapujaHTHa. Konuneanujy koja mma ocy (a 3aTo u neH-
Tap — Buau 3aznarak 3.19) 30BemMo xomodsoruja. Xomosoruja je mapaGo-
JIMYKA aKO IeHTAp KOJIMHealuje MpUMana OCU, OJHOCHO XUIIEPOOIMUKA
aKO IeHTap KOJWHealrje He MPUIala OCH.

3anmarak 3.19 JlokaszaTty na KOJUHEAIWja WMa OCY aKO WM CaMO aKO HMa
IeHTap.

YuyrcrBo: Heka je tpamchopmanmja mata ca AX' = AX. Ako je Taura S
IeHTap Te TpaHchopMmalnuje, jeJHOCTABHO je IOKAa3aT! 14 je IpaBa IpecTa-
Bimena BekropoM (A~1)TS oca Tpamchpopmamnuje (oBo je mMoTmBHCaHO 3a-
nmatroM 3.12). O6paTHO, TPUMETUMO A& Cy TOjMOBM OCE U MEHTPA IyaJIHMU.
3aTo je oBaj cMep MOCJequna JOKa3aHOr CMepa. (]

3anmarak 3.20 Pasmarpa ce rpanchopmanuja n3 3anarka 3.11.
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a) Horazaty na je oHa XunepbOJMUKA XOMOJIOTHja U OJIPEIUTU
joj ocy u meHTap.

6) Ompemutu Gap jemaH HOBM XOMOTEHM KOODAMHATHU CHCTEM Y
KOMe je oca OeCKOHAUYHO NajieKa NMpaBa W a(UHU 3aluc TPaHCHOp-
Malje y TOM KOOPAUHATHOM CUCTEMY.

Pememe: a) Marpuma KoJuHealje U HeH KAPAKTEPUCTUYHU MOJIUHOM CY
01 1
P=|10 1], x»(M)=2-MON+1D~%
1 10

ComcrBenoj BpenHocTu A; = 2 onrosapa mHBapujanTHa Tauka S(1:1:1),
IOK ABOCTPYKOj COICTBEHO] BPETHOCTU Ay = A3 = —1 OoAromapajy MHBapu-
jaHTHE Tauke 06mMKa (—Ta—T3 : Tg : T3), TO jecT, cBe Tauke npase s[1: 1 : 1],
omaKJe ciIemu Ia je KoJduHealuja xomosoruja (umja je oca mpasa s). Jen-
HOCTABHO Ce IPOBepaBa Ha Basku S ¢ § U Ha je CBaka IpaBa KOja CALDIKUA
Tayky S MHBapuUjaHTHA (CALDPKU JBE MHBAPUjaHTHE Tadyke: S U CBOj IPECEK
ca §), ma je XOMOJIOTHja XUIEePOOINIKA.

6) Y crnanmy ca 3agarkoMm 2.17, moTpebHO je OOpeauTU XOMOTEHU KO-
OPJVHATHU CUCTEM y KOM je mpaBa s marta ca rz = 0. AKO IBe IpOu3BOJLHE
rauke npase s, A(1:0:—1), u B(1: —1:0) onaBepemo 3a upse ase Gasue
Tayke HOBOI' KOODAWHATHOI cucTeMa (TO jecT, Aa UM HOBE KOOpAuHATE Oy Iy
A(1:0:0), onrocro B(0:1:0)) onna he ome moctatu GeCKOHAUHO HAJEKe,
a caMMM TUM W TpaBa Koja ux canp:ku. Jlakge, MaTpuna mpesacka ca
crtape Oa3e Ha HOBY je

1 11
T= 0 -1 1 |,
-1 0 1

rme ce y IpBUM JBEMAa KOJOHAMa HAJIa3€e cTape Koopauuate tadaka A u B,
nok je tpeha kosona npownssosmua y3 ycioB det(T) # 0 (umak, oBme cMo
m3abpamu S(1:1:1) kao Tpehy KOIOHY KakO OM y HOBUM KOODAMHATAMA
S(0:0:1) 6uo HOBM KOOpIUHATHM mouerak). Marpuna kKonuHeamuje y
HOBOj 6asu je T™!PT, a xako ce HOBa 0a3a cacToju On MOOMjEHUX COTI-
cTBenux Bekropa, To je T !PT = diag(—1,—1,2). IIpenackom ma (HOBE)
a(uHe KOOpAMHATE TOOKjaMO
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1
/
Yy =-3Y9
2
Ilakie, y HOBUM KOOpAMHATaMa, TpaHchopManuja je aduHa, NpenusHuje,
XOMOTETHja Ca IMEHTPOM y KOODAUMHATHOM IOYETKY. (]

Hanomena 3.4 [Ipumerumo ma je mMaTpuiia KOJUHEAIMj€ ¥ HOBUM KOOD AU-
HaTaMa OWjaroHAJIHA MATPUIA Ca COICTBEHUM BpenHocTtmuMma marpuie P Ha
TJIaBHO] AWjaroHaJM. TakaB KOOPAWHATHU CUCTEM C€ MOKE ONPEIUTU, aKO
ce MPeTXOMHO MOoOMjy TPU HEKOJUHEeapHE WHBAPUjAHTHE TAUKe.

3amarak 3.21 Oxppenutu MHBapWjaHTHE TAYKE U WHBAPUjAHTHE IPABE KO-
JINHEAINje

Ay = x — 3zy + das,
ey = 4z — Tra + 8us,
Az = 6xp — Try + Tas.

OnpenuTu 3aTUM HEKU MPOjEeKTUBHU KOOPAVHATHU CUCTEM Y UUjUM je apu-
HUM KOOpAMHAaTaMa IJaTa TpaHchopmanuja aduHa.

3anmarak 3.22 [lapaGosuuka xoMOJIOTHja IpomupeHe aduHe PABHU KOjO]
je oca OeCKOHAYHO maJjieka mpaBa je TpaHnciaamnuja. lokasaTu.

Pememe: Hexka je A’ cauka tauke A mpu 0BOj xoMmojgoruju. Tume je oBa
xomousoruja onpebena. lorakyMo ma je OHA TpaHCIAUM]A TAA’/ 33 BEKTOD
AA’. Taura S,, = AA’ x s je nearap xomosoruje. Heka je B’ ciuka Heke
rauke B. Tana sasku AA'x BB’ = Sy € s (jep je Soo nenrap) u ABx A'B’ €
s (jep je Tauka AB X s mmBapujantHa). Ommocuo, Bakm AA’ | BB’ un
AB || A'B’, na je uerBopoyrao ABB’A’ mapanenorpam. Ilakue, Baxku
BB’ = AA’ 3a npousBo/Hy Tauky B, IIa je oBa XOMOJIOTMja TPaHCJIAIM]a
TAA'- O

3anarak 3.23 /lara je xumepboamuka XOMOJIOTHja NpOIMUPEHe aduHe
paBHU ca IMEeHTPOM .S 1 0COM S KOja je 6eckoHAUHO naJieka npasa. JlokaszaTu

. . o . A1

Ia je OHa XOMOTeTHja 4YHWju je HEeHTap Tadka S, a Koe(UIujeHT N, TEe
3

je A1 mBOCTpyKa, a A3 jeOHOCTPYKa COICTBEHA BPETHOCT MAaTPHUIE TE€ XO-

MOJIOTH]j€E.

3anmarak 3.24 Jloka3zaTu ma IOBE PA3JIAYATE XOMOJIOTHjE Ca 3ajeTHUYKOM
0COM KOMYTHUPAajy akKo U CaMO akKo Cy 0be mapaboiaumyke.
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YuyrcrBo: Axo cy ob6e xomosoruje napaboiuuke uzabpaTtu GECKOHAYHO
[aJiery 3a 3ajeqHUYKY OCy s TuX xomousoruja. Tama cy, Ha OCHOBY 3amaTka
3.22, Te XOMoOJIOTHje TpaHCJIanuje, ma KOMyTUpPajy.

O6patHo, Heka cy S; um Sy nenTpu xomoisoruja f; u fo u Hera Oap
jemHa onm tauaka Si,Se He mpumazna npaBoj s. JlokazaTy ma, penmMmo, BayKu

f1o f2(S1) # fao f1(S1). O

3anmarak 3.25 Kopucrehu 3anarake 3.22 u 3.23, ogpenutu $popMmyie Xo-
MOJIOTHje mpomupeHe aduHe paBHU ca ocoM 3 = 0 kKoja

a) uma unerrap S(1: 2 :0) u rpanchopmume taurky A(0,0) y tauky
A'(2,4);

6) nvma uenrtap S(1,1) m tpanchpopmume rtauky A(2,0) y Tauxy
A'(-1,3).

3anmarak 3.26 Y a¢uHO] paBHM maTe cy mpaBe a 1y =z —2,b:y =z u
c:y=ux+1. Y xOMOreHMM KOOpAMHATAMA OIPEINTU jeIHAUMHY mpase d,
rakBe na Ba:xku H(a,b;c,d). Oppenuru 3aTvM XOMOJIOTHjy YUjU je LEHTAD
TayKa IPeceKa NaTUX IPaBUX, 0ca ODECKOHAYHO JAJIeKa IIPaBa U KOja IPaBy
p:x =1 Tparcdopmumie y npasy p:z = 0.

3anmarak 3.27 Heka cy matu mentap S u oca § IpOU3BOJbHE XUIEPOOIUYKE
xomousoruje f u meka je M' = f(M), My = SM x s. Ilokazatu ma mBO-

pasmepa (S, Mg; M, M') me 3aBucu on uzbopa tause M.

Pememe:

SanmaTak 3.23
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Heka je N mpowmssomua Tauka pazmmumrta on M, N' = f(N) u N; =
SN xs. Axo je X = M N x s, npuMeTuMo ma Tama Mopa Baxkutu N’ € M'X.
Cnemn, (S,Mg;M,M') = (XS, XMy XM, XM')=(S,Ns; N,N'). O

Hanmomena 3.5 3a xoMoJ0rujy u3 mpeTxoqHor 3aaaTKa KaKeMo [a je Xap-
MOHUjCKa ykKoauko Basku H(S, Mg; M, M').

3amarak 3.28 JlokaszaTu na je CBaka XapMOHUjCKa Xxomoioruja f mpo-
jekTuBHE paBHEM mHBOJyIMja. OOpaTHO, CBaka MHBOJYNUja MTPOjEKTUBHE
PAaBHU je XapMOHUjCKa XOMOJOTH]A.

Pememe: Kopucrehu mcre o3nake Kao y OpeTxomHOM 3aIaTKy HOOUjaMoO

H(S, Myg; M, M') < H(f(S), f(Ms); f(M), f(M")) & H(S, Mg; M', M").

Omasne ciemu M"” = M, ma je [ unsomynuja.

O6parno, meka je f uaBoaynuja u mera je M’ = f(M) u N' = f(N)
(taure M, M’, N, N’ ce manaze y ommrem monoskajy). Tama je tauka S =
MM’ x NN' unsapujantaa, a takobe u tauke X = MN x M'N' u Y =
MN’ x M'N. 3ato je u npaBa s = XY wunBapujanTHa. Kako je u mpasa
MM’ wuBapujanTHa, uaBapujanTHa je u tauka My, = MM’ x s npase s,
pazmuunrta onx tadaka X m Y. Kako cy Tpm pasiumuure Tauke mpase s
VHBADUjaHTHE, TO je MpaBa § 0Ca MPeCciInKaBama f a Tadka S HmeH NEeHTap.
Ia saswu H(S, Ms; M, M’), To ject, mna je oBa XxumepBOIUKa XOMOJIOTHUja U
XapMOHUjCKa CJIeqU U3 eraucTeHnuje yeTBopoTeMennka X NY N'. (I

3amarak 3.29 JlokazaTu na je KOMIO3UIMja TPU XaPMOHUjCKE XOMOJIOTje
YKju Cy HEHTPU TEMeHa JATOT TPOTEMEHUKA, & OCe HUMa CYIPOTHE CTpa-
HUIlE UOCHTUYKA TPAHCHOPMAIH]a.

3amarak 3.30 Tauke A, B,C' u D npojeKkTuBHE PaBHU, O KOjUX HUKOje TPU
HUCY KOJIMHeapHe, TpanchopMumry ce penoMm y tauke B, A, D u C upu HeKoj
ronuueanuju f. Iokaszatu na je f mHBOIyUUjA.

YuyrcrBo: Bumu pememe 3amaraka 3.28. O

3amarak 3.31 Oxppenutu TpojeKTMBHY TpaHChopMarnujy paBau « : z = ()
Yy TPOIMMEH3MOHOM a(UHOM IPOCTOPY KOja IPEACTABHhA KOMIIO3UIN]Y MIPO-
jeruuje paBuu a u3 rauke S1(0,0, —1) Ha pasan 3 : z+y+2z = 1 u upojexnuje
pasuu (3 u3 Tauke S3(6, —3,2) Haszan Ha paBan «. Jlokasatu na je Ta TpaHc-
¢opmanuja mapadoJIyKa XOMOJIOTH]a.
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3.2.2 Kopeaanuje

Iepmaunuja 3.5 Kopenamuja je mpeciukaBame Tayaka HA IPaBe WU
paBUX HA TAayKe MPOjEKTUBHE PABHU OOJIMKA

AU =PX, ommocuo AX =PU,

npu uemy je P = (p;;) memeremepmcama Marpura kopenamuje, A # 0,
a U u X BekTopu mpencraBuuiiu npase U, omHocHO Tauke X y HEKOM
KOOPAWHATHOM CHCTeMy. Kopenaiujy Ha3uBaMO IOJAPUTET aKO je Ma-
tpuna P cumerpuuna. Axko cy X um U omrosapajyha Tauka u mpasa mnpu

nonapurery Tana je X moJu upase U, a U momapa rtaure X. Ilumemo
X =pol(U),U = pol(X).

3amarak 3.32 Jloka3aTu oa BazKuU:

a) ropenamuja je onpebena ca uverupu Tauke OX KOJjUX HUKOje TpU
HUCY KOJUHEeApHE WU YeTUPU IpaBe OJ KOjUX HUKOje TPU HUCY
KOHKY PEHTHE;

6) KOpesanujoM ce KOJIMHEeapHE TauKe NPECIUKABA]y y KOHKYDEHTHE
mpaBe u 0OpaATHO;

6) Kopejauuja dyBa JBOPA3MEpYy.

3anarak 3.33 OapenuTu Kopesalujy IPOjeKTUBHE paBHU Koja Tauke Ap (1 :
0:0),A42(0:1:0),A3(0:0:1) mw B(1 :1:1) npeciukasa penoM y mpase
a1[1:0:1],a2[0:1:=3],a3[0:1:5] m b[1:1:2].

3anarak 3.34 Ilara je kopenamuja AU = PX rtauaka Ha npasge.

a) Ilokazatu ma je maxoH mpomere Koopmuaata AX = TX' marpuna
ropenamuje P’ = TTPT.

6) Ilokazatu ma je meduHUNHU]a IMOJIAPUTETa MeOMETpHUjcKa (TO ject,
He 3aBucu onx u3dbopa Koopm/IHaTa).

Pememe: a) Heka je y HOBuM kKOOpauHaTama kKopesaanuja gara ca AU’ =
P'X’, to ject, meka je P’ marpuma kKopenamuje y HOBOM KOODPIUMHATHOM
cucTeMy. 3aMeHOM Be3a

T

X =TX', \U=(TH U
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CTapuxX ¥ HOBUX KOODAMHATA Tavaka W npaBux (Bumu 3anarak 3.12) y
ropeaamujy AU = PX mgobujamMo mMaTpuily KopeJsaluje y HOBUM KOODIU-
marama P’ = TTPT.
6) Tpeba mokaszatu ma je y CBUM KOODAMHATAMA MATPUIA MOJAPUTETA
cumerpuuna. Ilomro je P cumerpmuna marpuna, To ject, PT = P, pasn
pP7T = (T7PT)T = TTprTr? — P,

na je Marpuna P’ Kopesjanuje cuMeTpUdYHA M y Ma KOJUM JIPYTUM KOOPIU-
HaTaMa. ]

3amarak 3.35 llokaszaTu na je cBaka KopeJsanudja IpU KOjOj Ce TeMeHa
HEKOT TPOTEMEHUKA IPECIUKABA]Y y HBUMa CYIPOTHE CTPAHUIE HOIAPUTET.

Pememe: Hexra je (x1 : 2 : £3) IPOjJEKTUBHU KOODAVHATHA CUCTEM, TAKAB
Ia y BeMy TeMeHa NATOr TpoTeMeHuka umajy xkoopaunare A(1:0:0), B(0:
1:0) u C(0:0:1). Taga ce ona npeciurasajy penom y upase BC[1:0:
0], AC[0 : 1:0] u ABJ0 : 0 : 1], omakse mobmjamMo ONMITU OBJIMK MATPUIE
KOopeJianuje

pu 0 0
P= 0 poo 0 |, pi1,p22,p33 € R\{0}.
0 0 pss
Marpuria je cuMeTpuyHa a je KopeJsalrja MOJaPUTET. (Il

Hamomena 3.6 TporemMeHMK M3 IPETXOAHOr 3axaTka (Hakie, OHAj dYuja
ce TeMEeHa MPU HEKOM IMOJAPUTETY MPECINKABAjY Y HBUMA, CYMPOTHE CTPa-
HUIIE) 30BEMO ayTOIIOJAPHUM Npu AaToM mnojapurery. CBaku mosapurer
je jemmHcTBeHO ompebheH ako je 3amaT ayTONOJAPHU TPOTEMEHUK U CJIUKA
jenmHe TadvKe.

3amarak 3.36 llokaszatu ma je kopesamnuja f HOTapUTET aKO U CaMO aKoO
3a cBake nse tauke A u B (mpase a u b) Bakm:

Be f(A)= Ae f(B), (a3 f(b)=0>3 f(a)).
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f(®) f(a)

a

Samarak 3.36 S3amaTak 3.38

Jepuuumnuja 3.6 3a rauke A u B (upase a u b) Koje 3a10B0OJbaBA]Y YCIOBE
IPEeTXOAHOT 3a0aTKa KayKeMO Ia cy KOHjyroBaue npu nojapurery f. Tauka
KOja MpuIiaza CBOjOj MOJapy je CAMOKOHjyroBaHA Tauka. /lyasiHo, mpaBy
KOja CaJapyKU CBOj IIOJI 30BEMO CAMOKOHjyroBaHa IIpaBa.

3anarak 3.37 Heka je f momapurer. Jlokasartu
a) f(A) x f(B) = f~'(AB);

6) CaMOKOHjyroBaHa NpaBa CAADPKUA TAYHO jeIHY CAMOKOH]YTOBaHY
TAUKY.

Pememe: a) Osnaunmvo C = f(A) X f(B). Ha ocHOBY IPeTXOIHOT 3a0aTKA,
mopa Baskut A € f(C)u B € f(C) ma je f(C) = AB, 1o ject, C = f~Y(AB).
6) Heka je A camoromjyrosana tauka u a = f(A) mena monapa. Ilo
nepuHUIM]U je a caMOKOHjyroBana mnpaBa u A € a. IIpermocraBumo na
IOCTOjU CAMOKOHjyroBaHa Tauka B € a pasznmuuura on tauke A. [Tomro je
nosaputer Oujernuja 3a meHy cauky b = f(B),B € b, Basxku a # b, na je

B=axb=f(A)x f(B) = f(AB) = J"\(a) = A,

O

3anarak 3.38 JlokasarTu na jenHa mpaBa MPOjEeKTUBHE DaBHU HE MOYKE Ca-
OpKaTy BUIIE OX IBE CAMOKOHjYTOBAHE Tauyke MPU HEKOM MOJapPUTETY.

Pemen,e: Hera cy tauke A u B camokoHjyroeaune, npu moJsgapurery [ u
Heka ce tauka C HaMa3uW y Mpeceky BUXOBUX mosapa. Tanma tauke A, B u
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C Hucy KoJMHEApDHE, TO JeCT, HaJla3e Ce y OINIITEM IOJIOKA]Y, Ma CE MOKE
onabparu KOOPAVHATHU CUCTEM (X7 : T3 : T3) Y KOME OHE MMA]y KOODANHATE
A(1:0:0),B(0:1:0) u C(0:0:1). Cnura Tauke A je mpasa AC[0:1:0],
a ciauka tauke B mpasa BC[l : 0 : 0], mok ce Ha ocHOBY 3aznatka 3.37,
rauka C npecaurasa y AB[0 : 0 : 1]. Kopucrehu to, mobujamo marpuiy
PECIUKABAA:

0 pi2 0 01 0
P=|po 0 0]~[100], p=08_+o
0 0 ps3 0 0 p P12

Heka je X rtauka mpaBe AB pasiauuuta on A m B u mpermocraBuMO Oa
je m oHa caMOKoHjyroBana. OuurienHo Ia HmEeHe KOODAUWHATE MOpajy OuTu
obmura (x1 : x3 : 0), noe cy x1 u Ty OpojeBu pasauuutu Ox Hysde. Ha
ocHoBy 3agnarka 3.37, oHa ce Mopa npecaukaru y upaBy XC[—xzg : x1 : 0].
Onarie cnenn

—>\£L'2 = I3,
Ary = 11,
mro Huje moryhe. Komrpamukmuja! O
3amarak 3.39 Ilar je mosmapuret f:
Ay = 2,
Auby, = 3z,
Aufy = —  bas.

Onpenutu cBe CAaMOKOH]yrOBaHE TadkKe MPU moJgapureTy f KOje mpumanajy
upaBoj p: x1 + x2 — 2x3 = 0.

Pememe: Cpaka Tauka kKoja npumnana upasoj p je obmura M(zy : xg :

T1 + X2 .
——"%), IOK je meHa CJAUKa MPU JATOM HOJApUTETy obauka m : 2z11) +

)
3wz — w‘rg = 0. Hasme, uz ycaoBa M € m mobujamo jemHaunHy
5 2
2x%+3m§— M = 0, KOjy 3aq0BOJLABAjY KOODANHATE CBUX TPaKCHUX
rayaka. Ibena pemema cy A(1:1:1) u B(7:3:5). O

3anarak 3.40 (IITamoBa Teopema) Ako ce npu nosapurery f TeMeHA TPO-
temenuka ABC npeciukasajy y crparune B'C’,C'A’ u A’B’ tporeMmenuka
A’'B'C’" pasznuunror on ABC, onna cy npase AA’, BB’ u CC’ koHKypeHTHE.
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YuyrcrBo: AKO TeMeHa OPBOr TpOTeMeHWKa umajy koopausare A(1l: 0 :
0),B(0:1:0)uC(0:0:1), onga Opu TOJAPUTETY uUMja j& MaTpUIA
P = (p;;) muxose cauke uMajy roopaunare B'C'[p11 : p12 @ pi3], A'C'[p12 :
Pog : pa3] m A'B’[p13 : pas : p33]. Ocraje ma ce nponaby muxose mpeceune
Tauyke U MOKaske KOHKYPEHTHOCT oaroBapajyhux mpabux. O

3.3 Kpuse mpyror pena

3anmarak 3.41 OappenuTy jefHAUMHY KPUBE IPYTOT pela Koja Caap:KU TAUKe
A(0:0:1),B(0:1:1),C(1:0:1),D(2:=5:1)mu E(=5:2:1).

YuyrcrBo: Y crknany ca Ilepurunujom 1.8, ommra jenHaumHa KPUBE IPY-
ror pena maTa je ca

gNTT + gaows + 93323 + 20120189 + 20137123 + 2gastars = 0. (3.4)

Kana ce mare Tauke yBpCTe y ropmy jenHaudwmHy nobuja ce cucTeM O 5
jemHauynHa ca 6 HEMO3HATUX, a KaO PeEIeHe 596% + Sx% + 16x1220 — Sx123 —
5%‘2.%3 =0. O

3anmarak 3.42 OppenuTy jeqHadyumHy ¢GaMuinje KPpUBUX APYTOT pena Koje
canpsKe TeMeHa IMOTIIYHOI YeTBOPOTEMEHMKA aKO Cy HEeroBe IUjaroHAaJIHe
Tavke y3ere 3a Oasue.

Pememe: Ako 3a jeauHnUYHy Tauyky 0nabepeMo jeHO Ol TEeMEHA YeTBOPOTe-
MEHVKa OHZIA H-eroBa TeMeHa (Bumu 3amatak 3.9) mmajy roopamuare (—1 :
1:1),1:-1:1),(1:1:-1)m (1:1:1). Bamenom y jenuaumny (3.4)
mobujamo g;; = 0,7 # j 1 gi1 + g2 + g33 = 0. Crora je jenHaumna TpaskeHe
damMunzje

91177 + 92275 — (911 + g22)23 = 0.

O

3anmarak 3.43 Ilare cy tauke A, B, C u D koje ce Hamaze y OIIITEM
monoxkajy. llokazaru ma je reomeTpumjcko mMecTo Tadaka M 3a Koje Baku
(MA,MB; MC,MD) = «, a € R gpuBa apyror pena. Ila au je 3a HeEry
BPEIHOCT ( Ta KPWBA JereHepucasa’?
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3amarak 3.44 Ilokasaru ma ce mpu mpoMeru koopmmuaTa AX = TX' ma-
rpuna G xpuse gpyror pena mema v G/ = TTGT.

Pememe: Jemnaunuy (3.4) kpuBe APYror pena MOKEMO 3AlUCATH Yy
00IuKy

0=X"TGX = (TX)TG(TX') = X" (TTGT)X' = X" G'X/,

omakie ciaemnu TBpbheme. O

Banartak 3.45 Kpusy npyror pena % + 3 + 423 + 22120 + 42123 + 42203 = 0
CBECTU HA KAHOHCKUA OOJIVK, ONPEAUTU [ITa OHA MPEINCTAB/HA U HAIUCATHA
hopMyile TpaHCchopManuje KOOPAUHATA.

Pememe: Matpuna kpuse je

G =

DO = =
DO = =
=N DN

Hoene concrBene Bpennoctu cy
)\1 :>\2 :0,)\3 :6,

a omroBapajyhu comcrBenu Bexropu penom (—2,0,1),(—1,1,0),(1,1,2).

Hopmupanu comcrBeHr BekTOpu UmHe KoJOHe Marpure T npenacka ca

rkoopauHara X (x1 : 3 : x3) Ha KoopmuHare X'(xf : xzh : %), To jecr,

AX = TX'. Haxe,

2 11
ARV
r—| o L L
pVE NS
NV

Marpuna T je (y ommrem ciydajy) OPTOrOHAJHA, TO jeCT, UMa OCOOUHY
TT = T~!. 3aTo je y HOBUM KOoOpAMHATAMA MATPUIA KpUBe (BUIU 3aTaTak
3.44):

G' =TTGT = T 'GT = diag(6,0,0),

a jeHAYVHA KPUBE
,2
6.'1:1 = 0,
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ITO je eKBUBAJEHTHO Ca
12
= 0.

IMocnenma jenHaumnua IpeacTaBba KAHOHCKA 0bauk kpuse (Buau Teopemy
1.5) m3 xor 3akmyuyjeMo ma je y muramy mnpasa. Tpanchopmaruje KOOp-
muHATa nare cy marpunom T. O

Hamnomena 3.7 Kpua u3 npeTx0omHOT 3a0aTKA MOKE CE€ je THOCTABHU]E CBE-
CTU Ha KaHOHCKM obusmk. IIpumermmo na je

0=ua?+22+ 4x§ + 2219 + a1 23 + 4wy = (T1 + 20 + 223)°.

3aro Tparchopmanujom obamKa A\T) = 1 + T9 + 273 KpuBa mocTtaje Ty

0. Ocrane ¢opmysne TpaHcHOpMANUje Cy NPOU3BOJLHE, DEIUMO AL, =
To, ATh = x3.

Hamomena 3.8 Y ommreM ciaydajy ce HAaKOH TPaHCPOPMAIMje KOODINHATA
AX = TX' nobuja marpuna kpuse G’ = diag(\1, A2, \3), Tae cy A, i =
1,2,3, concrene Bpennoctu Marpune G. 3aTo je, HAKOH Te TpaHCPOpMa-
muje, kpuBa obmmka A1 x + Aox% + A3 = 0, ma je moTpeGHO M3BPIUATH
jour u Tpancdopmarmjy koopmumata Azl = \/|\|zl,i = 1,2,3, kako 6u ce
noOMO KAHOHCKU OOJIVK.

3anarak 3.46 Crnenehe xpuBe Opyror pena CBECTH HA KAHOHCKU OODJIUK:
a) x1x2 + 123 + T223 = 0;
6) x? + 2% + 4x? + 27129 + 4173 + 42073 = 0.

3anmarak 3.47 OapenuTty ommTy OOJIUK KPUBUX APYTOT pela MHBAPU)jaHT-
HUX IIPU XaPMOHU]CKO] XOMOJIOTHjU

!/
Az, =— 71,
Az, Za,
Arhy = x3.
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3.3.1 Ilou u moJsapa

Jepunurnuja 3.7 Ilomapa rauke X y oIHOCY Ha HeNereHEPUCAHY KPUBY
npyror pena I' uuja je marpuna G = (g;;) je npasa U, TakBa Ia Baxu

AU = GX. (3.5)
Tauky X mazusamo moui upase U (y omHocy Ha kpusBy I).

Hamomena 3.9 3anamm 3.44 u 3.34 6) objammaBajy reoMeTpUjcKy Cy-
IMTUHY ToJapuTeTa. Hawme, CBAKM HMOJAPUTET je 3aJaT HeAereHepUCAHOM
KPUBOM JPYTOT pena.

3amarak 3.48 JlokaszaTu na je HemereHepucaHa KPUBA APYTOr pena CKyI
CAMOHKOH]YI'OBAHUX TadaKa y IOJapPUTETy KOjU OHA ne(UHUIIE.

Pememe: Heka je G marpuna kpuBe m X mpom3BOJbHA Tadka. llogapa
Tauke X je mpaBa umju je Bektop GX. Tauka X je caMOKOHjyroBamHa, ako
npunana cBojoj moiapu, To ject, ako Bawm 0 = XT(GX) = XTGX, To
ject, ako X mpumnazna KpPUBOj. O

Hamomena 3.10 Cana je jacHo ma 3amgarak 3.38 TBpAU & HEAETE€HEPUCAHA
KpWBa APYTrOr pela W mpaBa mMajy CcaMoO ABE IPECeUHe TauKe.

Sanmarak 3.49

3amarak 3.49 Ha ocmoBy mperxommor u 3anmartka 3.37, mokasaTu na 3a
HEeNEereHePUCaHy KPUBY APYTOT PEAa BayKU:

@) aKo je Tauka M3BaH KpUBe APYrOr pelna, mosaapa rtauke A je mpasa
a onpebena momupHUM Taukama TaHreHTH U3 A Ha KpuUBY;
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6) ako Tauka A mpunaia KPUBOj, H-€HA IOJIApa je TAHreTa KPUBE y
Tauku A;

6) ako je rauka A yHyTap KpuBe, H:¢Ha mosapa je onpebhena momosuma
Ma KOjUX IBejy IpaBUX KOje je caapike.

3anarak 3.50 Ilara je xpusa apyror pema I : 223 + 23 — 223 — 6x120 +
4dxoxs = 0. Y omHOCy HA BY OIpPEAUTH

a) nosapy rauke A(1:0:1);

6) mox npase ¢ : x3 = 0.

Pememe: a) Osnaunmo ca G MaTpuny mate kpuse. BekTop mosnape tauke
Aje GA(2,-1,-2), na je pol(A) =[2: —1:-2].

6) Osmauumo ca U0 : 0 : 1] momapy ¢, a ca X rTpaxkenu moua. U3
AU = GX, cremn X = G™'U, ogakiae nobmjaMo KOODIUHATE TPAKEHOT
nosa X(6:4:7). O

3amarak 3.51 Axo Temena uersoporemenuka ABCD mpunanajy Hemerene-
pPUCaHO] KPUBOj APYrOr pela, OHAA MOJapa HEerose AujaroHatHe Tadke (y
OIHOCY HA Ty KPUBY) CAAP:KU NIPEOCTAJe ABE NUjarOHAJHE TAUKe.

YuyrcrBo: Tpu TemMeHa d4eTBOpOTEMEHUKA omadbpatu 3a 6a3He Tauke, a
4eTBpPTO 3a jeamuuuny. M3 ycimoBa ma oHa mpumanajy KpuBoj mobuja ce
HEH OOJIUK:

I'(g) : gr122 + z123 — (9 + 1)2225 = 0.

IIpeocraje ma ce ompeme KoopauHATE AUjaroHaJHUX Tavaka P,Q u R u
nokaxke na Baxku @, R € pol(P). O

3anarak 3.52 Illta mpencrasspa CKyI MOJIOBa JaTe MpaBe p y OTHOCY HA
KpUBE APYTOr pela ONUCAHE OKO JATOT UYETBOPOTEMEHUKA !

3anmarak 3.53 Ongpemury jenHaunse tanredTy u3 tauke A(3 1 —2 : 2) Ha
KPUBY 396% + x% — 5x§ + 22129 + 221203 — 493 = 0.

Yuyrcreo: Onpenutu mosnapy a tauke A. IIpeceune tauke (ako mocto-
je) Ty m Ty npaBe a U KpuBe APYTOl pelna Cy AOIAUPHE TAUKE TAHTEHTH.
Tpaskene Ttaureure cy 3atro ATy u ATs. O
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Samarark3.53 Sangarak 3.56

Iepuuumnuja 3.8 Tauke A u B Ha3suBaMO KOHjyrOBaHMM Yy ONHOCY Ha
kpuBy npyror pena ', ako Baxu H(A,B; M,N) rne cy M nu N (moryhe
roMmIutekcHu ) npecenu npase AB u kpuse I’ (Bumu 3anarak 3.56). Canuno,
[Be TpaBe Cy KOHjyrOBaHe y OMHOCY Ha KPWUBY Apyror pena I, ako
pecevHe TauKe MPOU3BOJLHE MPABE Ca HBUMa U KPUBOM UMHE XAPMOHU]CKY
YETBOPKY.

3anmarak 3.54 /loka3aTtu na je TeOMETPUjCKO MECTO TadaKa KOHjyTOBAHUX
Taugn A y OmHOCY Ha KpuBy apyror pena ' momapa tauke A y omHocy Ha

Ty KPHUBY.

Samarak 3.55 [lokazatu ma cy Ttauke A m B KOHjyroBaHe y OAHOCY HAa
KpuBy mpyror pexa [’ ako m caMO akKoO Cy OHE KOHjyrOBaHE y IOJAPUTETY
koju ona mepuuumte (y cmuciay Hamomene 3.6).

3amarak 3.56 Ha npasoj p : 221 —xo— 923 = 0 ogpenuTu Taury B KOHjyro-
Bamy Tauku A(—1:2: 1) y ommocy ma KpuBy mpyror pema I : a2 — 23 +
3x§ + 2x129 + 22123 — 62023 = 0.

YuyrcrBo: Tpakena Tadka ce HAJA3M y MPECEKY MPABE P U MOJApe TAUKe
Ay omuocy I'. Tlomapa rauke A ce jemuocrasuo ompebyje: pol(4) : xz; —
3z — 2x3 = 0, omakie nobujamo npeceuny rauky B(5:1:1). |

3amarak 3.57 Ilar je TpoTeMeHUK, HelIereHepUCaHA KPWBA APYTror pena
KOja Canp:Ku H-eroBa TeMeHa u nojapurer onpeben mowme. [lokazatu na
IIpaBa KOHjyTOBAaHA Ca jeJHOM CTPAaHOM TPOTEMEHUKA cede Apyre ABe CTPaHe
YV KOH]yTOBAHUM TAYKAMA.
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3.3.2 Kpuse npyror pena y apuHOj paBHU

3anmarak 3.58 Ompemutn jemmaummy kpyra z2 + y? = 1 npomupene apune
PaBHU y CUCTEMY KOODIMHATA yuje DasHe Tauke mMajy aduHe KOODAUMHATE
A1(1,0), A2(0,1), A3(—1,0), a Taura jemuaune B(0,—1). Kojy xpuBy apyror
pena OH MpencTaB/ba y HOBOM aUHOM CUCTEMY KOOpAMHATA?

Pememe: Hexka je (r1 : T2 : 3) IPOJEKTUBHM KOODIAUHATHU CUCTEM KOJU
oxrosapa apuauM koopauHatama (r,y), a (¢} : 24 : 2%) HOBM npojerTUBHN
KOOpJMHATHU cucTeM. Tama Cy KOOpAWHATE TaTUX Tadaka:

raure | (1 : g :x3) | (2] 12 xh)
Aq (1:0:1) (1:0:0)
Ay (0:1:1) (0:1:0)
As (=1:0:1) (0:0:1)
B (0:-1:1) (1:1:1)

Pemasamem cuctema A\X = TX', nobujamo Besy msmeby mux:

Ay = ) — x5,
/

Ary = — x5,

Ay =z — zf + b

IIpeocraje ma ce y jemHaummy Kpyra y CTapuUM XOMOI€HUM KOODIUHATAMA
22 + 23 — 22 = 0 3amene ropme dopuyre. Ilocre cpebusama mobuja ce

xywh — 22wl + xhal, =0, ommocmo apuno, zYy — 27 +y = 0. (3.6)

ITpumeTrumo na cy Tauke A; u A, Koje mpunanajy Kpyry y HOBOM CUCTEMY
KOOpauHAaTa 0ECKOHAUHO nasieke (Buau Ttabedy), ma crora jemnaduaa (3.6)
y apUHOM CHUCTeMy KOODAUHATA MPeaCTaBba XUIepOOoIy. O

3anarak 3.59 Oxapemuru jenHauuHy HeIereHepPUCAHE KPUBE IPYror pena
Koja momupyje xz—ocy y tauru (3,0), y—ocy y rauru (0,2) u momupyje
OECKOHAUHO MAJIEKY IpaBYy.

Pememe: PasmarpajMo cBe y mpOjEeKTUBHO] PABHU. T U y—OCa Cy IMOJApe
[ATUX Tadaka y OJHOCY Ha TPakeHy KpuBY koja je ompeberna ca XTGX =
0. U3 ¢popmyia monapHOr mpeciankaBama A00umjamMo
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0 g11 912
A 1 = gi2  g22
0 913 923
OHOCHO
1 g11 912
A2 0 = 912 g22
0 913 923

g13
923
g33

g13
923
g33

_ O W

=N O

rze je A1, A2 € R\{0}. Pemasamem ropmer cucreMa mOIa3UMO 00O OGIHKA

MaTpuUule KpuBe

Ao + 3911
g11 D)
A2 + 3911 9
G= 2
B 4911
9
—3g11 591

gi11

OIHOCHO, HeJbelmeM Ca T (Basku ¢g11 # 0, unave Ou KpuBa Guiia mereHe-

pucana, a Huje)

4 2(g+3)
G=| 2(9+3) 9
~12 ~18

—12
—18
36

Vickopuctumo yciaoB qoaupa ca GECKOHAUYHO HAJIEeKOM IPaBOM, TO jecCT,

Yy jeIHaKOCT

422 + 922 + 3623 + 4(g + 3)z122 — 242123 — 362923 = 0,

yBpcTtuMmo x3 = 0. lobujamo

422 + 922 + 4(g + 3)z122 = 0.

[MomenuMo TOPHY jeHAKOCT Ca T3 U 03HAUUMO 2 =

422 +4(g+3)2+9=0.

€1

T2
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300r ycioBa moaupa, OIUCKPUMUHAHTA OBE KBaJpaTHe jeTHAUYnHE MOpa
outu jemnaka mymau. To je tako 3a ¢ = 0 u ¢ = 6, HO TpPBU CJay4da] HUje
moryh (360r A2 = gg11 =0), ma je TpaskeHa KpuBa:

422 + 923 4 3622 — 121129 — 242103 — 362923 = 0.

O

3amarak 3.60 Y XxOMOreHUM KOOpAMHATAMa OJgpPeIUuTU GopMyJiie TpaHchop-
manuje f adune paBuu, kojampase a:x =0,b:y=0wuc:y = 1—z upeBoau
pemoMm y mpase b,c u a, a teskumre Tpoyriaa NABC uuje crpaHune mpu-
manajy oaTuM IpaBaMa y npecek npaBux p:r—y=0u q:x—y = 2. Koja
ce mpasa TpaHchopmuie y OeckoHauHO Aajeky?! Koja kprBa je ciuka
onmcanor Kpyra tpoyriaa AABC?

Pememe: Jennauune mpaBux p U ¢ y XOMOTEHUM KOODAMHATAMA CY T1 —
r9 = 0, omHOCHO T1 — T3 — 2x3 = 0, omakJile jeTHOCTABHO mOOMjaMo ma ce
y BUXOBOM mpeceky Hasasm tauka 17(1 : 1 : 0). Iame, npuMeruMo ma
ce TaykKa Koja Ce Hajlaze y MPECEeKy ABejy IPaBUX MOpa TPaHCHOPMUCATHI

y mpecek cauka Tux npasux. Kako je T(=, 5) 1 aKo O3HA4YMMoO b X ¢ =

A(1,0),axc= B(0,1) uax b= C(0,0), onna je Tpanchopmammja onpebhena
caf:A B,CTAB,C AT

Tl

T/
T /
C B @

r—y= r—y=2 c

Sanartak 3.60
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IIpemackoM HA XOMOTEHE KOODAMHATE, IIO3HATUM IOCTYIKOM, HOOKjaMo
MaTpHUIy TPaHC(OpMaIuje

1 1 -1
P=| -1 0 O
0 3 -1
Kako Bau AU = PTU’, mpaBy koja ce mpeciukaBa y GeCKOHAUHO

nasnery npaBy xz = 0 (to ject, [0:0:1]), onpebyjemo us

1 -1 0 0 0
1 0 3 0 ]= 3
-1 0 -1 1 -1

Haxme, npaBa 3zs —x3 = 0 ce TpaHchopMuIne y OECKOHAYHO AJIEKY PABY.
[Ipumerumo ma oHa camp:ku TeskumTe 1, Ma TUME cede ONUCAHU KPYT
tpoyrna AABC y nBema TaykaMa KOje HOCJe TpaHC(PopManuje IocTajy
OECKOHAUHO maJieKe MITO 3HAUM Aa je, apuHO MOCMaTpPAHO, CJIUKA KPYyra
xunepboia. O

3amarak 3.61 Ilate cy Tauke agune pasau: A(0,0), B(1,0),C(1,1) u D(0,1).

a) Y XOMOTEHMM KOOPAMHATAMA OAPEAUTH POpPMyIe TpaHchopManmje
f npu kojoj cy tauke A u C umHBapujaHnTHe, HOK ce Tauke B u D
TpaHCHOPMUILY PeIOM y DECKOHAYHO maJieke Tauke npasux AB u AD.

6) Ompemuru cauke yHyTpammoctu kBagpara ABCD, kao u Kpyra
k(C,CB) npu Tpanchopmanuju f. Koja je aduna jennaumna kpuse

f(k)?

Pememe: a) Beckonauno nasneke rauke npasux AB u AD umajy xomorene
roopauHare Xoo(1l : 0:0) u Yoo (0 : 1 : 0). IIpojerTuBHy TparnchopMalmjy
onpebyjemo ca deTupu mapa oAroBapajynmx Ttavaka:

Ay = 1
Az = T (3.7)
Azh =z + T2 — 3.

6) llpase AB, BC,CD u DA xoje orpanuyaBajy KBaapaT TpaHCHOpMany)ja
f mpeBomu penom y te ucre npaBe AXo, XooC,CYy u Yoo A KOje umne u
TpAHUIly CJIUKE KBaapaTa. HO, KakO OHe MPOjeKTUBHY paBaH nejie Ha 7



56 [IpojekTuBHA paBan

obnacty TO Tpeba OApPEIUTH Yy KOjy O HBUX Ce TPAaHCHOpMUCcaa yHyTpa-
IIEOCT KBaApaTa. 3a TO jé JOBOJLHO y3eTH OUIIO KOjy TauKy U3 yHyTpa-
IIFOCTU KBAAPATa M OAPEANTH TaUuKy y KOjy ce oHa TpaHchopmuire. Taxro
je, ma mpumep, f(M(3:2:6)) = M'(=3: —2:1), na je TpaskeHna obuact
OHa Koja camp:xu M.

Aduna jemmaumua kpyra je k: (z —1)2+ (y —1)2 =1, 1o jecr, 2% +y% —

2x — 2y = —1, omakie mobujaMo meH ODJUK y XOMOTEHUM KOOPIUHATAMA
2 2 2 _
x] + 5 + x5 — 2x123 — 2w9w3 = 0. (3.8)
Yoo
A \\\\
D C
A Mo B

Xoo

U3 dpopmyna (3.7) mobujamo 1 = x),x2 = xh,x3 = ) + x4 — a4, na
3aMeHOM y jenHaumny (3.8) m HakOH cpebuBama DOIA3UMO IO MPOjEKTUBHE

N

Sanarak 3.61

. . 1

jemmaunne ciuke kpyra k' : 2zirh = x4, To ject, adpuno z'y = 3 Haxuie,
y muTamy je xumepboia. YHYTPANIHOCT KPyra ce MPECaNKaBa y YHyTpa-
mHocT xunepbose (3aTo0 WTO je mojaM yHyTPAIIHOCTe KPUBE APYTOr pelaa
VHBApUjaHTAH y OAHOCY HA MPOjEKTUBHE TpaHchopManuje). O

3anmarak 3.62 Onpenutn Gap jenaHy HpOjeKTUBHY TpaHChOpMANUjy Koja
npeBoau
a) 2 —y?=1y y=a%
6) 22 +y*=1 y 22—-9y*=1;

e) ’+y?=1y y=a%
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2) 22 —y?=0 y 2?=1.

Ognpenutu 3aTrM HmeHe GopMyie y aUHUM KOODAWHATAMA.

Pememe: a) Xomorena jemmaunmna mate xumep6odse je x3 — (23 — 22) = 0,

a mapabomne 2 — zhrh = 0. Younmo ma Tparchopmarmja mata GpopmysamMa

Az = Xa,
Az, = 1 +  x3,
Aty = 1 — T3,

UCIyHaBa YCJIOB 3anarka. Iben aduru 00auK je

= Y
xz—1
, T+1
y = .
r—1
IIpeocranu cayuajeBu ce pemaBajy Ha CIWYAH HAYNH. O

Hanomena 3.11 Henocpenna nocisienuiia TpeTXOIHOT 3a0aTKA j€ Oa CE eJIU-
mca, napabosa u xunepbosia y IpOjeKTUBHO] PABHU HE PA3JUKYjy, KAO HU
map mapaJjiesIHUX IPaBUX U OBE IIpaBe KOje Ce CEKY.

3amarak 3.63 Y mpommpenoj a¢uHOj paBHE mara je mapabouaa y? = 4.
OnpemuTu meHy jeqHAUNHY Y HOBOM MPOjEKTUBHOM CHUCTEMY KOODAMHATA
unje cy Gasme taure A;(1,0), A3(—1,2) m As(—1,—2), a Taura jenuHuIEe
B(0,0).

3amarak 3.64 Iloxazatu ma je mos OECKOHAYHO Aajieke IpaBe Yy OJHOCY Ha
eNuICcy UM Xunepbosy meH HeHTap.

Pememe: Hexka mpom3BomHua mpaBa p cedue KpUBY APYTOT Pena y TadKaMma
M u N, a beckonauHo najiexy npasBy y Tauru P,,. Ha ocmoBy 3anaraka
3.54, monm OeckOHAUYHO majieKe MpaBe je Tauyka B, Koja 3am0BOJhaBa
H(B, Px;C,D). Kako je tauka B cpenmumre nysku M N, ona je meHrap
eJIiuIice, OMHOCHO xumepboJre. ([l

Hanomena 3.12 Ilapaboma moaupyje 6€CKOHAYHO MaJieKy MpaBy y OECKO-
HAYHO JAJIEKOj TAYyKW CBOje oce. Ty Tauky cMaTpaMo IeHTpOM mapaboue,
TaKO Ha TBpDheme BaKU U y OBOM CIIydYajy.
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3.4 llpumena Ha mpobJsieme apuHe paBHU

Samarak 3.65 Ilat je rpanes ABCD (AB || CD). Heka je P = AD x BC,
Q = BD x AC, u mexa cy tauke R u S pemom cpemumra ny:xu DC u AB.
Ilokaszaru:

a) Taure P,Q, R u S cy KoquHeapue;

6) Baxu H(P,Q; R, S).

Pememe: Heka je A’B'C’'D’ npou3sBosban KBaapaT AOMyH-eHE aQuHe paBHU
(rojoj mpunana u Tpamnes) u HeKa je f IPOJEeKTUBHO MPECIUKABARE T€ PABHU
ompebeno ca

f:A B C',D'AAB,C,D.
Osznauumo ca P/, Q', R’ u S’ penom beckoHauHO HaJjieKy Tauky npase A’ D’
npecek A'C’' x B'D' u cpequmra nyxu D'C' u A’B’. Oszpauumo ca K u K’
penoMm GeckoHauno maieke tauke npasux AB u A'B’. Tlomro je

K=ABxCD, K =AB xC'D,
Bazku f(K') = K. Ciuuno, Basku u f(P') = P u f(Q') = Q. Kako je
H(A,B; S, K), H(A, B S K,

3akmpydyjemo na axu f(S’) = S, HA OCHOBY je IMHCTBEHOCTHU YETBPTE Xap-
MOHM]CKM KOHjyrOBaHe Tauke U jep f uyBa XapMOHUjCKY KOHjyTrOBaHOCT.
Cnnuno, Basxn f(R') = R.

Hagne, f: P',Q',R',S"AP,Q,R,S. Kako cy Ttauxe P',Q',R' u S’ xo-
JVHEApHE U XapMOHU]CKM KOHjyTrOBaHE, TaKBe Cy U BuUxoBe ciaumke P,Q, R
u S, uume cy tBphema a) u 6) morasaHa. O

3anarak 3.66 Ilare cy kKOHKypeHTHe mpaBe a,b,c u d, TakBe na Baxku alb.
Iokazaru na je mpasa a cuMmerpasa yria £(b,c) ako U caMO aKO BaKU
H(a,b; e, d).

Pememe: IIpobmem pasmarpaMo y OPOMUPEHO] a(UHO] paBHU. Y CIOB
H(a,b;c,d) je ekBuUBaJeHTAH ca TUM Ia IPaBa p, IapajeiHa npaBoj b, ceue
npase a,b,c u d y xapMoHUjcku KoHjyrosauuMm taukama A, B,C u D.
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Kako ce mpaBe p u b ceky y ODECKOHAUYHO MAJEKOj TAYKMU MpaBe P, & TAYKA

A je cpemumre nysku CD, tepheme cienu ma ocuoBy 3amaTtka 2.7. O
d a c
A
j2
b
C /\ - B
3anarak 3.66 Samarak 3.67

3anarak 3.67 Jlokazatu na sucune AA’, BB’ u CC’' npousBomHOT HEmpa-
Boyruior tpoyria AABC nmonose yriose tpoyraa AA'B'C’.

Pememe: Hera je H opronentap tpoyraa AABC. Kako cy A", B’ u C’
IjarOHAJHE TAYKEe MOTIYyHOr dyeTBoporemennka ABCH, Baxn

(A'B,A'C"; A'A, A'B) = —1.

Bynyhwu ma Bamu A’ALA'B, ma ocmoBy 3amatka 3.66, ciemu {B'A’A =
LAA'C', To ject, AA’ je cumerpadia yraa kon temena A’ rpoyraa AA'B'C’.
Amanorso ce mokasyjy u mpeocTaiia mBa CIydaja. O

3amarak 3.68 Heka ce Tanrente kpyra ca moaupHuMm Taudrama P u @) cexky
y tauku A u mera je BC mpeunuk kpyra koju canp:xku taury A. Jlokaszatu
na tauke A u () XapMOHUjCKU pa3aBajajy map tadaka R, S y Kojuma mpasy
AQ cery mpase PB u PC. Illta ce MO:ke 3akbyUUTH Yy CIYYAjy Kama je
jemua onm tavaka R, S GeckoHauno majexa?

Pememe: Kakro saszku PSLPR (yrao man npeunnkom) u £QPS = LSPA
(cTaB 0 mepudepujckuM yrioBrMa), Ha OCHOBY 3anartka 3.6, cienn

(PA,PQ; PR, PS) = (A,Q; R, S) = —1.
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R Q S
SanmaTak 3.68

Axo je Tauka R GeckoHAuHO majieka, oHAa je yerBopoyrao BPAQ ma-
paJjesorpam, ImTapuiie, 300r CUMETpUje y OAHOCY Ha mpaBy AB, y mnu-
Tamy je pom6. U3 LPBQ = APQA, cnenu na je taj poMO pasIo:KUB HA
IBa monymapHa jemHakocTpanuuna Tpoyraa APBQ u AQAP. Ilomto je
(A,Q;R,S) = —1, a R Geckonauna Tauka, To je S cpemumre nyxu AQ.
Crora je PS Bucuna jemmaxkoctpanudsor tpoyria AQAP, a ona canp:xu
tauxky C maror kpyra. Ilpema tome: Ako dee cmpanuue jednoz jedHaro-
CMPaHUYHOz Mpoyesa 000upyjy jedarn kpyz y 084 MeMeHa, 0H0aA ce Bmezose 8uU-
CUHE CEeKY Y Mavky Koja npunada Kpyezy. O

3amarak 3.69 Axo cy AP, BQ u CR Bucune tpoyraa NABC apuue pasuu,
ouna cy npase PQ, PR, PA u PB XapMOHUjCKU KOHjyTOBaHE.

Yuyrcreo: H(PQ,PR; PA, PB) cinenu Ha OCHOBY IPETXOIHA IBA 3aaTKa
akKo ce pasMmarpa mnornyuu uverBoporemenur PCQS rme je S oprouenrtap
TpOyTrJaa. U

3anmarak 3.70 Cumerpasia yriaa ron temena A tpoyria AABC ceue me-
roBy cymporHy crpanuny y tauku P. Heka cy Q u R oproronaiixe mpo-
jexnuje tavaka B u C ma npaBy AP. Ilokasatu na cy tauke A, P,Q u R
XapPMOHUjCKU KOH]yTOBAHE.

Pemenme: Heka je Ttauka D npecek mopmaJtie Ha npaBy AP y taukum A
u npase BC. Owunpna Basku AP1AD,ACAP = APAB, onakie 3akpbydy-
jemo na Baxu (AB,AC; AP,AD) = —1, mTo nMmmaunupa jemHakoct —1 =
(B,C;P,D)=(A,P;R,Q). O
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D A A
C D
R
C
P
S
0 B
T B
Sanmarak 3.70 Sanmarak 3.72

3anmarak 3.71 Axo cy L, M u N penom cpenumra crpanuna BC,CA u AB
tpoyria NAABC, ouna je uerBopka npasux LM, LN, LA, LB xapMoHUjCKa.

Sanmarak 3.72 Axo je AB npeunur kpyra, a C'D TeruBa HopMaJsua Ha AB,
OHJIA YETUPHU TPABE KOjeé Calp:ke OUI0 KOjy TAUYKy KpPyra U PeIOM TadKe
A,B,C u D 0o6pa3syjy xapMOHUjCKY ueTBOPKy. Jlokazaru.

Pememe: Heka je S rauka koja npunana kpyry. Yrao £(SA,SB) je upas,
a takobe cy SA u SB cumerpaJsie yrioBa koje 3akianajy npase SC u SD,
na tBpheme cienu Ha OocHOBY 3amarka 3.606. O






I'imaBa 4

IIpojekTuBHM mIpocTOp

4.1 KoopmuHaTe y IPOjEKTUBHOM IIPOCTOPY

3amarak 4.1 Y IpOmMUpPEHOM €YKJIMACKOM IPOCTOPY yBEIeHE Cy XOMOTIEHE
koopauHare 0a3uuMm Taukama A, As, A3, Ay u TaukoMm jemunune B.

a) Ilorazatu ma 3a KoopauHaTe KOHauHe Tauke M Baxu (r1: Zo : T3 :
di dy d3 dy .

x4) =(—:—:—=":—), rme cy d; u e; pacrojama penoM rtavara M
€1 €2 €3 €4

u B ox paBHU K0jOo] mpunana crpana terpaenpa A;AsAz3As koja me

canpsxu taury A i =1,2,3,4.

6) IorazaTu ma 3a KOODAWHATE KOHAUHE DABHU (¢ BAKU [U] : U : U3 :

01 02 03 O :
=(—:—=:—": E—), rae cy 0; U €; pacrojama Oa3HUX Tadaka
4

U4} : :

€1 ISP} €3
A;,i = 1,2,3,4, penoM on paBHM « U OO PABHM Ca KOOPAMHATAMA
[1:1:1:1].

3anmarak 4.2 Onpemury jequauyuny npase Koja canpsku Taury A(2:0:1:
—3) u Koja ceue mBe mpaBe: OpaBy p Koja canpsku Tauke Pi(1:—1:0:4)
u Py(—2:0:—4:3) unpaBy ¢ xoja je upecek paBau a1(2 : 5 : —=3: 0] u
ag3:-2:2:1].
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Pemene: Heka je a npasa koja canp:xku Tauky A v npousBosbHy Taury P
npase Py P,. Onpenuhemo tauky P Tako ma mpasa a cede mpaBy ¢. Tana
he mpasa PA Guru TpaskeHa mpasa.

3a mpomns3BosbHy Tauky P € P P, Baxn

P =\P; + Py = (A—2u, -\, —4p, 4N+ 3p), MpeR, X +pu2>0.
3a Bekrop Tauke X mpase AP Bayku
X=vA4+nP=vA+P=2v+X—2u,—\v—4u,—3v+4X+3u), veER,

npu dyemy cMmo 7 = 1 Morsu m3abpartu y3 npernoctaBky X # A. 3ameHom
roopamHaTa Tauke X y jemakocTtu 2x1+5r2—3x3 = 0 u 31 —2x9+2x3+214 =0
I00UjaMO CUCTEM

v—3\+ 8u = 0,
504+9A—11p = 0.

. . 1 . .
W3 mera, emmvuuanmjoMm mapaMerpa v, mobujamo \ = g,u, TO jecT, ma je

rauka P 3a kojy mpasa PA ceue mpasy ) mara ca P(1: —17: —32:92).
Tpaxkena npasa je a = PA. O

3amarak 4.3 OzxpemuTu jenHaumHy npase Koja mpunazna pasan [1:0: —2:
3] u xoja ceue mBe mpase: mpaBy Koja canp:ku Tauke (2 :3: —4:0) u
(0:3:—4:0) u upaBy koja je npecek paBuu [2:0: —3:0] u [1:5:4:3].

3amarak 4.4 Iare cy tauke P(1:1:1:0) u Q(—1:0:2:0). Oxnpenurn
cBe paBHU mpaMeHa PQ u natu aduHO TyMademe.

Pememe: Pasan npamena PQ onpenumo y obnuky « : axi+bro+crs+dry =
0. ¥YBpmrasameMm Tavaka P u ) y jenHarocT a qobmjaMo cucTeM

a+b+c=0, —a+2c=0,

oIaKJe Cy TpaskeHe paBHU obuuka c(2x7 — 3xe + x3) + dzy = 0, upu yemy
BpeOHOCTU ¢ U d HUCY UCTOBpEMEHO jemHake Hysau. 3a ¢ = 0 mobujamo
0eCKOHAUHO HAJEeKy paBaH, IITO OArOBapa UWHEHUIM & joj mpasa PQ
npunama, jep je onpebena GeckonauHo masiekuM Taukama. lIpesackom Ha
a(uHEe KOOpAUHATE NOOUjaMo

d
2x73y+z+5:0. (4.1)
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Iakne, upecek napajensux paBHu (4.1) m GeCKOHAUHO HAJleKe DABHU j€

npasa PQ. O

3amarak 4.5 (MebuycoBa Teopema) Ako ueTUpHU TEeMEHA jeIHOr TeTpae-
Opa Ipulanajy cTpanaMa APYTOr U TPU TEMEHA APYTOor MPUNana]y CTpaHa-
Ma TPBOT TaAa WM YETBPTO TEMe APYTOT MPUMNAIa CTPAHU IMPBOT.

3amarak 4.6 Heka je m paBan Koja He caap:Ky HU jeqHO OJf TEMEHA TeTpae-
npa A1AsAsAy m M;; Taura npeceka paBau T ca uBunoMm A;A;,1 <45 < 4.
Hexa je Tauka P;; XapMOHU]CKM KOHjyTroBaHa Tauku M;; y omHOCY Ha Hap
raura A;, A;. orazaru na rpu npase P;; Py u mect pasuu P;; ApA; ((i5kl)
je Ma koja mepmyTamuja ckyna (1234)) canpske ucry taury Q.

4.2 Tpancdopmanuje MIPoOjeKTUBHOT IPOCTOpPA

Sanmarak 4.7 Ilpase A1 B, A3 B, AsB, A4B koje penoum canpske Ga3He Tauke
Ay, Ay, A3, A4 u jemuauuny Tauky B cexy penom Hacnpamue crpane As A3Ay,
A1A3A4, A1A2A4, A1A2A3 TeTpaeapa A1A2A3A4 Yy Ta4yKaMa El,EQ, Eg, E4.
Oapenutu jemnaunae TPOjeKTUBHE TPaHChOpMaIuje Ipu KOojoj je Tauka B
VHBApUjaHTHA U KOjoM ce Tauke A; ce Tpanchopmumy y tauke F;,i =
1,...,4.

3amarak 4.8 Y OpPOjEeKTUBHOM TPOCTOPY YBENEH je CUCTEM KOODIMHATA
Gasuum Taukama Ap, As, Az, Ay u TaukoMm jenunune B.

a) Omppemuty UpojeKTUBHY TpaHCHOPMALU]y IPU KOjo] Ccy Tauke Ap
u Ay u cBe Tauke npase AzA, uHBapujanTHe.

6) Koja npojektuBHa TpaHchopManuja je MHIYKOBAHA HA paBHU
A1 AsAL?

6) Koja mpojekrusra TpamcpopManuja je MHAyKOBAHA HA MBULIAMA
Terpaenpa Ay AsA3A,”?

Pememe: a) IupekTHO ce mpoBepaBa 1a je TpaskeHa TpaHCPopMarmja
obnuka
Ay = ax1, A\vh=bry, Ay = crs, A\r) = cry,

rue je a,b,c # 0. [Ipr Tome Bazku
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e ¢ = b ako U caMO ako je cBaka Tauka npase A; A uuBapujanTHa,
e ¢ =c=>b aro 1 caMO ako je TpaHChOpMAIHja UICHTUUKA U

e a =c¢b # ¢, onHOCHO b = ¢,a # ¢ aKO ¥ CaMO aKO je CBAKa TauKa
pasuu A3A4A1, omsocHo AzA4As uEBapujaHTHA.

6) PaBan Ay A3A, je nuBapujanTHa (MHBapUjaHTHE Cy TPU TAUKe KOj€ jO]
npunaznajy) u uma jensauuny re = 0. Ha 1,0j je unaykosana xunep6oamdika
xomoisoruja ca ocom AzAy u menTpoMm A; aKO BaKU a4 # ¢, a UACHTUUKA
TpaHC(hOpMaIMja YKOJIUKO je UCIYEHEHO a = C.

6) Cse uBune cy vaBapujantae. Ha uBunu A; Ay je MHAyKOBaHA XUIED-
Gonmuka TpaHchopMaluja ako je a # b, a mHauve umeHTUYKa. Ha wBunm
A3A, wanykoBan je mpenturer. On OCTAJIMX WMBUIA Pa3MOTHUPUMO, HA
npumep, usuiy AjAs. Ypagumo To amamutuuku. Visuna A; Az 3amara je
jemnaunmHaMa ro = 0,24 = 0, ma 3aTO 3a XOMOI€HE€ KOOpAWHATE HA HO0]
MokeMo omabparu (21 : £3) U MHIYKOBaHA TpaHchopMalmja je maTa ca

A\T| = axy, M\rh=cws.

Oparie 3akpyuyjeMo na je na usBuiu A A3 MHIYKOBAH UIEHTUTET aKO BarKU
a = ¢, a xunepbosnuka Tpancpopmanuja uaadve. Ocrase UBUIE Ce MOTY
pa3MaTpaTyé aHaJOI'HO. U

3anmarak 4.9 /loka3aru na je noArpyna rpyie IpojeKTUBHUAX TpaHCHopMa-
nja Koje OCTaBJbajy MHBAPUjAHTHUM JBE MUMOMJIA3HE IpaBe M30MOPQHA
IVUPEKTHOM IPOM3BOLY I'PYyNa pPeaJHUX KBAAPATHUX MaTpula pena 2, TO
jecr,

(Gl(2,R) x GI(2,R))/~
rze je ~ penamuja expupasenmuje (A, B) ~ (AA,\71B), X # 0.

3amarak 4.10 Y TpOjeKTMBHOM HPOCTOPY YBENEH je CUCTEM KOO IUHATA
OazuuM Taurama Aq, A, A3z, A4 m Taukom jemunune B.

a) OmpenuTy IPOjeKTUBHY TPAHCHOPMAIM)Y TIPU KOjOj Cy camo A; u
A, uHBapujaHTHE Tauke u camo AsA, MHBapujaHTHA IpPaBa.

6) Kaksa mpojektuBHa TpaHchopMannja je MHAYKOBAHA HA IpaBaMa
A1 As m A3A,? Kana je ta tparchopmanuja nHBOIynMja?
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4.3 IloBpmu mpyror pena

3anmarak 4.11 OapearTy IpOjeKTUBHU TUI cjeaeNux moBpIM APyror pena:
a x%+2m%+3x§+2xi+2x1x2+2x1m3+2x1x4+4m2x3+4x2x4+6x3x4 =0

)

6) z% + dxaxs — 27 = 0;

) x%+2x§+x§+xi+2x1x2+2x1x3+2x1x4 +4xox3+4xox4+ 22324 = 0;
)

2 2:& —x1x9 — 3x§ + 2x123 — 3x9x3 — Xx1x4 + 4Tox4 + T3T4 — xi =0.
Pememe: ) KapakrepucTuynu mOJMHOM MaTpPUlle HOBPUIM APYLOr DPEAa
je xa(\) = A* —8A% +3)\2 4+ 3\ — 1. Jlerasmumja amaiu3a MOKasyje Aa Cy TPU
COICTBEHE BPEIHOCTU MO3UTUBHE, a jeJHa HEraTUBHA. 3aTO je JarTa MOBPII
OBaJTHA TOBPIII.

6) Concrsene Bpemnoctu ¢y —2,—1,1, u 2, ma ce paad 0 TOPOUIAIHO]
MIOBPIIIN.

8) Kapakrepuctuuru nomuaom je xg(A) = A(A® — 502 — 3\ + 2). Jenma
COIICTBEHA BPENHOCT je HyJa, ABE NMO3UTWBHE, a jelHa HEraTUBHA, Ma CE
pamu O KOHYCY.

2) Kapakrepuctuunu nonunom je xa(A) = A2(A+ 2\ — 13), na ce nospm
cacToju on mBe paBHU: 2x1 —3x2 + x4 =0 u 1 + 22 + 23 — x4 = 0. O

3anarak 4.12 KojuMm GeckoHauyHO HAJEKUM TadkaMma Tpeba MOImyHUTH
a) mBorpamm xmmepbomoun 2 +y% — 22 = —1;

6) emunruukm mapabomoun 22 +y? =2

O OBaJiHe WOBpmUM apyror pena? OnpennTyu NpojeKTUBHY TpaHCHOpMa-
nujy udMeby Te mBe moBpIIuU.

Pememe: a) Isorpann xunepbosonn TpebGa NOMYyHUTH GECKOHAUHO HAJIe-
KUM Taukama Komyca z2 + y? — 22 = 0. Y XOMOTeHUM KOODAMHATAMA, TE Ce
Ta4yke MOT'Y 3allCaTU KAO MPECEK KOHyca 1 DECKOHAYHO NaJieKe PaBHU, TO
jecr,

2+ ai—22=0, x4=0.
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IlememeM TpBe jefHAYMHEE ca T3 U TpeJackoM Ha aduxe xoopmuHaTe (y

. T2 . . .
GEeCKOHAYHO HaJeKoj paBHU) & = —,n = — nobujamMo na je Taj CKyn 3a-
xs3

1
x3

E+nt=1

IpaBoO KPyT

Ilaxsne, norpanu xunepoosonn ce noouja n300poM OHe GECKOHAUHO NajeKe
PaBHU KOja OBAJIHY MOBPII Cede IO KPYTY.

6) Enunruyky napaboaouns JOBOJBHO je NOIYHUTH HECKOHAYHO NAJIEKOM
raukoM (0 : 0 : 1 :0) oce Oz. Ilakie, enuntuukn napabosnoun ce nobuja
n360poM oHe OECKOHAUHO HaJleKe PaBHU KOja NOAUPYje OBAJHY IIOBPII.

Ila 6ucmo oxpenunu popmyse TpaHChopMaluje Xxumepoosonna y napa-
0oIonL 3aIMMMMO UX Y XOMOI€HNM KOODAVHATAMA

2 2 2 2 /2 12 ’o
i +ay—x23+xi=0, z°+z5 —ax37, =0.

Jlako ce mpoBepaBa na je jemHa TpaskeHa TpaHCHopMaIuja:

)\Ill = I,

Azh = Za,

A = rs + 4,
Az = T3 — Ta.

3amarak 4.12 Sanmarak 4.13

3anarak 4.13 Kojum GeckoHAUYHO HAaJEeKMM TadvkaMa Tpeba HOIMyHUTH

a) jemmorpamm xmmepbomonn — x? +y? — 2% = 1;
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6) xumepGommukn mapabomonn  x2 —y? =z

IO TOpyCHe moBpmu aApyror pena? OapemuTu OpOjeKTUBHY TpaHCHOpMa-
nujy udMeby Te mBe moBpIIU.

Pewmeme: a) Jennorpanu xunepbonun Tpeba DONYHUTA OECKOHAYHO Hajie-
KUM Taukama komyca z2 + y? — 22 = 0 (emmmca).
6) Xunep6oaonuru napabonsons Tpeba ZONYHUTH GECKOHAYHO IAJIEKUM
tTaukama mBejy pasmu z2 —y? = 0 (aBe mpaBe Koje ce cery).
Tpancpopmamuja ce onpebyje cauyno KA0 y IPETXOTHOM 3a0aTKy. [

3amarak 4.14 Kojum GecKOHAUYHO HAJEKUM TadvyKaMma Tpeba MHOMyHUTH

2 2 2
x Y z
@) KOHYC ;—l—b—z—g_o,
22 2

6) eNUOTUYKY IUIMHIAD = 4 = 1;
22 2

) XunmepGONMYKY IMIHAAD — —5 — o5 = 1;
a b

2) mapaboswuky mUIMEAAD Y2 = 2px

IO KOHYCHe moBpmm apyror pexa? OmapeauTu OpojeKTUBHY TpaHCHOpMa-
nujy mamebhy tux moBpim.

3amarak 4.15 Y mpojeKTUBHOM IPOCTOPY je JaTa MOBPII APYrOr pPena.

a) Ilora3aTu je mEeHA TAHTEHTHA PABAH Cede 110 KPUBO] APYTOr pela
KOja ce pa3yake Ha IIPECEK IBe IpaBe.

6) IlorazaTu ma Cy OpeceuHe IpaBe U3 AENa a)
e yMarmHapHE U CEKy Ce y TadKu OOAUPA Yy CIydajy OBAJIHE
IIOBpIIN,
® peallHEe U CEeKy Ce Yy TaYKUd JOaupa y Clydajy TOPYCHe IOBPIIY,
e jenHa OBOCTPYKa peajHa IpaBa y CIydYajy KOHYCHE IOBPIIMN.
3amarak 4.16 Oxppenutu jemnauvHe paMuiIndje IOBPUIX IAPYTOT Pena Koje

momupyjy pasan x1 = 0 y raukum (0 : 0 : 1:0), a paBan zo = 0 y Tauku
(0:0:0:1).
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3amarak 4.17 Y mpocrTopy je maTo cemaM Tadaka O KOJUX HUKOje TpU
HUCY KOJIMHEApHE W HUKOje YeTupu HUCY KoMimianapue. JlokazaTu na mo-
CTOjU OCMa TadKa TAKBa Na CBAKa IIOBPII APYTOr pela Koja Caap:KU HaTUX
celaM Tavyaka CaApP:KA U OCMY TAUKY.



I'imaBa 5

A pune Tpanchopmarmuje ca
IMIPOjEeKTUBHE TAUKe IJIeIUIITa

5.1 Adwune Tpancpopmanuje npocropa R"

Iepunumnuja 5.1 Adpuna rpancpopmamnuja npocropa R"™ je Tpanrchop-
Manuja Koja je y HekuM (Ia Hakjie U y CBAKUM) aQUHAM KOODAMHATAMA
(1,...,2,)T oBnuKA

Ty = anwi+...+ a1,T, + o1,
(5.1)
xln = Ap1T1+ ...+ GppTy + Un,
u TakBa na Baxu det(a;;) # 0.
Marpuna A = (a;;) OpeacTaB/ba JMHEAPHU N€O0, & BEKTODP KOOPIU-
wara v(vy,...,v,)] Tpamcmaropam meo tpanchopmammje (5.1). 3aro my

o3nauaBaMo ca (A, V) 1 MATPUYHO 3AIUCY]EeMO

X' = AX +v. (5.2)
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Adune tpachopmanuje uyuHe TPYMY Yy OMHOCY HA KOMOO3UIU]Y, KOjy
osmauasamo ca Aff(n), rme je n mamensuja omrosapajyher adusOT
IPOCTOPA.

Tpancdpopmanuje obnura (5.2) 3a v = 0 unHe HOArpPyIy JIAHEAPHUX
TpancpopManuja npocropa R™, koja je msomopéua rpymu Gl(n). Ilo-
ncehamo ma cy kosome marpurie A ciumke Da3HUX BEKTOPa KOOPAMHATHOT
cucreMa.

Tpancpopmarmje obauka (5.2) 3a A = E unne moarpymy TpaHcaanuja
T(n) npocropa R™ koja je uzomopdua amutusHoj AGesnosoj rpymu R™.

N3 amanumrtuyke reomerpuje mo3Hara je cieneha teopema:

Teopema 5.1 Aduna Tpachopmanuja uma cienehe ocobune:
a) bujeruuja je;
6) 4yBa OIHOC HeJbema LYiKU;

6) pPaBHU IPECIUKABA y PABHU UCTE IVMEH3Uj€ U UyBa HUXOBY Mapa-
JICJTHOCT;

2) omboc 3ampemuna ciuke M’ guka M u opurvHasa jemHak je
allCOJIyTHO] BPETHOCTU NETEPMUHAHTE MaTpune A.

3amarak 5.1 a) Oapemutu KOMIO3UNMjy ABe aduHe TPaHCHOpMAIH]E.
6) Horaszaru ma je moarpyna tpaxcianuja 7T'(n) HOpMaJHA HOATPYIA

rpyne Aff(n).

Pememe: a) Ompemumo komnosmimjy aduanx tpanchopmammja (A,v) u
(B,w), A,B € Gi(n), v,w € R", Tako mro hemMo ux IpuMeHUTN HA BEKTOD
KoOpauHaTa X :

(B,w)o(A,v))(X) = (B,w)(AX+Vv)=(BAX+V)+w)=
= ((BA)X+ (Bv+w))=(BA,Bv+w)(X).

Iakne, MEHOXkeme (TO jecT, KOMIO3UIMja) y apuUHOj IPYHH je HATO ca

(B,w)o (A,v) = (BA,Bv+w). (5.3)

6) Tpeba morazatu na sasu Ly'TyLa € T(n) C Aff(n) rne je La €
Gl(n) C Aff(n) nureapua tpancpopmanuja nara marpunom A, a T, €
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T(n) C Af f(n) Trpancnanuja 3a Bexkrop v. OHe Cy penpe3eHTOBaHE IAPOBUMA
La =(A,0) u T, = (E,v). Kopucrehu npasumno (5.3) nobujamo

L' TyLa =(A',0)0(E,v)o(A,0)=...=(E,Av) € T(n),

1o ject, ma je T'(n) je HOpMasHa moArpyna. AJTEepHATUBHO Ce MOKE HOKa-
3atu ma je mpecamraBame f @ Aff(n) — Gl(n), mnaro ca f((A,v)) = A,
xomoMop¢dusam uuje je jesrpo Ker(f) = T(n), na je na ocuoBy tora T(n)
HOpMaJsHa noarpyna rpyne Af f(n). O

Hamomena 5.1 Y nperxonHOM 3aIaTKy CMO IIOKa3ajyd na ce JUHeapHe
TpaHCcPOpManuje Peaansyjy MaTPUYHUM MHOKEHEM, NOK Ce TPaHCJAINje
peanusyjy cabupameMm BEKTOpa. J3a NPUMEHE y pPadyHapCKO] rpadunun
MIOTOJHO je M TPaHCJAIUje Peajnu30BAaTU MATPUYHO, TO J€CT, IPEICTABUTUA
KOMIUIETHY a(uHy TPAaHCHOPMAI]Y MATPUYHAM MHOKEHEM.

3amarak 5.2 Ongpemury penpesenranujy aduue rpanchopmanuje (5.1) pa-
BHU y XOMOreHuM koopauHaTama (&1 :...: &uq1).

Pememe: 3amenom jemnarocTu

G & & G

7 yeeey Ly 7 T = yeeeyp =
n+1 n+1 gn—i—l gn—}-l

Ty =

y popmyie apune Tparnchopmanuje (5.1) u nomasamem jemHaroctu &, 41 =
&1 mOBUjMO

Afi = a‘llgl + “os + alnfn + Ulé-’n"rl?
: (5.4)
/\fé = am& +...+ apnén + 'Unfn-i-lv
XL, = En+1,
sa A € R\{0}. =

Haxkie, koMmnosumuja apuaux Tpancpopmamuja (5.3) oArosapa MHOKEHY
MaTpuna KOjuMa Cy PEeIpe3eHTOBaHe oaroBapajylie IpOjeKTWBHE TpPAaHC-
¢opmanuje, NOK je IpEeCINKaBaA®ke

ail .. QA1 U1

(A, v) —
Gnl  --- Qpn  Un
0 - 0 1
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r3oMopdu3aM rpyna mro Ce U AUPEKTHO jeTHOCTABHO MPOBEDABA. (]

Hamowmena 5.2 Koopaunarau cucrem Ozx; ...z, npocropa R cmarpahemo

JleKkapTOBUM IPABOYLJIMM, TO jeCT, CKaJapHU IPOU3BOJ BeKTOpa X! =
T _ .

(x1,...,xp) u Y* = (y1,...,Ys) je maT ca

(X, Y)=z191 + ...+ zoyn = XYT = XTEY, (5.5)
rIe je MaTpUIla CKaJIapHOT IPOU3BOAA Y OBOM CIyYajy jeIUHUYHA MATPULA.

3anmarak 5.3 Onucartu cBe uzomerpuje npocropa R”™.

Pememe: Heka je Ox;...x, IpaBoyriu KOOPIAMHATHU CUCTEM IPOCTOPA
R™. Ako je O’ cauka tauke O y msomerpuju P, pasMoTpUMO U30METPU]y
® = ®—00'. Jacuo je ma saxu ®(0) = O, 10 ject, nzomerpuja ¢ purcupa
KOODAUHATHU TodeTak. JIako ce mokasyje ma je mzomerpuja ® mumeapwa,
ma je 3aro obmmka ®(X) = AX. ITomro je ® m3oMeTpuja MOpa BaKUTH

XTEY = (X,Y) = (®(X),®(Y)) = (AX)T(AY) = XT(ATA)Y,

3a ce Bexktope X, Y, ma je 3ato AT A = E. Ilakne ® je o6muka X' = AX+v,
rae je v = O’O Bekrop TpaHcIamuje, OOK MaTpuna A 3am0BO/LaBa yCJIOB
ATA =E. O

Hamomena 5.3 V3 nperxoqHOr 3anaTKa 3aK/bydyjeMO Oa je HIOArPYIa CBUX
u3oMerpuja BeKTOpckor npocropa R"™ (oproromasiHa rpyma) m3oMop@Ha
MAaTPUYHO] TPy

O(n) = {A € Gl(n) | ATA = E}.

Hena moarpyna (uHmekca 2) Koja ce cacToju on TpanchopMmalpja Koje
uyBajy opujeHTanujy (CmemmjajiHa OPpTOrOHAIHA TPyHa) je

SO(n) = {A € O(n) | det(A) = 1}.

Monpyny csux uzomerpuja (rpymne Aff(n)) npocropa R"™ o3mauaBamo
ca Isom(R™). Ona je y BEKTOPCKO] HOTAUU]U OBIUKA

Isom(R") = {X — AX +v | ATA = E,v ¢ R"}.

Sanmarak 5.4 Ilokasatu na kosnore (Bpcre) marpune A € O(n) yune Opro-
HOpMUpaHy 0a3y.
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Pememe: Y 3anarky 5.3 nokasano je ma cy marpune A € O(n) y ko-
PECTIOHIEHI]U Ca JUHEAPHUM U30MeTpujaMma. KOoJoHe MaTpuie Cy Cimke
fa3HMX BEKTOPa IPU TOM HPECInKaBamy (MO IeQUHUIMjU MATPUIE TPAHC-
dopmanuje). Karko Gasmu BexkTOpu uumHe OpTOHOpMUpaHy 0a3y (jep je
cranapHu npou3Bon gar ca (5.5)), unHe je U BUXOBE CIUKE, TO JeCT, KOJIOHE
marpune A. Kaxo w3 A € O(n) cneu AT € O(n), tepheme Bawu u 3a
BpCTE. (Il

Hanowmena 5.4 Konone (Bpcre) marpune A € O(n) uure 6a3y ucre opu-
jeHTanuje Kao 1 06a3HM BEKTOPU KOOPAMHATHOT CHUCTEMa AKO W CaMO aKO
Baskn A € SO(n). Vs Banarka 5.4 je jacHO ma mocToju Omjernuja MaTpuma
u3 O(n) u oproHopMupannx 6asa mpocrtopa R™.

5.2 Adwune TpancdopmManuje paBHU
3amarak 5.5 OmucaTtu cBe uzomeTpuje mpocropa R2.

Pememe: Ha ocmoBy 3anmarka 5.3, mpobieM ce cBOAM HA OOUC KBaAPAaT-
Hux Marpuna A = (a;;) pema nBa KOje 3aI0BOJLABAjy YCIOB AAT = E.
HuperTHO Ce mpoBepaBa fa je Taj yCJIOB €KBUBJIEHTAH Ca

2 2 2 2
ai; +aly =1=a5 + a3, aiiaz + ajza =0.

Ha ocmoBy Tora, mopa BaskuTu ¢ = cos¢ = +d,tc = sin¢g = b, 3a HEKy
BpenrocT ¢ € R. ®opmyre (5.1) mocrajy

)= (5 )~ (500 Tt ) (5) () 1

O

Iedmuumnuja 5.2 Jluneapue TpancopManmje peIpe3eHTOBaHe MaTPUIIAMa

[ cos¢p —sing = . [ cos¢ sin ¢
R(g) = ( sin ¢ ) ’ R(¢) = ( sin ¢ ) ’

Cos ¢ — Ccos ¢

OpeCTaBbajy poTamujy 3a yrao ¢ € R, 0IHOCHO KOMIIO3UIMjy POTAIAje U
pe¢uiekcuje oxko (poTupane) r—oce.
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Hamomena 5.5 IIpumerumo ma marpuiia poTanudje uMa AeTePpMUHAHTY 1,
Te YyBa OPUjeHTAIU]y PaBHU 3a PA3JUKY O Apyre TpaHchopMaIuje KOI
KOj€e je meTepMUHAHTA MATpUIie jenHnara —1.

3amarak 5.6 Ilokasatu ma je Tpanchopmarnuja R(¢) pediexcuja y ommocy
Ha IpaBy 4 OAPEAUTHU Ty HOPaBYy.

3anmarak 5.7 Ilokazatu ma je ckyn porammja pasau SO(2) = {R(¢) | ¢ €
R} AGenosa rpyna m3oMOpQHA IDYNN jeUHUYHAX KOMIUIEKCHUX OpOjeBa

St ={e| ¢ € R}.

Samarak 5.5 3amaTak 5.8

Hepuuaunnuja 5.3 Tpaunchopmarmmuja

¥ = az, (5.6)
y = by.

3a a,b # 0 je ucresame (ca menrpom O, Oy KOOPIOWHATHUX OCA).
Ucresame 3a a = b, 30BeMo xomoTeTHja (Ca KOepUIUJEHTOM ¢ U I€H-
TpoMm O).

Hamomena 5.6 Y ommreMm caydajy ucTe3ame HUje M30MeTpUja HUTHU je
KOH(OPMHO (TO jecT, He YyBa yIioBe), HOK XOMOTETHja jecTe KOH(GpOPMHA
TpaHChOopMAaImja.

3anmarak 5.8 [lokazartu na je aduna Tpanchopmanuja Kpyra 2 4y?=1
2 2

HA eJIUICY =1 mara popmynama (5.6).

Z e
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Pememe: 3amenom ¢opmyna (5.6) y jennaumny kpyra qobujamMo maTy
€JIUTICY. (I

3anmarak 5.9 Onpenutu apuny TpanchopManujy KOjoM Ce TPaBOYTAOHUK
ABCD Tpancpopmume y npasoyraouux A’ B’C' D’ ako je A(ay,as), B(by,bs),
VBUIle TPABOYTAOHUKA Cy NapaJjejHe KOOPAUHATHUM OCaMa U BUCHUHE U
MUpUHE TPaBOyTaOHUKa Cy jemHake penoMm h,d;h',d’.

3amarak 5.10 loka3aTu ma CKyI CBUX MCTE3aHa YMHU KOMYTATUBHY I'DYILY
n3omoppuy ca R* x R*, rme je R* = R\{0} myarunniukarueaa rpyma pe-
ajgHUX OpojeBa.

3amarak 5.11 Jloka3zaTu ma CKyI CBUX XOMOTETHja U CBUX POTAIMja UNHU
KOMYTATUBHY I'PYIy M30MOP(YHY MyITANIUKATUBHO] rpynu C* KoMIIeKCHUX
6pojeBa Pa3IUUUTUX OJ HYyJIE.

€2 RoT~1(X)
ToRoT 1(X)
D / C c’ T-1(X)
D’ X
A el B o] C
Sanmarak 5.12 Sanarak 5.16

Samarak 5.12 Ilare cy taure A(0,0), B(b,0), C(0,¢), D'(cp,c) (b > 0).
Onpemutu adpuny rtpanchopmanujy f npasoyraoumka ABCD na mapaie-
aorpam ABC'D’.

Pememe: Kaxro je taura A(0,0) uaBapujanTHa, TpanchopmManmja je auHe-
apua. Jacuo je na Baxku f(AB) = AB, na je u f(e;) = e;. Mopa Basknutu u

f(0,¢) = f(AD) = AD’ = (cp, c), ma je f(ez2) = f((0,1)) = (1,p) = e1 + pez.
Tpaskena Tparchopmanuja je mata ca

=z + py,
y = Y. (5.7)
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O

Hedpunnurnuja 5.4 Tpancpopmamujy obamra (5.7) HasmBaMO CMULAEHE
Iy T—OCe.

Hamomena 5.7 MaTtpuna cMuIama ays»k y—0ce je TPaHCIOHOBaHA MaTPU-
oy cMunama Iy T—O0cCe.

3anarak 5.13 JlokaszaTu na CMUNAKE U UCTE3AHE KOMYTUPAjy aKO U CaMO
aKo je UcTe3ame XOMOTETHja.

3anarak 5.14 lokasaTu mga je cBaka a¢urHA TpAHCHOPMAIUja PABHU KOM-
mo3unuja TpaHcaaIuje, UCTe3ama, CMullama 1 poranuje. la au je To pa-
3Jlarame jeIUHCTBEHO !

3amarak 5.15 Oapemuru Marpure Koje NPeICcTaB/bajy XOMOTEHU 3aIluC
TpaHcJanuje, poTanuje, UCTE3ama U CMUTIAKHA Y PABHU.

Pememe: Ha ocnoBy 3amaraka 5.2, 3akbydyjeMo na Cy TpakeHe MATPUIE
[aTe pemoM ca

1 0 v cos¢ —sing 0 a 0 0 1 p O
0 1 vy |, sin ¢ cos¢p 0 |, 0 b 0], 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

3anarak 5.16 Oapemuru MaTpuily Koja pElNpe3eHTyje POTAIU]y y PaBHU
oko npousBomne Tauke C(xg,yo), 38 yrao ¢.

Pememe: IIpso hemo tpancauparu tauxy C y KOODAWHATHU TOYETAK
0(0,0), 3aTUM M3BPIIATH POTANX]y OKO KOODIUHATHOL IIOYETKA, U, HAIO-
caetry, "Bparutu’ Ttaury O y taury C' MHBEpP3HOM TpaHCIAIMjoM. AKO je
T marpuna tpancaanuje, a R matpuna poramnuje, oHIa je TpaskeHa TPaHC-
dopMammja gara MaTPUALOM TRT . Korkperno:

1 0 =z cos¢ —sing 0 1 0 —=z
0 1 wyo sin ¢ cosp 0 0 1 —yo =
0 0 1 0 0 1 0 0 1
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cosg —sing xo(l —cosd) + yosin
= | sing cosd  yo(l — cos @) + xpsin ¢
0 0 1

O

3anmarak 5.17 Onpennty MaTpuly KoOja peanmdyje XOMOTETH]y ca IeH-
tpoM C(z0,yo) U KOCUULIJEHTOM a.

Sanmarak 5.18 OxppenuTy MATPUIy KOja peasin3yje UCTE3ame Yy PABHU IyiK
crpauuna AB u AD npasoyraouuka ABCD 3a koepunujerre a u b, Tako 1a
Tauka A octane uHBapujaHTHA. TeMeHa MPpaBOYTaOHUKA UMajy KOOPAUHATE

A(1,1), D(0,1 + /3), B(1 4 2v/3,3).

YuyrcrBo: Heka je T marpuna tpanciamuje 3a sekrop (1,1), R marpuna
T
poranuje 3a yrao usmeby x-oce m mpase AB (8> u H ucrezame naro

tpehom on marpuna n3 3anatka 5.15. Tpaskena Tpanchopmanuja je mata
marpunom TRHR™'T1. 4

5.3 Adwunae Tpancdopmanmje mpocropa

3amarak 5.19 loka3aTu na je cBaka OpHUjeHTAOMIHA M30METPHja IPOCTO-
pa poramuja OKO HEKe IIpaBe KOja CaAP:KU KOOPIMHATHU IOUYETAK.

YuyrcrBo: Vsomerpuja je mpeacrasibena marpunoMm A € SO(3), To jecr,
raksoM gma Baxu AAT = E. Kako je KapaKTEePUCTUYHU IOJUHOM MATPUIE
A cremena 3, o mma 6ap jemHy peasiHy COICTBEHY BPEIHOCT A1, OZHOCHO
onrosapajyhu comcrBenu BekTop vi. Kako je y nmuramy m3oMmerpuja, MOpa
BasknTu A\ = +1 (na ce BekTOop vy He Om m3my:xmo). Ilpeocrane mse com-
CTBEHE BPENHOCTH, Ay U A3, Cy min peasnHe (1 Tazxa mMajy BpemHocT +1)
WY KOHjyroBano—koMmiuiekcHe. U3 ycaosa 1 = det(A) = A\jA2\3, Moke ce
3aKBYUUTH Oa je 0ap jenHa CONCTBEHA BPEMHOCT jemHaka 1, a 3aTuM Oa
je maTa M30MeTpHuja poTallrja OKO COICTBEHOT BEKTOPAa KOjU OAroBapa TOj
COTICTBEHO] BPETHOCTH. (Il

Hamomena 5.8 IlosutmBHOCT cMepa poramuje yTBphyjeMo Tarko3BaHUM
IPABUJIOM OECHE PYKE: AP:KUAMO JIM OCYy POTAIMj€ HECHOM PYKOM, DOTAIM]a
y IpaBIly NIPCTUjY je MO3UTUBHA aKO UCHPYKEHU HaJjall IOKa3yje y cMepy
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oce poranuje. Ha mpumep, poramuja oce Ox y Oy oko Oz je mMO3UTUBHA,
kao u poramuja Oz y Oz oko Oy u poramuja Oy y Oz orko Ox.

3amarak 5.20 OappenuTy MaTpuUIEe poTanuja y MO3UTUBHOM CMEDPY OKO 0Ca
Oz,0y u Ox pemom 3a yriaose ¢,0 u 1.

Pememe: Poramuja oko oce Oz 0CTaBba BEKTOD TE OCE MHBAPUjaAHUM, &
y pasuu Oxy je penpeseHTOBaHa Kao poramuja oko tauke O 3a yrao ¢ (u
o ox oce Ox ra Oy.) 3ato je R.(¢p)(e1) = cospe; + sinpes, R, (¢)(e2) =
—sin ¢eq + cos peq, R.(d)(es) = es. CimuHO ce pe3oHyje u y IpeocTaita ABa
ciyyaja, Ia Cy TpaskeHe MATPUIE, PEIOM

cos¢p —sing 0 cosf 0 sinf
R.(¢) = | sing cosp 0 |, Ry = 0 1 0 ,
0 0 1 —sinf 0 cosé
1 0 0

R,(¥)=1| 0 cosyp —siny
0 sine cos

O

3amarak 5.21 JlokasaTu na ce CBAKU jeIHUYHU BEKTOP & MOKE 3alUCATU Y
obauky a(cos a, cos 3, cosy), rue ¢y «, [ u -y YIIOBU KOje BEKTOD a 3axBara
penom ca ocama Oz, Oy u Oz.

3amarak 5.22 Y koopmunaTHOM cucteMmy Ozyz nara je tauka A(ay,as,as).
3aporupatu noaynpaBy OA y nosutusuau meo oce Oz HA TPpU HAUUHA:

a) poramujom oko oce Oz no pasuu Ozy, a 3aTuM poranujoMm oko Oy;
6) poramujom oko oce Oy mo pasuu Oyz, a 3aTuM poramujoM oko Ox;

6) poranujom oko oce Oz no pasuu Oxz, a 3aTuM poramujom oko Oz.

Pememe: 6) 3aporupahemo tauky A oxo oce Oy y HeratusHOM cMepy (TO
ject, on oce Oz ka ocu Oz) 3a yrao ¢. ¥Yrao ¢ je yrao usmeby npojexuuje
OA" myxu OA ma paBam Ozz u oce Oz. JeOHOCTABHO ce M3paUyHABA:

a a
2 sing = !

2 2’ 2 2’
ay + a3 vai+as

cosp =
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Pesynrar poramuje je tauka A1(0,az2,/a? + a3) xoja npunana pasau Oyz.

Cana je morpebnO 3apoTupaTn Tauky A; oko oce Ox 3a yrao ¢ 10 Tadke
A5(0,0,+/a? + a3 + a2) xoja mpunana ocu Oz. Cmep poranuje je HO3UTUBAH,
To ject, om oce Oy ra ocu Oz, nok je yrao 1 yrao uzmeby mysxum OA; u
oce Oz. Iobujamo:

2 2
yvai+az as
2 2 2’ 2 2 2’
vai+as+aj vai+as+aj

3ato je TpaskeHa TpaHchopManuja nata IpousBogoM marpuna R, (¢) un
R,(—¢) (tmm penowm), To jecr,

cosy =

siny =

1 0 0

as 0 al
0 Va%—f—ag as \/a? + a2 \/a2 + a2
Jal+a+a  \Jad+ad+d] 0o 1 0

2 2 ai as
0 a2 \/e1t a3 0
/a2 2 /a2 2
ai +a ay + a:
1 3 1
\/a%Jra%Jrag \/a%Jra%Jrag 3 3

PesynraT ce MOske IPOBEPUTH AUPEKTHOM IIPUMEHOM OBOT IPOM3BOMIA Ma-
Tpuna Ha Taury A(ay,as,as), mro pesyarupa taukoMm As (0,0, v/a? + a2 + a3).
CnyuajeBu oz a) u 6) ce pa3Marpajy HA CIAUYAH HAUUH.

Az

Al A

az

Sanarak 5.22 6)
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Hamomena 5.9 Jacuo je ma ¢opmyie m3 NpPeTXOAHOr 3a0aTKA BajKe aKo
tauka A He mpunana ocu Oy. Y cynpoTHOM, TpebGa M30CTABUTU POTALU]Y
oko oce Oy u npumenuTu camo mMarpuny R, ().

3anarak 5.23 Oapemutu MaTpUIly POTAIUje 38 Yyrao « OKO IIPOU3BOJHHE
paBe a.

Pememe: CmarpaheMo mpaBy ¢ OpUjeHTUCAHOM U OAPEAUTH (OPMYJIE PO-
Tanuje y MO3UTUBHOM cMepy. llpeTmocTaBuMO NMpPBO Oa HpaBa a CaapiKu
KOODAUHATHU IMOYETAK U Aa je meH (opujeHTucanu) BekTop a(aj,as,as) je-
NVHUYHA BEKTOD, TO jeCT, Aa BaXkW a3 + a3 + a% = 1. Tpakeny poramujy

MOYKEMO PeaN30BATH Ka0 KOMIO3WIN]y TPHUjy TpaHchopMmanuja:

1. Komnosunuje (penumo) R, (v) o Ry(—¢) (upaBa a ce Tpanchopmuire
y ocy Oz).

2. Poraunje R,(a) oro oce Oz.

3. Kommosunuje Ry (¢) o R;(—1) unsepsue Tpancdpopmamuju 1 (oca Oz
ce spaha y npasy a).

HuperrHo ce mposepaBa na je marpuna kommnosunuje Ra(a) = Ry(¢) o
Ry (=¢) o R.(a) o Ry (¢) o Ry(—¢) nara ca

a? + (1 fa%)cosoz airaz(l —cosa) —assina  aiaz(l —cosa) + azsina
araz(1 — cosa) + az sina a%—i—(l—a%)cosa azaz(l —cosa) — ar sina
ara3(l —cosa) —azsina  azasz(l — cosa) + a1 sina a3 + (1 —a3)cosa

Y KOJIMKO TpaBa a He CaIp:KU KOODAMHATHU nouverak Beh Hery Taury A,
TpaskeHy TpaHc(hOpMaIyjy npencraBpba ciefeha xoMmosuyja

TOA o Ra o TAO-
(]
3anarak 5.24 (Ojneposa Teopema) Ilokazatu na ce CBaKa U30METPU)CKaA
TpaHC(hOpMaIMja KOja YyBa OPUjEHTANN]Y IPOjEKTHUBHOI IIPOCTOPA, MOXKE

MpPEeACTABUTU KA0O KOMIIO3UIMja TPAHCJIAINNUje U HAjBUIIE TPU POTAIUje OKO
KOODAVMHATHUX OCA.
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Pememe: MoskeMo mpernocTtaBuTu ga je KoopauHaTHU modetak O ¢u-
KCUpaH U OOKa3aTU O je CBaKa JIMHEaApPHA M30MeTpHUja KOMIO3WINja TPU
poranuje okO KoopauHaTHUX oca. Heka je (e1, ez, €e3) oproHOpMUpaHa 6a3a
roopauHaTHOT cucteMa Ozyz. Caka muaeapua usomerpuja I je onpebena
ciukama i, j, k 6a3nux BekTOpAa €1, eq, e3 koopauHaTaHux oca. Obe HaBemeHE
6a3e Cy OpTOHOPMMpaHE M UCTe opujeHTamuje. Peasmsyjmo 17!, a satum
u I TpuMa poranujamMa OKO KOOPIMHATHUX OCA.
Y 3amatry 5.22 je mora3aHO Oa BayKU

ko = ey = (R, (¥) o Ry(—¢))(k),

3a moronHo u3abpane yriaose ¢,1. Kako je Ry;(¢) o R,(—¢) n3omerpuja,
pextopu s = (Ra(1) o Ry(—))(i) m jo = (Ru(v) o Ry(—9))(j) mpymanajy
pasuu Ozy (jep cy oproronanHu Ha BekTop Ko) u 3ajenso ca BexropoMm ki
YyHE OPTOHOPMUpPAHY 0a3y MO3UTUBHE OPUjEHTAlM]e. 3aTO POTAIUjOM 3a
HeKy yrao 6 oko oce Oz MOKEMO TPAHCHOPMUCATUA BEKTOPE ig, jo, ke pemom
Yy BEKTODE €1, €9, e3. [lakie, Baxku

I7" = R.(0) o Ry(¥)) 0 Ry(—9),

TO jecT,

I= R, (¢) o Ruo(~1) 0 Ru(~0).

Sanarak 5.24 SamaTak 5.25
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3anmarak 5.25 [lare cy merkonuueapue tauke A, B,C adwuHOr mpocropa.
Onpemutu n3oMeTpujy Koja TpanchopMmwuire Taury A y KOODAUMHATHU IIO-
yerak, Tauyky B y mosutuBHuU neo oce Or u mpu K0joj cuauka mayku AC
npunazna pasuau Oxy.

Pememe: Tpancnanuja Tao, 3a Bekrop AO, Taurky A mpeBoau y TauKy
O. IlpernocraBumo na je ta TpaHciaanuja Behl u3BpiieHa, To jecT, na BaxKu
A= 0. Hexa je

AB x AC AB

k:* .:7
[ABxAC| ' |AB|

j=kxi.

Bexkropu i, j, k untne mo3uTtuBHO OpujeHTUCAHY OpTOHOpPMUpPaHy 6a3y. V30-
MeTpuja Koja mpeBomu 6a3y (er,es,es) KoopamHatHOr cuctema Oxyz y
6a3y (i,j,k) tpamcpopmume tauxke A, B u C ma Tpaskenu mauun. Ma-
tpuna P Te TpaHcdhopmanumje Moske ce OLpEIUTH Kao y 3anarky bH.24.
Vnak, HABOOUMO MHOTO jeTHOCTABHUjA HAUWH. HamMme, KOJOHE MATPUILE
P~! tpancpopmanuje 6aze (e1,ez,e3) vy 6a3y (i,j, k) cy koopaumaTe camka
Ga3HUX BEKTODA, TO jecT, KoJuoHe koopmuuata [i], [j], [k]. Haxrie,

P = (mv [.]]v [kD

Kako u3 jemnaxkoctu PP =E, ciequ P! = PT, nobujamo marpuiy P
TpaskeHe TpaHCPopManuje:

[i]”
P=| "
[k]*
(rme cy KOOpAMHATE BEKTOpaA yIUCAHE KAO BPCTE). O

3aparak 5.26 Ilar je aBuon y Oxy paBHU. ABUOH je mocTaBibeH ny:x Ox
oce ca IeHTPOM y koopamHaTHOM noueTky O. Oxpenutu m3omMeTrpujy Koja
IpeMelmTa [eHTap aBUOHA y IaTy Tadyky A, aBUOH ycMepaBa y NpaBILy
[aTOr BEKTODa &, TAKO Ha Kpuia aBroHa ca paBHu Oy 3akianajy KaTu
yrao a.



I'imaBa 6

IIpojekmuje

IMepuuaumnuja 6.1 Herka je 7 xuneppaBan m O ¢ T Tauka TPOjEKTUBHOT
npocropa RP™. TlpeciukaBame roje cBakoj tauku A # O momespyje Tauvry
A’ = OA x T HazuBaMO IEeHTpaJIHA TpojeKknuja u3 Tauke () Ha paBaH T.
Tauky O 30BeMO IEHTApP IIPOjEKTOBAHA.

3anmarak 6.1 ¢) OxpenuTu HEHTPANHY IPOjEKINjy DOIYHEHOr a(UHOT IPO-
cropa u3 nearpa O(0,0,h), h > 0 Ha pasan 7 : z = 0. Hanucaru pememe y
a(UHUM 1 XOMOTEHUM KOODANHATAMA.

6) Koje ce rauke npeciaukaBajy GECKOHAYHO NAJIEKO?!

Pememe: a) Hera cy (X,Y, Z) rexyhe adpune xoopaunare npocropa RP™.
Oppenunmo caury A'(z',y'2") rauke A(x,y,z). Jennauuna npase OA je:

KXY _Z-h

A =
© x Y z—h

=teR.

IIpecek ca paBHu 7 mobOujamMo 3a

0=Z2=1t(z—h)+h,
OIHOCHO 3a t = p— na cy koopamHaTe Tauke A’ :
-z

/ hx / hy
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ITpenackoMm Ha XOMOreHe KOOpauHAaTe (1 : Lo @ XT3 : T4) NPETXOLHE (GOPMYIIE
IIOCTajy:

x} hxq xh hxo ,
_——=— —_— = x5 =0
/ h ) i h ) 3 9
Ty Ty4 — T3 Ty Ty — I3
OJTHOCHO
-
Ary = hzy,
Azh = hza,
o
Az = 0,
Az = — x3 + hay.

6) Becronauno nasneko Ha pasad z = 0 (1j. 25 = 0) ce mpecaukasajy
ome Tauke 3a koje Bakn x) = 0. [lakie,
Z3
0=—-x3+hry — — =h,
Ty
na ce paBaH z = h npeciukaBa Ha OECKOHAYHO AajieKy mpaBy pasau z = 0.
To je paBan roja camp:xku meHTap npojernuje O m mapaJiesiHa je PaBHU T.

O

Sanarak 6.1 Samarak 6.2

Hamomena 6.1 [Ipumermnmo ma y XOMOTreHUM KOOPAMHATAMA IPOjEKIja 13
IpeTXOMHOT 3aJaTka, Takobhe, mma marpuunmu 3amuc AX' = PX. Taxko je n
y ommTeM ciay4dajy. HapaBruo, kako nmpojernuja Huje oujexnuja matpuna P
je cunrymnapua, To ject, Basku det(P) = 0.

3anarak 6.2 Jlokaszatu ma ce meHTpayiHa npojeknuja mpocropa RP™ wu3
neaTpa O Ha XUIIEpPABaH T MOKE MPEACTABATHA Y MATPUIHOM 00auky AX' =
PX, rme je P mo Ha crasap jeAMHCTBEHA CUHTYJapHA MaTPUIA.
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Pememe: Ilpumerumo na neHTpasHa OpOjeKnUja HUje NePUHUCAHA CAMO Yy
tauky O. To 3HAUM Ha aKO ce OHA MOMKe IPENCTABUTH Y AATOM OOJIUKY, OHIA
BekTOp penpesent O rauke O (1 caMo OH) MOpa IPUNAIATH j€3TPY MATPULE
P unpojexnuje P (Tj. cauka TOT BEKTOPAa je HyJa BEKTOp, ma oarosapajyhe
OpeciIuKaBame NPOjeKTUBHOr npocTopa Huje meduuucano y rauku 0). Ca
Opyre cTpaHe, Tayke MPOjEeKTVWBHE XUIEPPABHU T CYy WHBAPUjaHTHE, Ia je
matpuna P onpebena ycaoBuma:

Ker(P) =0, P| =AId. (6.1)

TakBa maTpura je mo Ha crajgap jeauHcTBeHa. Jloka)kuMo ma je mpeciuka-
Bame P onpebeHo ToM MaTpuUIlOM 3auCTa IeHTPaJiHa Mpojeknurja u3 Tauke O
Ha paBaH T. JlOBOJBHO je moka3aTu na ce 3a cBaky Tauky A’ € 7 6uio Koja
tauka A ma mpasoj OA’ mpeciurkasa y A'. Kaxo je A = a0 + BA’, 8 # 0,
3aKCTa BaKU

PA = P(aO + BA’) = BPA’ = BAA/,

To ject, P(A) = A’, mro je u Tpebano mokazaTu. |

Hamomena 6.2 Kako menTpasana mpojeknuja uMa UCTUA 3aMKUC Ka0 U MPOjeK-
TUBHA TpaHcopMalrja OHA MMa U cIndHe ocobOuHe. Permmmo, meHTpasHa
IpOjeKnrja dyBa ABOpasMepy Tadaka (YKOJIWKO He JereHepUIle IpaBy Ha
KOjOj Ce Tauke HaJja3e, Tj. yYKOJIMUKO Ta IIpaBa HE CAAPIKU IEHTAP IPOjeK-
nuje). Iloka3 je canvan OHOME 3a IPOJEKTUBHE TPAHCHOPMANUje U MOKE
ce mahu y [10].

3anmarak 6.3 Onpemuru neatap O IMEHTPAIHOT NPOjEKTOBAWA MPOjJEKTU-
BHOT IIPOCTOpPa Ha paBaH T : t1x1 + texe + t3xs + t4x4 = 0, Tako ma TO
IIPOjEKTOBaE MOCJe Mpeacka Ha aduHe KOOpAuHaTe Oyme:

a) KOCa NIpOjeKnuja y mpasly BekTopa v(vi,vs,v3);

6) HOpMAJIHA MPOjeKuuja Ha PaBaH T.

Pememe: a) [Ipase koje cumajajy oamrosapajylie Tauke cexy ce y Tauku
O. Kon kocor mpojekToBama Te IpaBe Cy IapajesiHe BeKTopy v, na je O
Beckonauno masexa taurka O(vy : vy : v3 : 0) mpojekTuBHOr mpocTopa. V3
ycaoBa O € 7, ciuenu vyt + vots + vty # 0.

6) HopMmasHO IpPOjeKTOBame je CIemUjaliaH Ciyda] KOCOI HPU KOM je
BEKTOP V BEKTOD paBHU 7. Kako je y apuHUM KOODAMHATAMA jeTHAUMHA
paBHU T garta ca 7T : b1z + toy + tsz + t4 = 0, wen BexTop je n,(t1,ts,t3), na
HA OCHOBY a) mobujamo O(t; :tg:t5:0). O
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Hamomena 6.3 Jacuo je ma ce Koca m HOpMAaJIHA NIPOjEKIHja IOCTOje Y
CBUM IUMEH3MjaMa U ma y adpuHuM KoopauHarama mmajy obawmk (5.1), mpu
uemy Bazkn det(a;;) = 0.

3amarak 6.4 Oxpemutu Gopmyiie neHTpaJHe npojeknuje us raure O(zg, yo)
a¢rHe paBHU Ha UpaBy y = kz + n.

Pememe: Hera je \X' = PX 3zamnuc mpojernuje y XOMOTEHUM KOODIU-
HaraMa, npu deMy je P = (p;;) omrosapajyha marpuuna ¢opmara (3 x 3).
Kako ce ocmoBy 3amarakra 6.2, Bexrop O(zo,yo,1) Tauke O(xzg : yo : 1)
CIUKa y HYyJa BEKTOp, H00umjamo

P11To + p12yo + p13 = 0,
P2170 + P22y + p23 = 0,
P31%0 + P32yo + p33 = 0.

Caaxka Taura npase y = kx+n, 1o ject, kr1 —x3+nz3 = 0 je uHBapujanTHA,
na 3a, perumo tauke (1:%:0) u (0:n: 1), nobujamo

pi1 +pik = A, pien+piz = 0,
pa1 +pk = AE, P2an +pa3 = An,
p31 +p32k = 0 p3a2n +p3z = A

3a pasHe Tauke y3eT je UCTU KOeQUIUjEHT A, jep je pecTpUKIrja MpOjek-
nuje Ha npaBy upeHtuter (penamuja (6.1)). Omarme mobujamMo mMaTpuily
IIpojexnuje:

n — 1Yo o —Nnxo
P= —kyo kxog+n —nyYo
—k 1 kil?o — Yo

Hanmomumemo ma je 3amaTtak Morao OUTU pelieH M MeTOJaMa AHAJUTUYKE
reoMerpuje, cauvHo 3amatky 6.1. O

3anarak 6.5 Onpenutu ¢dopmysie koMmMmosuiuje [ HPOjEeKIUje U3 TadKe
0(0,—1) ma z—ocy a¢pune paBHu u TpaHciamuje 3a Bexrop v(3,0). Illra
je cmura Tpoyria umja cy remera (1,0),(0,1) m (1,—1)7

YuyrcTrBo: Y XOMOT€HUM KOODAWHATAMA, MATPUIA TPOjEKIHje je



89

1 00
P=|10 00
01 1
Kommonyjemo nu je ca TpancaanujoMm mobujamo:

Q

Il
S O =

0 3
0 0
11

(0,1)

(1,0) (3,0) v

7 T (1,-1)

SamaTak 6.5

C o63upom ma ce Teme (1, —1) mpojerryje y GECKOHAYHO HAJIEKY TAUKY
T—0ce, IPOjeKIyja TPOYTJIa je MONIyIpaBa Koja IPEeACTaABba TIO3UTUBHUA €O
oce. Tpancnanujom ce mweH movyerak nomepa y tauky (3,0). O

3anmarak 6.6 Onpenuru popMmyiie Koce Ipojekirje apuHe PaBHU HA IPaBY
y=x — 1, aKo cy 3paly IpPOjeKTOBama MapaJeIHA L—OCH.

Pememe: Onpemnmvo npBo ¢opmyiie y adpuauM koopauHaTtama. Hera je

(2',y') mpojermmja Tauke (z,y). JacHO je ma Tauka U HEHA MPOjEKNnja UMajy

UCTy y-KoopauHaTy, Tj. Yy = y. Kako mpojeknuja mpumana mpaBoj Basku
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' =y +1=y+1 uume cy popmyae npojernuje onpehene. Onrosapajyha
MaTpUIa ¥ XOMOTeHUM KOOpAuUHATaMa je

0 1 1
P=10 10
0 0 O

]

3anmarak 6.7 Ounpenuty hopmysie HOpMadHE OpOjeknuje aduHe PABHUA HA
T—OCY ¥ XOMOT€HUM UM a(GUHUM KOODIUHATAMA.

3amarak 6.8 Onpemutu caury kpyra (x—2)+(y—3) = 1 nupu npojerimjama
U3 TpEeTXOMHa IBa 3aJaTKa.

3anmarak 6.9 Onpennty (opMmyse KOMIO3UNMje pPOTAlUje OKO TadKe
S(zo,y0) 38 yrao ¢ u HOpMaJIHE IPOjEKIUje HA T—OCY.

Pememe: Marpuma poramuje OKO TPOU3BOJLHE TAUKE YV PaBHU OaTa je
y 3amarky 5.16, a TpaskeHe mpojekuuje y 3amarky 6.7, ma ce mMarpura
TPasKEHOT IpeCcrKaBama Jo0nja Kao IPOM3BOLI TUX ABE]Y:

1 00 cos¢p —sing xo(l — cos ) + yosin ¢
0 0 0 sin ¢ cosd  yo(l —cosg) +xzpsing | =
0 0 1 0 0 1

cos¢p —sing xo(l — cos @) + yosin ¢
= 0 0 0
0 0 1

O

3anmarak 6.10 Ogpemury  dpopmyne npojekunje u3z tauke O(zg, Yo, 20)
a¢uHOr mpocTopa Ha paBan Ax + By +Cz+ D = 0.

3amarak 6.11 Oapemuru cenky chepe (x —3)2+y? + 22 = 1 ma pasau Oyz,
aKO Ce M3BOp cBeTyiocTH Hasnaszu y tauku M(5,1,1).

3anmarak 6.12 Ongpemuru npojekuujy terpaenpa u3 tauke O(—4,4,4) na
paBan x —y + 2z +5 = 0, ako cy merosa tpu temena A(0,0,0), B(2,0,0) u
C(1, V3, 0), mok je Tpeha KOOpIAMHATA YETBPTOT TEMEHA MO3UTUBHA.
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3amarak 6.13 Koca mpojexnuja mpocropa R? ma pasam Oxy oxpebena je

npojexmmjom M ( —3 0) rauke M (0,0,1). Oxgpemuru Gpopmyie OBe Ipo-

-5
jexrmje u mpojexmujy emmmce y? + 222 = 1,2 = 0.

YoyrcTrBOo: 3palny IPOjeKTOBAKA CY MapaJIeHU IPABOj KOja CaIP:KU TAUKE
M; nw M. Tlosmatum mOCTYymKOM OOOMjaMO MATPUILy MOPOjeKNUje Y XO-
MOTEHUM KOOPIUHATAMA,

1
10 —- O
2
1
-1 01 — 0
P —_— 3 b}
0 0 0 0
0 0 1
TO jecT, aUHU OOJMK IPECIUKABAma je
¥ = =z 1z
= 5%
;o _ L
y - y 3 )
Z =0
. . . / 2 N2 12 /
Iamwe, nobujamo npojexnujy eaunce: (y — gx) + 8z =1,2 =0. ([

3anmarak 6.14 Onpennty GopMysie KOMIO3UIMjEe POTALKj€ OKO IPON3BOJbHE
mpaBe @ 3a yrao o U IpOjeKIuje Oysk z—oce Ha paBan Oxy.

YuyrcrBo: Poramnuja oko npase a mara je y 3amarky 5.23, m0K, aHAJIOTHO
kao y 3amatky 6.7, mobujamo ma je TpakeHa MPOjeKIUja Penpe3eHTOBAHA
ca P = diag(1,1,0,1). Marpuua komunosuuuje jeqHaka je HPOU3BOLY Ma-
TPUIlE POTAlNje U MATPUIE IIPOjEKIUje. ]

Hamomena 6.4 KoMmnosunuje paBaHCKMX M IPOCTOPHUX TpaHcdopMaluja,
pasmarpaHux y ['maBu 5, ca IpojernjaMa peaausyjy ce Ha CINYAH HAUUH
kao y 3amgamuma 6.9 n 6.14.






I'maBa 7

KBaTtepanonm

7.1 YxKpaTKO O KBaTepHUOHUMA

Mana cy ma onpeben mauun 3a mux suaau jom u Ojaep m layc,
oTkpulie kBaTepuHnoHa ce npunucyje Xamuarony (XI1X Bek) xoju ux je,
HAKOH IITO WX jé OTKpPUO, mpoyuyaBao jom 17 roamua. A mpoHamao ux je
TaAKO IITO je TPaKuo ajredbpy Koja Ou omucuBaja M3OMETPHUje TPOCTOPa
Ka0 WITO KOMIUIEKCHM OpOjeBU Omucyjy u3oMerpuje paBHU (poramuje).

Horanuja xojy oBne kopuctuMmo npunarobera je ymorpedu y KOMIjyTep-
CKOj Tpaduny u npeysera u3 pazxa [16].

Hedmaumuja 7.1 KBarepuuonu cy 6pojeBu obauka
H={zxi+yj+zk+w]zx,vy,zweR}

rme cy i,j n k Besanu mebhy cobom m ca jemuauriom ciaemehom tabaumom
MHOMKEH A

|1 ik
11 i 4k
ili -1k —j
ili -k -1 i
k|k j —i -1
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EnemenT xojum ce MHOXKU CileBa HAJIA3UW Ce€ y KOJOHW, & €JIEMEHT KOjUM Ce
MHOXKI CHECHA y BPCTU. 3HAK OIepalnuje - ce OOUYHO M30CTABILA.

Ksarepuuonu cy acouujarusHa anrebpa (BEeKTOPCKU IPOCTOD ca Ome-
pamujoM MHO¥ema) Ham R ca jemmaumom. IlpmMernMo ma KBaTepHUOHU
HuCy KoMmyTaTuBHa anrebpa. Crampmapmaa 6a3a BekTOpCKor mpoctopa H
je (i,j,k,1). Yecro naentuduryjemo mpocrope H = R?* pemammjom

xi+yj+zk+w = (z,y,z,w).
Peasau 1 MMarmHapHM 710 KBATEPHUOHA ¢ Cy PeIOM
R(g) =w, S(@)=wzityj+zk=v.

IMormpocrop SH 22 R? remepucan ca i,j u k Ha3UBAMO IPOCTOPOM MMAa-
ruHapHUX KBatepHuona. Vnenrupurammjy H = SH® R = R3 R obuuno
3aInCyjeMo

g =i+ yj+ 2k +w = [(@,y,2),u] = [v,u].
KonjyroBanu KBaTepHMOH KBATEPHUOHA ¢, NEPUHUIIEMO Ca
q=—xi—yj— zk +w.

ITonchamo ma ce ma mpocropy H = R? ckamapeM mTpoM3BOX BEKTOPA, TO
ject, kBatepuuoHa q = (x,y, z,w) u q1 = (1, Y1, 21, W1) AePUHULIE DEIALU]OM

(¢, q1) = x21 + Yyy1 + 221 + wwy,

OJaKie je

lal = Va2 + 2 + 22 + w?,

Tarobe, ma mpoctopy SH = R® je medpummcan cranmapIHEU BEKTOPCKH
npon3Box (KOoju 03HAYABAMO Ca X ).

3amarak 7.1 Peasnu OpojeBu m caMO OHM KOMYyTHPA]y Ca CBUM KBaTep-
HUOHUMA..

3amarak 7.2 (Ocobune cabupama 1 MHOMXKEHA )
a) q+q = [v,wl+ [vi,ur] = [v+ vi,w+wil;

6) qq = [v,w][vy,wi] = [V X V1 + wvi + wiv,ww; — (V,V1)];
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6) qq1 = [V,O][V]_,O] = [V X Vi, _<V7V1>]7 q,q1 € SH.

3anarak 7.3 (OcobuHe CKAJApHOT HPOM3BOLA VI KOHjyTrOBamha)

) @ =qq q+a=q+q, q=g;

0) (¢,q1) =R(Gq1), Rg= g, Sq = q%q;
e) laa| = lallq;

2) ¢ ' = %7 (qq) ' =aqr g

7.2 KBarepmonu u msoMmerpuje mpocropa R3

XoMOreHe KOOpAVHATE TAYKe TPOIVMEH3UOHOI IPOCTOPA UICHTUDPUKY-
jeMo ca KBaTepPHUOHOM Ha cienehu Hauwmu

(z:y:2:w) < [(z,y,2), 0] = [v,w].

Hedowmaumuja 7.2 Ma koju KBaTepHWOH ¢ pa3auduT onx HyJe, oxpebyje
rxoHjyramujy C; : H — H dopmymom

Co(p) = apq™ "
Sanarak 7.4 Heka je ¢ KBATEDHMOH pa3IUYUT O HyJIe U Heka je p € R?
TAUKa PENPE3eHTOBAHA KAO KBATEPHUOH CBOJUM XOMOTEHUM KOODIUHATAMA
p=(r:y:z:w)=[v,w]. dokazaru:

a) womjyramuje Cy u Ch, ¢, h € H cy ucra mpecinkaBama ako I CaMo
ako Basku h = A\g, A € R;

6) rxomjyramuja C, je uzomerpuja npoctopa R® = SH;

8) ako Baxku ¢ = [vsing,cosa] u |v| = 1, opeciukasame Cy je
poramnuja 3a yrao 2 OKO BEKTOPA V y IMO3UTUBHOM CMEDY.
Pememe: a) Heka sasku C, = Cj,, To ject, Heka je gpg~ ' = hph™! 3a caxo
p € H. OBo je exBuBasentro penamaju (h~1q)p = p(h~1q), To ject, Tome
Ia KBaTepHWOH h~lq KOMyTwpa ca cBakuM KBaTepHHOHOM p. Ha oCHOBY



96 Kearepuuonu

Banaraka 7.1, OPeTXOOHO BasKM aKO M caMoO ako Baxu h-'qg = A € R,
onmHocHO ¢ = Ah, A eR.

6) Ha ocuoBy tBpbema a), 3a konjyranujy C,; MOKEMO IPETIOCTABUTU
na je mcmymeno |q| = 1, To ject, ¢! = ¢. 3a Ma KOju KBATEPHUOH p BaKW

|Cy(p)| = lapal = |qllplla] = |p|,

na je xoujyramuja msomerpuja npoctopa H. Kopucrehin 3anmarax 7.3 6),
“MaMOo

2R(Cy(p)) = Cy(p) + Cy(p) = qpq + qpq = q(p + p)q = p + D = 2Rp.

Haxne, sasxu R(Cy(p)) = Rp, na xomjyranuja dysa peasaH HeO KBaTEp-
HuoHa. KoHauwo mobujamo

ISpI” + [Rpl* = [pl* = [Co(p)* = [S(Cy(0))I* + IR(Co (P,

onakie je [SCy(p)| = |Sp|. Barmyuyjemo na je KOHjyrauuja M30MeTpuja Ha
R3 = QH, mro je u Tpebaao DOKA3aATH.
6) Ilpumernmo nma Baxku |g| = 1, ma je crora § = —vsina + cosa.

IokaskuMO Ia je BEKTOp V MHBapHjaHTaH mpu mpeciaukasamy C, (kopu-
CTUMO I8 32 UMArMHAPHE KBATEPHUOHE BAXKU q¢1 = ¢ X ¢1 — (¢, q1) ):

Cy(v) = (vsina+cosa)v(—vsina+ cosa) =

2

= (—sina+vcosa)(—vsina + cosa) = v(sin® a + cos®* a) = v.

Heka je x jemunumdunm BEKTOp HOpPMAJIaH Ha BEKTOP V, TO jeCT, TaKaB 1a
Baskn vX = v X X. Kopucrehn ¢popmyny 3a ABOCTpYKM BEKTOPCKU IPOU3BOI
(xxy) xz=(x2)y—(y,z)x,

nooujamo:
Cy(x) = (vsina+cosa)x(—vsina+ cosa) =
= (vxxsina+xcosa)(—vsina+ cosa) =
= —(vxx)xvsin®a+xcos?a+ 2(v x x)sinacosa =
= xcos2a+ (v X x)sin 2a.
Kako je (x,v X X,v) oproHopmMupaHna 6a3a NO3UTUBHE OpUjeHTALUje, U3

mperxonHe (opMyise 3akpbydyjemMo na je C, poramuja OKO BEKTOpa V 3a
yrao 3a 2« y IO3UTUBHOM CMEDY. U
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3anmarak 7.5 Heka je ¢ = xi+yj+zk+w jenuauunm kBaTrepuauon. Oapemuru
marpuny [C,] KoHjyrauuje KBATEPHUOHOM ¢ y KAHOHCKO] 0asu mpocropa
H =~ R

Pememe: Osznaunmo ca R, mecHo, a ca Ly JIeBO MHOMCH€E KBATEPHIOHOM
q, TO jecT,
Ry(p) =pq, Lq(p) = ap,

3a Ma koje p € H. IlpecmuraBama Ry, L, : H — H cy nureapra. Baxu

Cq(p) = qpq = Lq(R4(p)) = Rq(Lq(p)),

na je JOBOJPHO OAPEAUTH MATPUYHU 3aIlIC IpecinukaBama g u L, n Ma-
Tpuna koja npeacrasipa C, he 6utn npousBos Tux nBejy marpuna. IIpnme-
TUMO J& je KOMyTHUpame JIEBOT U JecHOor MHoxema L4 o R, = Ry o L, mo-
cllenna acoIjaTUBHOCTY KBATEPHUOHCKOD MHOKEHA. Kako je

L,(1)=q=wxi+yj+ zk+w, L,(i) = qi = wi+ zj —yk — z,
Ly(j)=qj = —zi+wj+ zk — vy, Ly(k) = gk = yi — xj + wk — z,
TO je MaTpuIla JeBOI MHOKeHa KBATCPHUOHOM ¢ Pelpe3eHTOBaHa Ca
w o —z Y
z w -z

-y T w
- -y -z

[Lq] =

g v 8

Ha cnuuan Hauywms nobujamMo MaTpUIly HECHOI MHOKEHA KBATEPHUOHOM (:

[Ra] = y o w —z
T Y z W
Marpuny [Cy] = [L4][Rg] xonjyramuje C, mobmjaMo MHOKEHEM OArOBapa-

jyhux marpuna [Lg] n [Rg] (360r KOMyTaTHBHOCTH PeROCIEN MHOKEHA je
HeOuTaH):

1-2(y2+2%) 2(zy —w2) 2(xz 4 yw)
20y +2w)  1-2(2%+2%)  2(yz —2w)
2(xz — yw) 2yz +zw) 1 —2(z?+y?)
0 0 0

[Cql = . (1)

_ o O O
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npu yemy cMo Kopuctmim yeaos 1 = |q|? = 2% + y? + 2% + w?. O

3amarak 7.6 a) Ceaka opujeHTabumHa w30MeTpuja mpoctopa R3 ce mMomxe
IpeICTaBUATU Kao KoHjyramuja Cy; HEKUM jeIHUYHUM KBATEPHHOHOM.

6) SO(3) =~ RP3.

Pememe: «) Ilomro je, Ha ocmoBy 3amatka 5.19, cBaka opujenTabuiana
n30MeTpuja poranudja Oko Heke oce TBpheme je Beh mokazaHo y 3a1aTKy
7.4 8).

6) Kaxro cy romjyramuje Cy u Cy, ¢,h € H 2 R*, ucra npeciukapama
aKo M caMo ako Baxku h = A\q, A € R, ckyn cBux KOHjyramuja MOKEMO UIECH-
tTuduroBaTu ca mpoctopom RP3. Ha ocroBy TBpbema a) je jacHo ma Baku
SO(3) ¢ RP3. O6parno, meka je C, € RP3 komjyranuja KBaTepHUOHOM
¢ 33 KOJU MOKEMO IPETIOCTABUATHU Oa j€ jeOUMHUYHU. 3aTo je ¢ ObJuKa
q = [v,w] u xaro je |v|*> + |w|?> = 1, on je m obsmra ¢ = [vsina,cosal, 3a
HEKU jeMHUYHU BeKTOp V u « € R. 3ar0 je KoHjyranuja Ma KOjUM KBaTep-
HuonOM potanuja (3anartak 7.4 (6)), na Basku u RP3 C SO(3). Ilakne, Baxu
SO(3) = RP3, mpu uemy cmo ca RP3 o3naumiu ckyn cBux koHjyranuja. [J

3amarak 7.7 OxpenuTy MaTpumy poTanrje OKO OCe UWjU je jeINHUIHU
BeKTOp V = (a1, a2,a3) 3a yrao a y MO3UTUBHOM CMEDY.

Pememe: Y 3anarky 7.4 6) moka3aHo je ma ce TpaskeHa poTauuja pea-
nusyje kao KoHjyramuja C; KBAT€PHUOHOM

g = [vsin %, cos %] = sin %(ali + asj + ask) + cos %.

Ila 6u mobunu oarosapajyhy marpuny, noBoJbHO je na y marpumm (7.1)
3aMEHMO T = a1 sin%, Y = as sin%, z = as sin%, w = COoS 3 (Ynopenuru
nobujeHy MaTpUIly ca MaTpULOM K3 3amaTtka 5.23). O

Hamomena 7.1 13 3anatka 7.6 je jacHo ma romjyramuje Cy u C—¢, |¢| =1,
npencTaBibajy UCTy M3OMETpUjy, TO ject, majy wcty Marpuny. OOpaTHO
tBpbeme je mato y cremehem 3amaTky.

3anarak 7.8 Ha ocHoBy marpune A nare maoMerpuje, OAPEAUTH je TUHUYHU
KBATEPHUOH ¢ TakaB ga Baxu [Cy] = A.
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