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1P R E D G O V O ROvaj novi otisak Hilbertovih �Osnovi geometrije� nije neka prava novaprerada. Upravo u£injene su samo neke ispravke i manje dopune.U dopuni I su skupljene neke zavisnosti u sistemu aksioma realnih bro-jeva, ranije navedene u dodatku V I. Dopuna III je u su²tini ponavljanjejedne dopune dodatka II u petom izdanju, koja se odnosi na izvodljivostjedne dalje aksiome podudarnosti iz uºe aksiome uz pomo¢ jedne aksiomesme²tanja.Kao dopuna II dodata je nova upro²¢ena formula
ija nauke o propor
i-jama, £ija je rana formula
ija zadrºana u glavnom tekstu ��14-16.Od dodatka I −X sedmog izdanja uneti su opet samo oni geometrijskogkaraktera, tj. I − V .Radi orijenta
ije o sedmom izdanju nave²¢emo iz Hilbertovog predgovoratom izdanju slede¢e: �Ovo sedmo izdanje moje knjige �Osnovi geometrije� je,spram ranijih izdanja, znatno popravljeno i dopunjeno, i to delom premamojim kasnijim predavanjima o ovom predmetu, a delom kako su to zahte-vali rezultati koje su u medjuvremenu postigli drugi autori. U zavisnostiod toga je preradjen tekst glavnog dela knjige. Retko drago
enu pomo¢pri tome pruºio mi je jedan od mojih u£enika H. Arnold �mit (H. Arnold

Schmidt). On ne samo ²to je za mene vr²io sav rad koji je zalazio u po-jedinosti, ve¢ od njega poti£u i mnogobrojne samostalne primedbe i doda
i;posebno, on je samostalno dao novu stiliza
iju dodataka II. Za ovu nje-govu pomo¢ izraºavam mu najsrda£niju zahvalnost�. Dalje treba jo² ukazatii na istorijski pregled �O Hilbertovom zasnivanju geometrije� (Zur Hilberts

Grundlegung der Geometrie) koji je dao A. �mit u Hilbertovim �Saku-pljenim spisima"(Gesammelte Abhandlungen) sv. II ( Berlin 1933), str.404-414.Cirih, marta 1956. P. Bernajs
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2Celokupno ljudsko saznanje po£inje sa opaºajima, odatle ide ka poj-movima i zavrshava se idejama. K a n t, Kritika £istog umaU£enje o elementima, deo 2, odeljak 2.
U v o dZa potpuno izgradjivanje geometrije � isto kao i aritmetike � potrebanje samo mali broj prostih osnovnih stavova. Ovi osnovni stavovi nazivaju sea k s i omama geometrije. Postavljanje aksioma geometrije i ispitivanjenjihovih uzajamnih odnosa jeste zadatak koji je jo² od vremena Eu k l i d abio predmet mnogobrojnih izvr²nih rasprava matemati£ke literature. Ovajse zadatak svodi na logi£ku analizu na²eg prostornog opaºanja.Slede¢e istraºivanje predstavlja nov poku²aj da se u geometriji postavip o t p u n i ² t o p r o s t i j i sistem aksioma i da se iz ovih aksioma izvedunajvaºniji geometrijski stavovi tako da se jasno vidi kako zna£aj razli£itihgrupa aksioma tako i doma²aj posledi
a koje slede iz pojedinih aksioma.



3Prva glavaPet grupa aksioma�1. Elementi geometrije i pet grupa aksiomaD e f i n i 
 i j a. Mi zami²ljamo tri razli£ita sistema stvari: stvari p r v o gsistema nazivamo ta£kama i ozna£avamo ih sa A, B, C, ...; stvari d r u g o gsistema nazivamo pravima i ozna£avamo ih sa a, b, c, ...; stvari t r e ¢ e g sis-tema nazivamo ravnima i ozna£avamo ih sa α, β, γ,...; ta£ke se nazivaju ielementima linearne geometrije, ta£ke i prave se nazivaju elementima ravnegeometrije, a ta£ke, prave i ravni nazivaju se elementima prostorne geometri-je ili elementima prostora.Mi zami²ljamo ta£ke, prave i ravni u izvesnim medjusobnim odnosima iozna£avamo ove odnose re£ima �leºati", �izmedju", �podudarno", �paralelno",�neprekidno"; ta£an i za matemati£ke svrhe potpun opis ovih odnosa postiºese pomo¢u aksioma geometrije.Aksiome geometrije moºemo podeliti u pet grupa; svaka pojedina£no odovih grupa izraºava izvesne povezane osnovne £injeni
e na²eg opaºaja. Mi¢emo ove grupe aksioma nazivati na slede¢i na£in:
I 1-8. aksiome veze,
II 1-4. aksiome rasporeda,
III 1-5. aksiome podudarnosti,
IV aksioma paralelnih,
V 1-2. aksiome neprekidnosti.�2. Grupa aksioma I: Aksiome vezeAksiome ove grupe postavljaju vezu izmedju gore navedenih stvari: ta£aka,pravih i ravni i glase:
I1. Za dve ta£ke A, B, postoji uvek prava a koja pripada svakoj od ovihdveju ta£aka A, B.
I2. Za dve ta£ke A, B, ne postoji vi²e od jedne prave koja bi pripadalasvakoj od dveju ta£aka A, B.Ovde, kao i u daljim izlaganjima, pod dvema, trima, ... ta£kama odn.pravama, ravnima uvek se podrazumevaju r a z l i £ i t e ta£ke odn. prave,ravni.Umesto �pripadati� upotrebljava¢emo i druge na£ine izraºavanja, npr.prava a prolazi kroz ta£ke A i B, prava a vezuje A i B ili vezuje A sa B, Aleºi na a, A je ta£ka prave a, postoji ta£ka A na a itd. Ako ta£ka A leºi napravoj a i osim toga, na drugoj pravoj b, upotrebi¢emo takodje izraze: prave

a i b se seku u ta£ki A, imaju ta£ku A zajedni£ku itd.
I3. Na pravoj postoje uvek najmanje dve ta£ke. Postoje najmanje trita£ke koje ne leºe na jednoj pravoj.



4
I4. Ma za koje tri ta£ke A, B, C koje ne leºe na istoj pravoj, postoji uvekravan α koja pripada svakoj od ove tri ta£ke A, B, C. Za svaku ravan uvekpostoji ta£ka koja joj pripada.Mi ¢emo upotrebljavati i izraze: A l e º i u α; A j e ta£ka ravni α itd.
I5. Ma za koje tri ta£ke A, B, C koje ne leºe na istoj pravoj ne postojivi²e od jedne ravni koja pripada svakoj od ovih triju ta£aka A, B, C.
I6. Ako dve ta£ke A, B prave a leºe u ravni α, onda svaka ta£ka prave aleºi u ravni α.U ovom slu£aju kaºemo: p r a v a a l e º i u r a v n i α itd.
I7. Ako dve ravni α, β imaju zajedni£ku ta£ku A, onda one imaju naj-manje jo² jednu zajedni£ku ta£ku B.
I8. Postoje najmanje £etiri ta£ke koje ne leºe u jednoj ravni.Aksioma I7 izraºava da prostor nema vi²e od tri dimenzije; naprotiv,aksioma I8 izraºava da prostor ima manje od tri dimenzije.Aksiome I1-8 mogu se nazvati aksiomama ravni grupe I za razliku odaksioma I4-8 koje nazivamo prostornim aksiomama grupe I.Od stavova koji slede iz aksioma I1-8 ,pomenu¢emo samo ova dva:S t a v 1. Dve prave koje leºe u istoj ravni imaju ili jednu zajedni£kuta£ku, ili nemaju nijednu zajedni£ku ta£ku; dve ravni ili nemaju nijednuzajedni£ku ta£ku, ili imaju zajedni£ku pravu i osim toga nijednu drugu za-jedni£ku ta£ku; ravan i prava koja ne leºi u ovoj ravni ili nemaju nijednuzajedni£ku ta£ku ili imaju jednu zajedni£ku ta£ku.S t a v 2. Kroz pravu i ta£ku koja ne leºi na ovoj pravoj, kao i kroz dverazli£ite prave sa zajedni£kom ta£kom, prolazi uvek jedna i samo jedna ravan.



5�3. Grupa aksioma II: Aksiome rasporedaAksiome ove grupe de�ni²u pojam �izmedju� i omogu¢avaju na osnovuovog pojma raspored ta£aka na pravoj, u ravni i u prostoru.D e f i n i 
 i j a. Ta£ke neke prave stoje u izvesnim medjusobnim odnosima.Za opis ovih odnosa sluºimo se naro£ito re£ju �izmedju".
II1. Ako ta£ka B leºi izmedju ta£aka A i C, onda su A, B, C tri razli£iteta£ke prave i B leºi takodje izmedju C i A.

A B C

II2. Za dve ta£ke A i C uvek postoji najmanje jedna ta£ka B na pravoj
AB, tako da C leºi izmedju A i B.

A BC

II3. Od ma kojih triju ta£aka prave ne postoji vi²e od jedne koja leºiizmedju one druge dve.Osim ovih linearnih aksoma rasporeda, potrebna je jo² jedna aksiomarasporeda za ravan.D e f i n i 
 i j a. Posmatramo na pravoj a dve ta£ke A i B; sistem dvejuta£aka A i B zva¢emo duº i ozna£avati sa AB ili BA. Ta£ke izmedju A i
B zva¢emo ta£kama duºi AB ili ta£kama koje leºe u unutra²njosti duºi AB;ta£ke A, B nazivaju se krajnjim ta£kama duºi AB. Sve ostale ta£ke prave anazivaju se ta£kama koje leºe van duºi AB.

II4. Neka su A, B, C tri ta£ke koje ne leºe na jednoj pravoj i neka je aprava u ravni ABC koja ne prolazi ni kroz jednu od tih ta£aka A, B, C: akotada prava a prolazi kroz jednu od ta£aka duºi AB, ona mora prolaziti krozjednu od ta£aka duºi AC ili kroz jednu od ta£aka duºi BC.
A B

C

aIzraºavaju¢i se o£igledno moºemo re¢i: ako prava ulazi u unutra²njosttrougla, ona i izlazi iz njega. Da prava a pri tome ne moºe prese
ati obeduºi AC i BC, moºe se dokazati.



6�4. Posledi
e iz aksioma veze i rasporedaIz aksioma grupa I i II slede stavovi:S t a v 3. Za dve ta£ke A i C postoji najmanje jedna ta£ka D na pravoj
AC koja leºi izmedju A i C.

E

G

DA
C

F

Dok a z. Prema aksiomi I3 postoji van prave AC jedna ta£ka E, a premaaksiomi II2 postoji na pravoj AE ta£ka F tako da je E ta£ka duºi AF .Prema istoj aksiomi i prema aksiomi II3 postoji na pravoj FC ta£ka G kojane leºi na duºi FC. Tako, prema aksiomi II4 prava EG mora se¢i duº ACu nekoj ta£ki D.S t a v 4. Od ma kojih triju ta£aka A, B, C jedne prave uvek postoji jednakoja leºi izmedju drugih dveju.D o k a z. Neka A ne leºi izmedju A i B. Spojimo ta£ku D koja ne leºi napravoj AC sa ta£kom B i odaberimo, prema aksiomi II2, na spojnoj pravojta£ku G tako da D leºi izmedju B i G.
CA B

G

EF

DPrimenom aksiome II4 pokazuje se da se prave AD i CG seku u nekojta£ki E koja leºi izmedju C i G; na isti na£in se dobija da se prave CD i
AG seku u ta£ki F koja leºi izmedju A i G. Ako se sada primeni aksioma
II4 na trougao AEG i na pravu CF , pokazuje se da D leºi izmedju A i E,a primenom iste aksiome na trougao AEC i pravu BG saznaje se da ta£ka
B leºi izmedju A i C.S t a v 5. Ma koje £etiri ta£ke jedne prave mogu se uvek ozna£iti sa
A, B, C, D tako da ta£ka ozna£ena sa B leºi izmedju A i C i takodje izmedju
A i D i, dalje , da ta£ka ozna£ena sa C leºi izmedju A i D i takodje izmedju
B i D.



7Do k a z. Neka su A, B, C, D £etiri ta£ke prave g. Dokaza¢emo najpreovo:
E

F

DCBA

G

H

1. Ako ta£ka B leºi na duºi AC, a ta£ka C na duºi BD onda ta£ke B i
C leºe i na duºi AD. Izabra¢emo, prema aksiomama I3 i II2, ta£ku E kojane leºi na pravoj g i ta£ku F tako da E leºi izmedju C i F . Vi²estrukomprimenom aksioma II3 i II4 pokazuje se da se duºi AE i BF seku u nekojta£ki G i, dalje, da prava CF prese
a duº GD u ta£ki H. Po²to na taj na£in
H leºi na duºi GD, a E, prema aksiomi II3, ne leºi na duºi AG, to premaaksiomi II4 prava EH prese
a duº AD, tj. C leºi na duºi AD. Isto se takodokazuje simetri£no da i ta£ka B leºi na ovoj duºi.2. Ako ta£ka B leºi na duºi AC, a ta£ka C na duºi AD, onda i ta£ka Cleºi na duºi BD, a i ta£ka B na duºi AD. Odaberemo neku ta£ku G vanprave g i jednu drugu ta£ku F tako da G leºi na duºi BF . Prema aksiomama
I2, II3 prava CF ne prese
a ni duº AB ni duº BG, i zato, prema aksiomi
II4 ona takodje ne prese
a ni duº AG. Ali, po²to ta£ka C leºi na duºi AD,to prava CF prese
a duº GD u nekoj ta£ki H. No, prava FH, opet premaaksiomama II3 i II4, prese
a duº BD. Dakle, C leºi na duºi BD. Ostalideo tvrdjenja sledi, prema tome, iz tvrdjenja 1.Neka su sad date ma koje £etiri ta£ke jedne prave. Uzmimo tri od tihta£aka i ozna£imo sa Q onu od njih koja, prema stavu 4 i aksiomi II3, leºiizmedju dveju drugih, a obe ove ozna£imo sa S. Tada opet iz aksiome II3 istava 4, proizilazi da ta£ka S moºe imati jedan od ovih pet poloºaja:

R leºi izmedju P i S,ili P leºi izmedju R i S,ili S leºi izmedju P i R i u isto vreme Q izmedju P i S,ili S leºi izmedju P i Q,ili P leºi izmedju Q i S.Prve £etiri mogu¢nosti pruºaju pretpostavke pod 2, a poslednju pret-postavke pod 1. Time je stav 5 dokazan.S t a v 6 (uop²tenje stava 5). Ako je dat ma koji kona£an broj ta£aka napravoj, onda se one mogu uvek ozna£iti sa A, B, C, D, E, ..., K, tako da ta£kaozna£ena sa B leºi izmedju A s jedne strane i C, D, E, ..., K s druge strane,dalje C izmedju A, B s jedne strane, zatim D izmedju A, B, C s jedne strane



8i E, ..., K s druge strane, zatim D izmedju A, B, C s jedne strane i E, ..., Ks druge strane itd.
E KA B C DOsim ovog na£ina ozna£avanja postoji jo² samo jedan obrnuti na£in oz-na£avanja K, ..., E, D, C, B, A koji ima isto svojstvo.S t a v 7. Izmedju ma koje date ta£ke jedne prave postoji uvek beskrajnomnogo ta£aka.S t a v 8. Svaka prava a koja leºi u ravni α razdvaja ta£ke ove ravni αkoje ne leºe na toj pravoj u dve oblasti slede¢eg svojstva: svaka ta£ka Ajedne oblasti sa svakom ta£kom B druge oblasti odredjuje duº AB u £ijojunutra²njosti leºi jedna ta£ka prave a; naprotiv, ma koje dve ta£ke A i A′iste oblasti odredjuju duº AA′ koja ne sadrºi nijednu od ta£aka prave a.D e f i n i 
 i j a. Re¢i ¢emo da ta£ke A i A′ leºe u ravni α sa iste strane odprave a i da ta£ke A i B leºe u ravni α sa raznih strana od prave a.

A

B

A′

a

De f i n i 
 i j a. Neka su A, A′, O, B £etiri ta£ke na pravoj a tako da ta£ka
O leºi izmedju A i B, ali ne leºi izmedju A i A′. Tada ¢emo kazati: ta£ke Ai A′ leºe na pravoj a sa iste strane od ta£ke O, a ta£ke A, B leºe na pravoj
a sa raznih strana od ta£ke O. Sve ta£ke prave a koje leºe sa iste straneod ta£ke O, nazivaju se i polupravom koja polazi od ta£ke O; prema tome,svaka ta£ka prave deli tu pravu na dve poluprave.

O BA′ADe f i n i 
 i j a. Sistem duºi AB, BC, CD, ...KL koji vezuje ta£ke A i Lnaziva se izlomljenom linijom; ova izlomljena linija ozna£ava se kratko sa
ABCD...KL. Ta£ke koje leºe u unutra²njosti duºi AB, BC, CD, ...KL, kaoi ta£ke A, B, C, D, ..., K, L nazivaju se sve zajedno ta£kama izlomljene linije.



9Ako se ta£ke A, B, C, D, ..., K, L sve nalaze u jednoj pravoj, a osim togaako se ta£ka L poklapa sa ta£kom A, takva ¢e se izlomljena linija nazvatipoligonom i ozna£iti kao poligon ABCD...K. Duºi AB, BC, CD, ..., KAnazivaju se stranama poligona, a ta£ke A, B, C, D, ..., K temenima poligona.Poligon sa 3,4,...,n temena naziva se trouglom, £etvorouglom,...
n-touglom.D e f i n i 
 i j a. Ako su sva temena poligona razli£ita i nijedno teme polig-ona ne leºi na jednoj njegovoj strani i ako ma koje dve strane poligonanemaju nijednu zajedni£ku ta£ku, taj se poligon naziva prostim.Pomo¢u stava 8 do¢i ¢emo sada bez znatnih tesko¢a do slede¢ih stavova:S t a v 9. Svaki prosti poligon koji leºi u ravni α razdvaja one ta£ke ravni
α koje ne pripadaju poligonu na dve oblasti, unutra²nju i spolja²nju, sa ovimsvojstvom: ako je A ta£ka unutra²nje oblasti (u n u t r a ² nj a t a £ k a), a Bta£ka spolja²nje oblasti (s p o lj a ² nj a t a £ k a), svaka izlomljena linija kojaleºi u ravni α i vezuje ta£ke A i B ima najmanje jednu zajedni£ku ta£ku sapoligonom; naprotiv, ako su A, A′ dve unutra²nje ta£ke poligona, B, B′ dvespolja²nje ta£ke poligona , to u ravni α postoje uvek izlomljene linije kojespajaju ta£ku A sa A′ i ta£ku B sa B′ i nemaju nijednu zajedni£ku ta£ku sapoligonom.

AB

B′

A′

Pri podesnom izboru naziva za obe oblasti postoje uvek prave u ravni αkoje 
ele leºe u spolja²njoj oblasti poligona, a naprotiv, ne postoji nijednaprava koja bi 
ela leºala u unutra²njoj oblasti poligona.S t a v 10. Svaka ravan α razdvaja ostale ta£ke prostora u dve oblasti kojeimaju ovo svojstvo: svaka ta£ka A jedne oblasti sa svakom ta£kom B drugeoblasti odredjuje duº AB koja u sebi sadrºi jednu ta£ku ravni α; naprotiv,ma koje dve ta£ke A i A′ jedne i iste oblasti odredjuju duº AA′ koja ne sadrºinijednu ta£ku ravni α.D e f i n i 
 i j a. Koriste¢i se oznakama iz stava 10, re¢i ¢emo: ta£ke A i A′leºe u prostoru sa iste strane od ravni α, a ta£ke A i B leºe u prostoru sarazli£itih strana od ravni α.Stav 10 izraºava najvaºnije £injeni
e u odnosu na raspored elemenata up r o s t o r u; otuda su ove £injeni
e isklju£ivo posledi
a dosad posmatranihaksioma i nije potrebna nijedna nova p r os t o r n a aksioma grupe II.



10�5. Grupa aksioma III: Aksiome podudarnostiAksiome ove grupe de�ni²u pojam podudarnosti a time i pojam kretanja.D e f i n i 
 i j a. Duºi stoje u izvesnim odnosima medju sobom, za £ija namozna£avanja sluºe re£i �podudarno� (kongruentno) ili � jednako".
III 1. Ako su A, B dve ta£ke na pravoj a i ako je, dalje, A′ ta£ka naistoj ili na drugoj pravoj a′, onda se moºe uvek na¢i takva ta£ka B′ prave

a′ na datoj strani od ta£ke A′, da duº AB bude podudarna ili jednaka duºi
A′B′,sto ¢emo ozna£iti na slede¢i na£in:

AB = A′B′Ova aksioma zahteva mogu¢nost preno²enja duºi. Jednozna£nost takvogpreno²enja bi¢e do
nije dokazana.Duº je bila de�nisana prosto kao sistem dveju ta£aka i ozna£ena sa ABili BA. Poredak ovih ta£aka nije u de�ni
iji uzet u obzir; zato formule
AB = A′B′, AB = B′A′

BA = A′B′, BA = B′A′imaju isto zna£enje.
III2. Ako su duºi A′B′ i A′′B′′ podudarne jednoj istoj duºi AB, bi¢ei duº A′B′ podudarna duºi A′′B′′, ili kratko: ako su dve duºi podudarnetre¢oj, podudarne su i medju sobom.Po²to se podudarnost ili jednakost uvodi tek pomo¢u ovih aksioma, tonajpre nije samo po sebi razumljivo da je svaka duº sama sebi podudarna;ali ova £injeni
a sledi iz prvih dveju aksioma podudarnosti, kad prenesemoduº AB na ma koju polupravu tako da je konstruisana duº A′B′ podudarnaduºi AB i tada primenimo aksiomu III2 na podudarnosti AB = A′B′ i

AB = A′B′.Na osnovu toga dobija se dalje, primenom aksiome III2, da podudarnostduºi ima svojstvo simetije i tranzitivnosti, tj. da vaºe stavovi:ako je AB ≡ A′B′,onda je i A′B′ ≡ AB,ako je AB ≡ A′B′i A′B′′ ≡ A′′B′′onda je i AB ≡ A′′B′′.



11Na osnovu simetrije podudarnosti duºi moºe se re¢i: dve duºi su �med-jusobno podudarne�.
III3. Neka su AB i BC dve duºi na pravoj a bez zajedni£kih ta£aka ineka su, dalje, A′B′ i B′C ′ dve duºi na istoj pravoj a ili na nekoj drugojpravoj a′ koje isto tako nemaju zajedni£kih ta£aka; ako je AB ≡ A′B′ i

BC ≡ B′C ′ i bi¢e uvek i AC ≡ A′C ′.
B CA

C′B′A′

a

a′Ova aksioma izraºava zahtev mogu¢nosti sabiranja duºi. Preno²enjeuglova bi¢e isto tako ispitano kao i preno²enje duºi. Osim mogu¢nosti pre-no²enja uglova svakako se mora aksiomati£ki zahtevati jo² jednozna£nost;naprotiv, tranzitivnost i aditivnost mogu se dokazati.D e f i n i 
 i j a. Neka je α proizvoljna ravan, a h i k neka su dve makoje razli£ite poluprave koja izlaze iz ta£ke O u ravni α i pripadaju raznimpravima. Sistem ove dve poluprave h, k naziva¢emo uglom i ozna£i¢émo
6 (h, k) ili sa 6 (k, h).Poluprave h, k nazivaju se kra
ima ugla, a ta£ka O naziva se temenomugla.Poloºeni i ispup£eni uglovi isklju£eni su ovom de�ni
ijom.Neka poluprava h pripada pravoj h̄, a poluprava k pravoj k̄. Poluprave hi k uzete zajedno sa ta£kom O, dele ostale ta£ke ravni u dve oblasti: za sveta£ke koje sa h leºe na istoj strani od k̄ i sa k na istoj strani od h̄, kaºemoda leºe u unuta²njosti ugla 6 (h, k); za sve druge ta£ke kaºemo da leºe uspolja²njosti ili van ovog ugla.Na osnovi aksioma I i II lako se pokazuje da obe oblasti sadrºe ta£ke i daduº koja vezuje dve ta£ke u unutra²njosti ugla, uvek 
ela leºi u unutra²njostiugla. Isto se tako lako mogu dokazati slede¢e £injeni
e: ako ta£ka H leºina h i ta£ka H na k, to 
ela duº HK leºi u unutra²njosti. Poluprava kojapolazi iz ta£ke O ili 
ela leºi u unutra²njosti ugla ili 
ela leºi van tog ugla;poluprava koja leºi u unutra²njosti ugla prese
a duº HK. Ako je A ta£kajedne oblasti, a B ta£ka druge oblasti, to svaka izlomljena linija koja vezuje
A i B ili prolazi kroz ta£ku O ili ima sa h ili k najmanje jednu zajdni£kuta£ku; naprotiv, ako su A, A′ ta£ke iste oblasti, to uvek postoji izlomljenalinija koja vezuje ta£ku A sa A′ i niti prolazi kroz ta£ku O niti kroz ijednuod ta£aka polupravih h i k.D e f i n i 
 i j a. Uglovi stoje u izvesnim medjusobnim odnosima za £ijenam ozna£avanje takodje sluºe re£i �podudarno�(kongurentno) ili � jednako�.

III4. Neka je dat ugao 6 (h, k) i ravni α i prava a′ u ravni α′ kao iodredjena strana ravni α′ prema pravoj a′. Neka h′ ozna£ava polupravuprave a′ koja polazi iz ta£ke O′; onda u ravni α′ postoji jedna i samo jedna



12poluprava k′ tako da ugao 6 (h, k) podudaran ili jednak uglu 6 (h′, k′) i u istovreme sve unutra²nje ta£ke ugla 6 (h′, k′) nalaze se na datoj strani od prave
a′, ²to ¢emo ozna£iti na ovaj na£in:

6 (h, k) ≡ 6 (h′, k′).Svaki ugao je podudaran samom sebi, tj. uvek je
6 (h, k) ≡ 6 (h, k)Ukratko re£eno: svaki ugao se moºe na jednozna£an na£in preneti u datojravni na datu polupravu sa date strane. Pri de�nisanju ugla nismo uzimaliu obzir smer obrtanja, kao ²to nismo uzimali u obzir smer kod duºi. Otudai oznake

6 (h, k) ≡ 6 (h′, k′), 6 (h, k) ≡ 6 (k′, h′), 6 (k, h) ≡ 6 (h′, k′), 6 (k, h) ≡ 6 (k′, h′)imaju isti smisao.D e f i n i 
 i j a. Ugao sa temenom u ta£ki B na £ijem jednom kraku leºita£ka A, a na drugom ta£ka C, ozna£ava se i sa 6 ABC ili kratko, sa 6 B .Uglovi se ozna£avaju i sa malim gr£kim slovima.
III5. Ako za dva trougla ABC i A′B′C ′ vaºe podudarnosti

6 ABC ≡ 6 A′B′C ′onda uvek postoji i podudarnost.Aksiome III1−3 sadrºe samo iskaze o podudarnosti duºi; zato se onemogu nazivati linearnim aksiomama III. Aksioma III4 sadrºi iskaze o podu-darnosti uglova. Aksioma III5 vezuje medju sobom pojmove podudarnostiduºi i uglova.
C′

B′ B′′A′

BA

Aksiome III4 i III5 sadrºe iskaze o elmentima ravanske geometrije i zatose mogu nazvati aksiomama ravni grupe III.Jednozna£nost preno²enja duºi sledi iz jednozna£nosti preno²enja uglovauz pomo¢ aksiome III5 . Pretpostavimo da se duº AB moºe preneti napolupravu koja polazi iz ta£ke A′ na dva na£ina, naime do ta£ke B′ i dota£ke B′′. Uze¢emo tada ta£ku C ′ van prave A′B′ i dobi¢emo kongruen
ije
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A′B′ ≡ A′B′′, A′C ′ ≡ A′C ′, 6 A′B′C ′ ≡ 6 B′′A′C ′dakle, prema aksioma III4

6 A′′C ′B′ ≡ 6 A′C ′B′′²to protivure£i jednozna£nosti preno²enja ugla koja se zahteva u aksiomi
III4. �6. Posledi
e aksioma podudarnostiD e f i n i 
 i j a. Dva ugla koja imaju zajedni£ko teme i jedan zajedni£kikrak, a £iji nezajedni£ki kra
i obrazuju pravu nazivaju se uporednim uglovoma.Dva ugla sa zajedni£kim temenom £iji kra
i obrazuju dve prave nazivaju seunakrsnim uglovima. Ugao koji je svom uporednom uglu podudaran nazivase pravim uglom.Dokaza¢emo sada redom ove stavove:S t a v 11. U trouglu sa dve podudarne strane uglovi koji leºe naspramtih strana su podudarni, ili, kra¢e: u ravnokrakom trouglu uglovi na osnovi
isu jednaki. Ovaj stav sledi iz aksiome III5 i poslednjeg dela aksiome III4.D e f i n i 
 i j a. Za trougao ABC kaºe se da je podudaran trouglu A′B′C ′,ako su podudarnosti

AB ≡ A′B′, AC ≡ A′C ′, BC ≡ B′C ′

6 A ≡ 6 A′, 6 B ≡ 6 B′, 6 C ≡ 6 C ′sve zadovoljene.S t a v 12 (prvi stav o podudarnosti trouglova). Trougao ABC je podu-daran trouglu A′B′C ′, ako vaºe podudarnosti
AB≡A′B′, AC≡A′C ′, 6 A≡6 A′.

D′

B′

C′

A′A B

C

Dok a z. Prema aksiomi III5 postoje podudarnosti
6 B≡6 B′, 6 C≡6 C ′,i zato ostaje samo jo² da se dokaºe da vaºi podudarnost BC≡B′C ′. Pret-postavimo suprotno, naime da BC nije podudarno sa B′C ′ i odredimo na

B′C ′ ta£ku D′ tako da je BC≡B′C ′. Tada se, primenom aksiome III5 natrouglove ABC i A′B′C ′, dobija da je 6 ABC ≡ 6 A′B′D′. Bio bi, dakle,ugao 6 BAC kongruentan kako uglu 6 B′A′D′, tako i uglu 6 B′A′C ′; ovo je



14mogu¢e, po²to se prema aksiomi III4 svaki ugao moºe u ravni preneti samona jedan na£in na datu polupravu sa date strane u ravni. Time je dokazanoda je trougao ABC kongruentan trouglu A′B′C ′. Isto tako lako se dokazujeslede¢i stav.S t a v 13 (drugi stav o podudarnosti trouglova). Trougao ABC podu-daran je drugom trouglu A′B′C ′ ako vaºe podudarnosti
AB ≡ A′B′, 6 A ≡ 6 A′, 6 B ≡ 6 B′.S t a v 14. Ako je ugao 6 ABC podudaran drugom uglu 6 A′B′C ′ bi¢e injegov uporedni ugao 6 CBD podudaran uporednom uglu

6 C ′B′D′ onog drugog ugla.
B′B D′

C′

A′A D

C

Dok a z. Izaberimo ta£ke A′, C ′, D′ na kra
ima koji polaze iz ta£ke B′tako da bude
AB ≡ A′B′, CB ≡ C ′B′, DB ≡ D′B′.Iz stava 12 tada sledi da je trougao ABC podudaran trouglu A′B′C ′ tj. vaºepodudarnosti

AC ≡ A′C ′ i 6 BAC ≡ 6 B′A′C ′.A osim toga kako je prema aksiomi III3 duº AD podudarna duºi A′D′, izistog stava 12 sledi da je trougao CAD podudaran trouglu C ′A′D′, tj. vaºepodudarnosti:
CD≡C ′D′ i 6 ADC ≡ 6 A′D′C ′,a odatle sledi, posmatraju¢i trouglove BCD i B′C ′D′ prema aksiomi III5,

6 CBD ≡ 6 C ′B′D′.Neposredna posledi
a stava 14 jeste stav o podudarnosti unakrsnih uglova.Dalje, iz istog stava sledi egzisten
ija pravog ugla. Ako se, naime, preneseproizvoljan ugao na polupravu OA od ta£ke O na obe strane i na slobodnimkra
ima od ta£ke O uzmu kongruentne duºi OB≡OC, to ¢e duº BC prese¢ipravu OA u nekoj ta£ki D. Poklopi li se pri tome ta£ka D sa ta£kom O, ondasu uglovi 6 BOA i 6 COA jednaki uporednim uglovima i zato pravi. Leºi li,pak, D na polupravoj DA, bi¢e prema konstruk
iji, 6 DOB ≡ 6 DOC, au slu£aju da D leºi na drugoj polupravoj, to iz stava 14 sledi pomenutapodudarnost.
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C

B

D AO

B

C

O AD

Prema aksiomiIII2 svaka duº podudarna ja samoj sebi: OD≡DO. Prematome, na osnovu aksiome III5 sledi da je 6 ODB ≡ 6 ODC.S t a v 15. Neka su h, k, l sa jedne strane i h′, k′, l′ sa druge strane po tripoluprave koje polaze iz iste ta£ke O odnosno O′ i leºe u ravni α odnosno
α′. Neka pri tome h, k i h′, k′ leºe na istoj strani ili raznim stranama od lodnosno l′. Ako tada postoje podudarnosti

6 (h, l) ≡ 6 (h′, l′) i 6 (k, l) ≡6 (k′, l′),onda je uvek i
6 (h, k) ≡ 6 (h′, k′).Dokaz ¢e biti izveden za slu£aj kada h i k leºe na istoj strani od l, aprema pretpostav
i takodje h′ i k′ leºe na istoj strani od l′. Pomo¢u stava14 drugi se slu£aj svodi na prvi slu£aj. Iz de�ni
ije sledi da ili h leºi u uglu

6 (k, l) ili k lezi u uglu 6 (h, l). Uzmimo ozna£avanja tako da h leºi u uglu
6 (k, l). Odaberimo na kra
ima k, k′, l, l′ ta£ke K, K ′, L, L′ tako da bude OK

≡ O′K ′. Prema jednom prethodno navedenom stavu, poluprava h prese
aduº KL u ta£ki H.
l

h
k

l′

h′
k′

H ′H

K′

L′O′O L

K

Uzmimo ta£ku H ′ na polupravoj h′ tako da bude OH ≡ O′H ′. U trou-glovima OLH i O′L′H ′, kao i u trouglovima OLK i O′L′K ′ na osnovu stava12, dobijaju se podudarnosti
6 OLH ≡ 6 O′L′H ′, 6 OLK ≡6 O′L′K ′,

LH ≡ L′H ′, LK ≡ L′K ′i najzad
6 OLK≡ 6 O′L′K ′



16Kako se, prema aksiomi III4, svaki ugao moºe samo na jedan na£in prenetina datu polupravu sa date strane u nekoj ravni i kako H ′ i K ′, prema pret-postav
i, leºe na istoj strani od l′ , to na osnovu dveju pomenutih podu-darnosti duºi i na osnovu aksiome III3 lako pokazuje da je HK ≡ H ′K ′. Izpodudarnosti OK ≡ O′K ′ i HK ≡ H ′K ′ i 6 OKL ≡ 6 O′K ′L′ moºe se po-mo¢u aksiome III5 izvesti ta£nost na²eg tvrdjenja. Na sli£an na£in dolazimodo ove £injeni
e:S t a v 16. Neka je ugao 6 (h, k) koji je u ravni α podudaran uglu 6 (h′, k′)koji je u ravni α′ i neka je l poluprava ravni α koja polazi iz tamena ugla
6 (h, k) i prostire se u unutra²njosti ovog ugla: tada u ravni α′ postoji jednai samo jedna poluprava l′ koja polazi iz temena ugla 6 (h′, k′) i prostire se uunutra²njosti ovog ugla tako da je

6 (h′, k′) ≡ 6 (h′, k′) 6 (k, l) ≡ 6 (k′, l′).Da bismo dobili tre¢i stav o podudarnosti i osobinu simetrije podudarnostiuglova, izve²¢emo najpre iz stava 15 jo² ovaj stav:S t a v 17. Ako dve ta£ke Z1 i Z2 leºe sa raznih strana prave XY i akopri tome vaºe podudarnosti XZ1 ≡ XZ2 i Y Z1 ≡ Y Z2, bi¢e i ugao 6 XY Z1podudaran uglu 6 XY Z2.
Z1 Z2

X

YDok a z. Prema stavu 11 je 6 XZ1Z2 ≡ 6 XZ2Z1 i 6 Y Z1Z2 ≡ 6 Y Z2Z1.Zato iz stava 15 sledi podudarnost: 6 XZ1Y ≡6 XZ2Y . Naro£iti slu£ajevikad X odnosno Y leºe na Z1Z2 re²avaju se jo² prostije. Iz poslednje podu-darnosti i pretpostavljenih podudarnosti XZ1 ≡ XZ2 i Y Z1 ≡ Y Z2 slediprema aksiomi III5 tvrdjenje:
6 XY Z1 ≡ 6 XY Z2.S t a v 18 (tre¢i stav o podudarnosti trouglova). Ako su u dva trougla

ABC i A′B′C ′ odgovaraju¢e strane podudarne, onda su trouglovi podudarni.
B′′B0

A′

B′

C′

A

B

C



17Do k a z. Kako je na strani 11 dokazana osobina simetrije za podudarnostduºi, dovoljno je dokazati da je trougao ABC podudaran trouglu A′B′C ′.Prenesimo ugao 6 BAC na polupravu A′C ′ sa obe strane ta£ke A′. Na krakukoji sa ta£kom B′ leºi sa iste strane od A′C ′ odaberimo ta£ku B0 tako daje A′B0 ≡ AB; i odaberimo na drugom slobodnom kraku ta£ku B′′ tako daje A′B′′≡AB. Prema stavu 12 bi¢e BC ≡ B0C
′ i isto tako BC ≡ B′′C ′. Izdosad pomenutih podudarnosti zajedno sa podudarnostima iz pretpostavkeprema aksiomi III2 dobijamo podudarnosti

A′B′′ ≡ A′B0, B′′C ′ ≡ B0C
′i

A′B′′ ≡ A′B′, B′′C ′ ≡ B′C ′.Pretpostavke stava 17, dakle, vaºe kako za oba trougla A′B′′C ′ i A′B0C
′tako isto i za oba trougla A′B′′C ′ i A′B′C ′, tj. ugao 6 B′′A′C ′ podudaran jekako uglu 6 B0A

′C ′, tako i uglu 6 B′A′C ′. No kako se, prema aksiomi III4,svaki ugao moºe samo na jedan na£in preneti na datu polupravu sa datestrane u nekoj ravni, to se poluprava A′B0 mora poklopiti sa polupravom
A′B′, tj. ugao kongruentan uglu 6 BAC koji je prenet sa odradjene stranena A′C ′ jeste ugao 6 B′A′C ′. Iz podudarnosti 6 BAC ≡ 6 B′A′C ′ i iz pred-postavljenih podudarnosti duºi sledi, prema stavu 12, tvrdjenje na²e teo-rame:S t a v 19. Ako su dva ugla 6 (h′, k′) i 6 (h′′, k′′) podudarna tre¢em uglu
6 (h, k), onda je i ugao 6 (h′, k′) podudaran uglu 6 (h′′, k′′) Ovaj stav kojiodgovara aksiomi III2, moºe se ovako formulisati: ako su dva ugla podudarnatre¢em, oni su medju sobom podudarni.D o k a z. Neka su ta£ke O′, O′′ i O temena tri data ugla. Odaberimona po jednom kraku svakog od ovih uglova ta£ke A′, A′′ i A tako da bude
O′A′≡OA i O′A′′≡OA. Isto tako odaberimo na drugim kra
ima ta£ke B′, B′′i B tako da bude O′B′≡OB i O′′B′′≡OB. Ove podudarnosti zajedno sa obepretpostavke

6 (h′, k′) ≡ 6 (h, k) i 6 (h′′, k′′) ≡ 6 (h, k)prema stavu 12, daju podudarnosti
A′B′ ≡ AB i A′′B′′ ≡ AB.Prema aksiomi III2, dakle, sve tri odgovaraju¢e strani
e trouglova A′B′O′i A′′B′′O′′ podudarne su, a time, prema stavu 18 vaºi

6 (h′, k′) ≡ 6 (h′′, k′′).Iz stava 19, isto kao za duºi iz aksiome III2, sledi osobina simetrijepodudarnosti uglova, tj.: ako je 6 α≡ 6 β onda su uglovi 6 α i 6 β medju



18sobom podudarni. Naro£ito, stavovi 12-14 mogu se sad izraziti u simetri£nojformi. Sad moºemo zasnovati uporedjivanje veli£ina uglova.S t a v 20. Neka su data ma koja dva ugla 6 (h, k) i 6 (h′, k′). Ako se tadapri preno²enju ugla 6 (h, k) na polupravu h′ sa strane na kojoj je poluprava
l′, dobije unutra²nja poluprava k′, onda se preno²enjem ugla 6 (h′, k′) napolupravu h sa strane na kojoj je k dobija spolja²nja poluprava l i obrnuto.

h

k
l

h′

k′
l′

h

k

l

h′

l′′

k′l′

Dok a z. Pretpostavimo da l leºi u unutra²njosti ugla 6 (h, k). Po²to je
6 (h, k)≡6 (h′, k′), prema stavu 16, unutra²njoj polupravoj l odgovara polupra-va l′′ u unutra²njosti ugla 6 (h′, k′) tako da vaºi podudarnost 6 (h, l)≡6 (h′, l′′).Prema pretpostav
i i zbog simetrije kongruen
ije uglova vaºi 6 (h, l)≡6 (h′, l′),pri £emu su l′ i l′′ nuºno razli£iti, a to protivure£i jednozna£nosti preno²enjaugla po aksiomi III4. Obrnuti stav dokazuje se sli£no.D e f i n i 
 i j a. Ako pri preno²enju ugla 6 (h, k) opisanom u stavu 20,poluprava k′ padne u unutra²njost ugla 6 (h′, l′), onda kaºemo da je ugao
6 (h, k) manji od ugala 6 (h′, k′), a pi²emo: 6 (h, k) < 6 (h′, l′); ako li se pakpri tome dobije spolja²nja poluprava, onda ¢emo re¢i: ugao 6 (h, k) je ve¢iod ugla 6 (h′, l′), a pisati: 6 (h, k) > 6 (h′, l′).Vidimo da za dva ugla α i β uvek postoji jedna i samo jedna od ove trimogu¢nosti:

α < β i β > α, α ≡ β, α > β i β < α.Uporedjivanje veli£ina uglova je tranzitivno, tj. iz svake od triju pretpostavki1. α > β, β > γ; 2. α > β, β ≡ γ; 3. α ≡ β, β > γsledi
α > γ.Uporedjivanje veli£ina duºi sa analognim svojstvima neposredno sledi iz ak-sioma II i III1 i jednozna£nosti preno²enja duºi, dokazanih ranije. Na os-novu uporedjivanja veli£ina uglova postiºe se dokaz narednog prostog stavakoji je Euklid - po mome mi²ljenju bez prava - stavio medju aksiome.S t a v 21. Svi pravi uglovi su podudarni medju sobom
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kh

ll′′

α β α′ β′Dok a z. Prav ugao je, prema de�ni
iji, takav ugao koji je podudaransvom uporednom uglu. Neka su uglovi α ili 6 (h, l) i β ili 6 (k, l) uporedniuglovi, isto tako i uglovi α′ i β′, i neka je α ≡ β i α′ ≡ β′. Pretpostavimo,suprotno tvrdjenju stava 21, da ugao α′ nije podudaran uglu α. Tada se,preno²enjem ugla α′ na polupravu h sa strane na kojoj leºi l, dobija poluprava
l′′, razli£ita od l. Na taj na£in l′′ leºi ili u unutra²njosti ugla α ili u untra²n-josti ugla β. U slu£aju da l′ leºi u unutra²njosti ugla α, vaºilo bi:

6 (h, l′′) < α, α ≡ β, β < 6 (k, l′′).Odavde sledi na osnovu tranzitivnosti uporedjivanja veli£ina
6 (h, l′′) < 6 (k, l′′). S druge strane prema pretpostav
i vaºi stav 14

6 (h, l′′) ≡ α′, α′ ≡ β′, β′ ≡ 6 (k, l′′),a iz toga sledi
6 (h, l′′) ≡ 6 (k, l′′).²to protivure£i odnosu 6 (h, l′′) < 6 (k, l′′). U slu£aju da l′′ leºi u untra²njostiugla β, dolazi se do potpuno analogne protivure£nosti. Time je dokazan stav21. D e f i n i 
 i j a. Ugao koji je ve¢i od svog uporednog ugla odnosno ve¢i odpravog ugla, naziva se tupim uglom; ugao koji je manji od svog uporednogugla, odnosno manji od pravog ugla, naziva se o²trim uglom.Osnovni stav, koji je jo² kod Euklida igrao vaºnu ulogu, iz koga sledi niz£injeni
a, jeste stav o spolja²njem uglu.D e f i n i 
 i j a. Uglovi 6 ABC, 6 BCA i 6 CAB koji pripadaju trouglu

ABC nazivaju se uglovima toga trougla; uglovi koji su uporedni ovim uglovi-ma nazivaju se spolja²njim uglovima trougla.S t a v 22 (stav o spolja²njem uglu). Spolja²nji ugao trougla ve¢i je odoba njemu nesusedna ugla u trouglu.D o k a z. Neka je ugao 6 CAD spolja²nji ugao trougla ABC. Neka seta£ka D odabere tako da je AD ≡ CB.
A B

C

D



20Dokaºimo najpre da je 6 CAD ≡|≡ 6 ACB, to bi usled podudarnosti
AC ≡ CA i prema aksiomi III5, vaºilo: 6 ACD ≡ 6 CAB. Iz stavova 14 i19 sledilo bi sada da je ugao 6 ACD podudaran uglu koji je uporedan uglu
6 ACB. Tada bi, prema aksiomi III4, ta£ka D leºala na pravoj CB, ²toprotivure£i aksiomi I2. Vaºi, dakle,

6 CAD ≡|≡ 6 ACB.No, takodje ne moºe biti 6 CAD < 6 ACB, jer tada bismo, preno²enjemspolja²njeg ugla 6 CAD u ta£ku C na CA sa one strane na kojoj leºi B,dobili krak koji se prostire u unutra²njosti ugla 6 ACB; taj krak bi prese
aoduº AB u nekoj ta£ki B′. Tada bi u trouglu AB′C spolja²nji ugao 6 CADbio podudaran uglu 6 ACB′. A to, kao ²to je gore dokazano, nije mogu¢e.Dakle, ostaje jo² samo mogu¢nost: 6 CAD < 6 ACB.
B

C

D B′AIsto tako sledi da je ugao koji je unakrsan uglu 6 CAD ve¢i od ugla
6 ABC, a iz podudarnosti unakrsnih uglova i tranzitivnosti uporedjivanaveli£ina uglova sada sledi 6 CAD > 6 ABC.Time je tvrdjenje potpuno dokazano.Vaºne posledi
e iz stava o spolja²njem uglu jesu naredni stavovi.S t a v 23. U svakom trouglu prema ve¢oj strani leºi ve¢i ugao.Dokaz. Prenesimo manju od dveju posmatranih strana trougala od za-jedni£kog temena na ve¢u stanu. Tvrdjenje tada sledi usled tranzitivnostiuporedjivanja veli£ina uglova iz stavova 11 i 12.S t a v 24. Trougao sa dva jednaka ugla je ravnokraki.Ova inverzija stava 11 jeste neposredna posledi
a stava 23. Iz stava 22dobija se dalje na prost na£in dopuna drugog stava podudarnosti trouglova:S t a v 25. Dva trougla ABC i A′B′C ′ podudarna su jedan drugom akopostoje podudarnosti

AB ≡ A′B′, 6 A ≡ 6 A′ i 6 C ≡ 6 C ′S t a v 26. Svaka duº moºe se prepoloviti.
A

BE

C

D

A

B
E

C

D

α
α

α
α



21Do k a z. Prenesimo na datu duº AB kod njenih krajnjih ta£aka sa raznihstrana isti ugao α, pa na slobodne krake prenesimo jednake duºi: AC ≡ BD.Po²to ta£ke C i D leºe na raznim stranama od AB, to duº CD prese
a pravu
AB u nekoj ta£ki E.Pretpostavka da se ta£ka E poklapa sa ta£kom A ili B, neposredno pro-tivure£i stavu 22. Uzmemo li da B leºi izmedju A i E, onda bi, prema stavu22, bilo:

6 ABD > 6 BED > 6 BAC,²to protivure£i konstruk
iji. Ista se protivure£nost dobija iz pretpostavkeda ta£ka A leºi izmedju B i E. Dakle, prema stavu 4, ta£ka E leºi na duºi
AB. Prema tome su uglovi 6 AEC i 6 BED, kao unakrsni uglovi, podudarni.Zato se stav 25 moºe primeniti na trouglove AEC i BED, a time se dobija

AE ≡ EB.Kao neposredna posledi
a iz stavova 11 i 26 sledi £injeni
a: svaki se ugaomoºe prepoloviti.Pojam podudarnosti moºe se sada pro²iriti i na proizvoljne �gure.D e f i n i 
 i j a. Ako su ta£ke A, B, C, D, ..., K, L na pravoj a i ta£ke
A′, B′, C ′, D′, ..., K ′, L′ na pravoj a′ takva dva niza ta£aka da su sve odgo-varaju¢e duºi AB i A′B′, AC i A′C ′, BC i B′C ′,..., KL i K ′L′ po dve medjusobom podudarne, onda se za oba niza ta£aka kaºe da su medjusobno po-dudarna; ta£ke A i A′, B i B′,..., L i L′ nazivaju se odgovaraju¢im ta£kamapodudarnih nizova ta£aka.S t a v 27. Ako je od dvaju podudarnih nizova ta£aka A, B, C, ..., K, Li A′, B′, C ′, ..., K ′, L′′ prvi tako uredjen da ta£ka B leºi izmedju A s jednestrane i C, D, ..., K, L s druge strane, ta£ka C izmedju A, B s jedne strane
D, ..., K, L s druge strane, itd. onda su ta£ke A′, B′, ..., K ′, L′ na isti na£inuredjene tj. B′ leºi izmedju A′ s jedne strane i C ′, D′, ..., K ′, L′′ sa drugestrane, C ′ izmedju A′, B′ s jedne strane i D′, ..., K ′, L′ s druge strane itd.D e f i n i 
 i j a. Ma koji kona£an broj ta£aka naziva se �gurom; ako sveta£ke te �gure leºe u jednoj ravni, onda se ona naziva ravnom �gurom.Dve �gure se nazivaju podudarnim ako se njihove ta£ke mogu po dve idve dodeliti jedna drugoj tako da su na ovaj na£in jedna drugoj dodeljeneduºi i jedan drugom dodeljeni uglovi - podudarni. Podudarne �gure, kao²to se vidi iz stavova 14 i 27, imaju ova svojstva: ako tri ta£ke neke �gureleºe na jednoj pravoj, onda ¢e u svakoj podudarnoj �guri odgovaraju¢e ta£keleºati isto tako na jednoj pravoj. Raspored ta£aka u odgovaraju¢im ravnimau odnosu na odgovaraju¢e prave isti je u podudarnim �gurama; to isto vaºi iza poredak odgovaraju¢ih ta£aka na odgovaraju¢im pravima. Najop²tiji stavo podudarnosti za ravan i za prostor izraºava se na ovaj na£in:S t a v 28. Ako su (A, B, C, ..., L) i (A′, B′, C ′, ..., L′) dve podudarne ravne�gure i ako P ozna£ava ta£ku u ravni prve �gure, onda se u ravni druge



22�gure moºe na¢i ta£ka P ′ tako da su (A, B, C, ..., L, P ) i (A′, B′, C ′, ..., L′, P ′)takodje podudarne �gure. Ako �gura (A, B, C, ..., L) sadrºi najmanje trita£ke koje ne leºe na jednoj pravoj, konstruk
ija ta£ke P ′ je samo na jedanna£in mogu¢a.S t a v 29. Ako su (A, B, C, ..., L) i (A′, B′, C ′, ..., L′) podudarne �gure iako P ozna£ava proizvoljnu ta£ku moºe se uvek na¢i ta£ka P ′ tako da su i�gure (A, B, C, ..., L, P ) i (A′, B′, C ′, ..., L′, P ′) podudarne. Sadrºi li �gura(A, B, C, ..., L) najmanje £etiri ta£ke koje ne leºe u jednoj ravni, onda jekonstruk
ija ta£ke P mogu¢a samo na jedan na£in.Stav 29 izraºava vaºan razultat da su sve prostorne £injeni
e podu-darnosti, a samim tim i svojstva kretanja u prostoru ura£unav²i tu i grupeaksioma I i II - posledi
a i pet gore postavljenih linearnih aksioma podu-darnosti i aksioma podudarnosti u ravni.�7. Grupa aksioma IV : Aksioma paralelnihNeka je α proizvoljna ravan, a proizvoljna prava u ravni α i A ta£ka utoj ravni α koja leºi van prave a. Povu
imo u ravni α pravu c koja ide krozta£ku A i prese
a pravu a, a zatim u ravni α pravu b kroz ta£ku A takoda prava c prese
a prave a, b pod jednakim saglasnim uglovima. Tada seiz stava o spolja²njem uglu (srav 22) lako zaklju£uje da prave a i b nemajunijednu zajedni£ku ta£ku, tj. u ravni α kroz ta£ku A van prave a moºe sepovu¢i prava koja ne prese
a pravu a.Aksioma paralelnih glasi:
IV (Euklidova aksioma). Neka je a proizvoljna prava i A ta£ka van nje,tada postoji u ravni, odradjenoj pravom a i ta£kom A, najvi²e jedna pravakoja prolazi kroz A i ne prese
a a.D e f i n i 
 i j a. Iz predhodnog i na osnovu aksiome paralelnih saznajemo,da u ravni, odredjenoj sa a i A, postoji jedna i samo jedna prava koja prolazikroz ta£ku A i ne prese
a pravu a; tu pravu nazivamo paralelnom prema akroz A. Aksioma paralelnih IV istog je zna£enja sa ovim zahtevom: Akodve prave a, b koje leºe u jednoj ravni, ne seku tre¢u pravu c iste ravni, onese onda ne seku ni medju sobom. Ustvari, ako bi prave a, b imale zajedni£kuta£ku A, to bi kroz ta£ku A u istoj ravni bile mogu¢e dve prave a, b kojene bi sekle pravu c; ova okolnost protivure£i aksiomi paralelnih IV . Isto setako lako dobija i obrnuta aksioma paralelnih IV iz pomenutog zahteva.Aksioma paralelnih IV jeste aksioma ravni.Uvodjenje aksiome paralenih znatno upro²¢ava osnove i olak²ava izgrad-jivanje geometrije. Ako, naime, dodamo aksiomama podudarnosti aksiomuparalelnih, onda lako dolazimo do poznatih £injeni
a:S t a v 30. Ako su dve paralelne prave prese£ene tre¢om pravom, onda susaglasni uglovi i naizmeni£ni uglovi podudarni, i obrnuto: iz podudarnostisaglasnih ili naizmeni£nih uglova sledi da su prave paralelne.S t a v 31. Uglovi trougla £ine zajedno dva prava ugla.



23D e f i n i 
 i j a. Ako je M neka proizvoljna ta£ka u ravni α, onda se ukup-nost svih onih ta£aka A u ravni α, za koje su duºi MA jedna drugoj kon-gruentne, naziva krugom; ta£ka M se naziva sredi²te kruga.Na osnovu ove de�ni
ije lako se izvode pomo¢u grupa aksioma III-IVpoznati stavovi o krugu, naro£ito mogu¢nost konstuk
ije kruga ma kroz kojetri ta£ke koje ne leºe na jednoj pravoj, kao i stav o podudarnosti svih per-iferijskih uglova nad isto tetivom i stav o uglovima u tetivnom £etvorouglu.�8. Grupa aksioma V : Aksiome neprekidnosti
V1 (aksioma merenja ili Arhimedova aksioma). Ako su AB i CD ma kojedve duºi, onda postoji neki takav broj n, da kad se duº CD prenese n putaod A jedno za drugim po polupravoj koja prolazi kroz ta£ku B prelazi sepreko ta£ke B.
V2 (aksioma linearne potpunosti). Sistem ta£aka neke prave sa svojimrela
ijama rasporeda i kongruen
ije ne moºe se tako pro²iriti, da ostanuo£uvane rela
ije koje postoje izmedju prethodnih elemenata kao i osnovneosobine linearnog rasporeda i kongruen
ije koje proisti£u iz aksioma I-III,i aksiome V1.Pod osnovnim osobinama se razumeju one u aksimama II1−3 i u stavu5 formulisane osobine rasporeda kao i one u aksiomama III1−3 formulisaneosobine podudarnosti pored jednozna£nosti preno²enja duºi.�to se ti£e onih osobina sistema ta£aka neke prave koje zahtevaju ak-sioma I3 i stav 3 (dokazan uz pomo¢ aksiome II4), ostaje prva, da na pravojima bar dve ta£ke, pri svakom pro²irenju sama po sebi o£uvana, a druga,da za dve ta£ke prave uvek postoji ta£ka koja leºi izmedju njih, posledi
a jenemogu¢nosti pro²irenja sistema ta£aka neke prave. Da aksioma potpunostibude ispunjena, bitno je uslovljeno time ²to se u njoj, medju aksiomama £ijese odrºanje zahteva, sadrºi Arhimedova aksioma. Ustvari moºe se pokazati:nekom sistemu ta£aka na pravoj, koji zadovoljava malo£as nabrojane ak-siome i stavove rasporeda i kongruen
ije, moºe se uvek dodati jo² ta£akana taj na£in, da u ovako pro²irenom sistemu pomenute aksiome takodjevaºe; to zna£i, aksioma potpunosti, u kojoj bi se zahtevalo samo odrºanjepomenutih aksioma i stavova, ali ne i Arhimedova ili njoj odgovaraju¢a ak-sioma, uklju£ivala bi prtivure£nost. Obe aksiome neprekidnosti su linearneaksiome. Uglavnom iz linearne aksiome potpunosti dobijau se ove op²tije£injeni
e:S t a v 32 (stav o potpunosti). Elementi geometije (tj. ta£ke, prave iravni) obrazuju sistem, koji, kad se zadrºe aksiome veze, rasporeda i kon-gruen
ije i Arhimedova aksioma, a pogotovo kad se zadrºe sve aksiome, nedopu²ta vi²e nikakvo pro²irenje pomo¢u ta£aka, pravih i ravni.D o k a z. Elemente koji postoje pre pro²irenja nazva¢emo starim ele-mentima, a one elemente koji se pri pro²irenju dodaju nazva¢emo novimelementima. Pretpostavka novih elemenata neposredno vodi pretpostav
inove ta£ke N .



24Prama aksiomi I8 postoje £etiri stare ta£ke A, B, C, D koje nisu u jednojravni. Oznake se mogu tako izabrati da ta£ke A, B, N ne leºe na jednojpravoj. Obe ravni ABN i ACD, razli£ite jedna od druge, imaju, premaaksiomi I7, osim zajedni£ke ta£ke A jo² i zajedni£ku ta£ku E. Ta£ka E neleºi na pravoj AB, jer bi ina£e ta£ka B leºala u ravni ACD. U slu£aju da je
E nova ta£ka, onda u staroj ravni ACD leºi nova ta£ka E; u slu£aju pak daje E stara, nova ta£ka N leºi u staroj ravni, naime u ravni ABE. U svakomslu£aju, dakle, nova ta£ka leºi u staroj ravni.U staroj ravni postoji stari trougao FGH, a na duºi FG stara ta£ka I.Ako spojimo novu ta£ku L sa ta£kom I, tada ¢e se, prema aksiomi II4, prave
IL i FH ili prave IL i GH se¢i u ta£ki K, ako nova ta£ka L ne leºi na pravoj
IH.

F G

H

I

L

K

U slu£aju da je K nova ta£ka, to nova ta£ka K leºi na staroj pravoj
FH ili GH; u slu£aju pak da je K stara ta£ka, onda nova ta£ka L leºi nastaroj pravoj IK. Otuda sve tri pretpostavke protivure£e aksiomi linearnepotpunosti. Prema tome, treba odba
iti pretpostavku nove ta£ke u starojravni i time uop²te pretpostavku novih elemenata.Stav o potpunosti moºe se jo² o²trije formulisati; zadrºavanje nekih pome-nutih aksioma ne mora se bezuslovno zahtevati. Ali bitno za njegovo vaºenjejeste da je medju aksiomama £ije se odrºanje u njemu zahteva sadrºanaaksioma I7. Ustvari, moºe se ovo pokazati: sistemu elemenata koji zadovol-javaju aksiome I − V , moºe se uvek dodati jo² ta£aka, pravih i ravni takoda u pro²irenom sistemu vaºe iste aksiome, izuzimaju
i aksiomu I7; to zna£i,stav potpunosti u kome bi bila sadrºana aksioma I7, ili njoj ekvivalentnaaksioma, uklju£ivao bi u sebe protivure£nost .Aksioma potpunosti nije posledi
a Arhimedove aksiome. Ustvari, samoArhimedova aksioma uz pomo¢ aksioma I − IV nije dovoljna da dokaºeda je na²a geometrija identi£na sa obi£nom analiti£kom Dekartovom (R.

Descartes) geometrijom(up. �9 i �12). Naprotiv, dodavanjem aksiome pot-punosti - mada ova aksioma ne sadrºi nikakav iskaz o pojmu konvergen
ije -uspeva nam da dokaºemo egzisten
iju grani
e koja odgovara Dedekindovom
(Dedekind) preseku i Bol
anov (B. Bolzano) stav o prostojanju ta£akazgu²njavanja, £ime se tada na²a geometrija pokazuje kao identi£na Dekar-tovoj geometriji.Pomo¢u predhodnog razmatranja zahtev neprekidnosti je razloºen nadva bitno razli£ita dela, naime na Arhimedovu aksiomu koja ima ulogu da



25pripremi zahtev neprekidnosti, i na aksiomu potpunosti koja je zavr²ni £lan
elog sistema aksioma.U slede¢im ispitivanjima uglavnom ¢emo se osloniti na Arhimedovu ak-siomu i uop²te ne¢emo pretpostavljati aksiomu potpunosti.



26Druga glavaNeprotivure£nost i uzajamna nezavisnost aksioma�9. Neprotivure£nost aksiomaAksiome onih pet grupa, postavljenih u prvom odeljku ne protivure£ejedna drugoj, tj. iz njih se pomo¢u logi£kih zaklju£aka ne moºe izvesti neka£injeni
a koja bi protivure£ila jednoj od postavljenih aksioma. Da bismose uverili u to, obrazova¢emo od realnih brojeva sistem stvari u kome ¢ebiti zadovoljene sve aksiome tih pet grupa. Posmatrajmo najpre podru£je
Ω svih onih algebarskih brojeva koji se dobijaju ako se podje od broja 1 ikona£an broj puta primene £etiri ra£unske opera
ije: sabiranje, oduzimanje,mnoºenje, deljenje i peta opera
ija |

√
1 + ω2|, gde ω treba uvek da ozna£avabroj koji je ranije postojao pomo¢u pomenutih pet opera
ija. Par brojeva

(x, y) podru£ja Ω smatra¢emo kao ta£ku, a razmere (u : v : w) ma kojatri broja podru£ja Ω, u slu£aju da u i v nisu oba nula, kao pravu; dalje,neka postojanje jedna£ine ux + vy + w = 0 izraºava da ta£ka (x, y) leºi napravoj (u : v : w); tada su, ²to se lako vidi, aksiome I1−3 i IV zadovoljene.Brojevi podru£ja Ω su svi realni; uzimaju¢ u obzir da se ti brojevi mogurasporediti prema svojim veli£inama, moºemo lako ustanoviti takve postavkeza na²e ta£ke i prave da vaºe i sve aksiome II rasporeda. Ustvari, ako su
(x1, y1), (x2, y2), (x3, y3),... ma koje ta£ke na pravoj, to ¢e ovo biti njihovporedak na pravoj, ako brojevi x1, x2, x3,... ili y1, y2, y3,... u ovom poretku ilistalno opadaju ili stalno rastu; dalje da bi zahtev aksiome II4 bio ispunjen,potrebno je samo ustanoviti da sve ta£ke (x, y), za koje je ux+vy+w manjeili ve¢e od 0, leºe na jednoj, odnosno na drugoj strani prave (u : v : w).

O(0, 0) E(1, 0)

C(a, b)
(x, y)

(x′, y′)

Lako se moºemo uveriti da se ova postavka slaºe sa predhodnom postavkomkoja odredjuje poredak ta£aka na pravoj.Preno²enje duºi i uglova izvodi se prema poznatim metodama analiti£kegeometrije. Transforma
ija oblika
x′ = x + a

y′ = y + bdaje paralelno pomeranje duºi i uglova, a transforma
ija oblika
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x′ = x

y′ = −ydaje ogledanje na pravoj y = 0. Dalje, ako se ta£ka (0,0) ozna£i sa O, ta£ka(1,0) sa E i proizvoljna ta£ka (a, b) sa C, tada iz proizvoljne ta£ke (x, y) ta£ka
(x′, y′) proizilazi obrtanjem za ugao 6 COE, ako je O stalna ta£ka obrtanja,pri £emu treba staviti

x′ = a√
a2+b2

x − b√
a2+b2

y

y′ = b√
a2+b2

x + a√
a2+b2

yPo²to broj
√

a2 + b2 = b
√

1 + (a
b
)2takodje pripada podru£ju Ω, onda pri na²im postavkama vaºe i aksiomekongruen
ije III1−4 i o£igledno je zadovoljena kako aksioma podudarnostitrouglova III5, tako i Arhimedova aksioma V1. Aksioma potpunosti V2 nijezadovoljena.Svaka protivure£nost u posledi
ama iz linearnih aksioma i aksioma ravni

I − IV , V1 morala bi se samim tim pojaviti i u aritmeti
i podru£ja Ω.Odaberemo li u gornjem izlaganju umesto podru£ja Ω podru£je svih re-alnih brojeva, dobi¢emo obi£nu ravnu Dekartovu geometriju. Da je u ovojposlednjoj zadovoljena, osim aksioma I1−3, II, III, V1 i aksioma potpunosti,saznaje se na ovaj na£in:U Dekartovoj geometriji se samo na osnovu de�ni
ija rasporeda i podu-darnosti duºi moºe zaklju£iti: svaka duº se moºe podeliti na proizvoljan broj
n podudannih delova i ako je duº AB manja od duºi AC, onda je i n-ti deood AB manji od n-tog dela AC.Pretpostavimo sada da postoji prava g, na kojoj se, nasuprot aksiomipotpunosti, moºe dodati jo² ta£aka datoj geometriji, a da se pri tome napravoj g ne naru²i vaºenje aksioma II1−3, III1−3, V1, stava 5 ili jednoz-na£nosti preno²enja duºi (str. 25). Neka jedna od datih ta£aka bude N .Ta£ka N deli pravu g u dve poluprave, od kojih svaka, prema Arhimedovojaksiomi, sadrºi i takve ta£ke koje postoje pre pro²irenja - ove poslednje ¢emonazvati starim ta£kama. Dakle, ta£ka N razdeljuje stare ta£ke prave g nadve poluprave. Uzmemo li pravu g predstavljenu u parametarskom obliku

x = mt + n,
y = pt + q,u kojoj parametar t jo² pre pro²irenja pomo¢u N uzima sve realne vrednosti,onda ¢e podela izvedena ta£kom N pruºiti Dedekindov presek ovih vrednosti.Kao ²to je poznato, za takav presek vaºi: ili prva klasa odredjena pomo¢unjega ima poslednji element, ili druga klasa ima prvi element. Neka na pravoj
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g ovom elementu odgovara ta£ka A. Tada izmedju A i N ne leºi ni jednastara ta£ka.Naprotiv, postoji takva stara ta£ka B, da N leºi izmedju A i B. Dalje,prema Arhimedovoj aksiomi, postoji mno²tvo ta£aka npr. n-1 razli£itihta£aka N, C1, C2, ..., Cn−2, D, tako da su n duºi AN ,NC1, C1C2,..., Cn−2Djedna drugoj podudarne i da ta£ka B leºi izmedju A i D.

g A N

W

C1 C2 Cn−2 D

BPodelimo tada duº AB na n podudarnih delova. Sve deone ta£ke su stareta£ke. Neka je W ona od tih ta£aka koja je najbliºa ta£ki A. Iz, na po£etkuovog dokaza navedenih linearnih zahteva o rasporedu i kongruen
iji, proisti£eda je duº AW manja od AN , jer je AB manja od AD. Dakle, stara ta£ka
W leºi izmedju A i N . Prema tome, pretpostavka da se na pravoj g moºedodati ta£ka N , ne naru²avaju¢i pri tome vaºenje linearnih aksioma, dovelaje do protivure£nosti.Dakle, u ravnoj Dekartovoj geometriji vaºe sve linearne aksiome i aksiomeravni I − V .Analogna razmatranja u prostornoj geometriji ne predstavljaju nikakvute²ko¢u.Svaka protivure£nost u posledi
ama iz aksioma I − V morala bi, prematome, da se pojavi i u aritmeti
i sistema realnih brojeva.Kao ²to se vidi, postoji beskona£no mnogo geometrija u kojima vaºeaksiome I − IV , V1, a samo jedna geometrija, naime Dekartova geometrija,u kojoj u isto vreme vaºi i aksioma potpunosti V2.�10. Nezavisnost aksiome paralelnihPo²to smo utvrdili neprotivure£nost aksioma, od interesa je ispitati dali su sve one nezavisne jedna od druge. Ustvari se pokazuje da se nijedanbitni sastavni deo pomenutih grupa aksioma ne moºe izvesti pomo¢u logi£kogzaklju£ivalja iz prethodnih grupa aksioma.Najpre, ²to se ti£e pojedinih aksioma grupa I, II i III lako je dokazatida aksiome jedne i iste grupe u bitnome ne zavise jedna od druge.Aksiome grupa I i II pri na²em izlaganju uzete su za osnovu ostalihaksioma, tako da se samo radi o tome da se dokaºe nezavisnost svake odgrupa aksioma III, IV, V od ostalih.Aksioma paralelnih IV nezavisna je od ostalih aksioma: to se na poznatina£in najprostije ovako pokazuje: kao elemente prostorne geometrije odabe-rimo ta£ke, prave i ravni obi£ne (Dekartove) geometrije konstruisane u �9ukoliko leºe u unutra²njosti neke stalne lopte, a podudarnosti ove geometrijede�ni²imo takvim linearnim transforma
ijama obi£ne geometrije koje stalnu



29loptu transformi²u samu u sebe. Uzimaju¢i podesne postavke doznajemo dau ovoj ne-euklidskoj geometriji vaºe sve aksiome izuzev Euklidove aksiome
IV ; a po²to je mogu¢nost obi£ne geometrije dokazana u �9, otuda sledi imogu¢nost ne-euklidske geometrije.Od naro£itog interesa su stavovi koji vaºe nazavisno od aksiome par-alelnih, tj. koji su zadovoljeni kako u Euklidovoj tako i u ne-euklidskoj ge-ometriji. Kao najvaºnije primere za ove stavove navodimo oba Leºandrova
(Legendre) stava, od kojih prvi zahteva za svoj dokaz, osim aksioma I do
III, i Arhimedovu aksiomu V1. Razmotrimo prethodno nekoliko pomo¢nihstavova.S t a v 33. Neka je dat pravougli trougao OPZ sa pravim uglom kod P .Neka se na duºi PZ nalaze dve ta£ke X, Y tako da je

6 XOY ≡ 6 Y OZ.Tada je
XY < Y Z.

PO

Z

Y

X

X ′

Radi dokaza prenesimo duº OX od ta£ke O na pravu OZ:
OX ≡ OX ′.Iz stavova 22 i 23 sledi da ta£ka X ′ leºi na duºi OZ, a pomo¢u stava 22 iaksiome III5 dobija se:

6 X ′ZY < 6 OY X ≡ 6 OY X ′ < 6 Y X ′Z.Odnos 6 X ′ZY < 6 Y X ′Z, prema stavovima 12 i 23, dovodi sad do tvrdjenja.S t a v 34. Ma za koja dva ugla α i ε moºe se uvek na¢i takav prirodanbroj r da bude
α
2r < εPri tome α

2r ozna£ava ugao dobijen pomo¢u polovljenja ugla α ponovl-jenog r puta.



30Do k a z. Neka su data dva ugla α i ε. Polovljenje ugla moºe se izvestina osnovu pretpostavljenih aksioma (v. str. 22). Posmatrajmo o²tar ugao
α
2 . U slu£aju da je α

2 ≤ ε, tvrdjenje stava 34 pokazuje se ta£no za r =
2. U slu£aju, pak, da je α

2 > ε onda iz neke ta£ke C jednog kraka ugla
α
2 spustimo na drugi njegov krak normalu koja prese
a ovaj krak u nekojta£ki B. Teme ugla α

2 ozna£imo sa A. Prenesemo ugao ε na krak AB uunutra²njost ugla 6 BAC = α
2 ; tada ¢e slobodni krak konstruisanog ugla,na osnovu pretpostavljene nejedna£ine, prese
ati duº BC u nekoj ta£ki D(up. str. 12). Arhimedova aksioma V1 svodi se na tvrdjenje da postoji takavprirodni broj n, da je

nBD > BC.Prene¢emo ugao ε sad n-puta, i to svaki put na slobodni krak sa spolja²nestrane.Moºe nastupiti slu£aj da slobodni krak ugla dobijen najkasnije pri n-tompreno²enju, moºda pri m-tom preno²enju, kao prvi ne prese
a vi²e polupravu
BC. Po²to prethodni slobodni krak jo² prese
a ovu polupravu, ugao (m −
1)ε je o²tar. Otuda se lako dobija da unutra²njost ugla mε konstruisanogpomo¢u m-strukog preno²enja, leºi u onoj poluravni od AB, koja sadrºita£ku C, i dalje, da se poluprava AC prostire u unutra²njosti ugla mε, tj.vaºi

mε > α
2 .

A B

C

D

E

ǫα
2U drugom slu£aju svaki ugao ε dobijen pri n-tostrukom preno²e-nju ise
ana polupravoj BC duº, koja je, prema stavu 33, ve¢a od duºi BD ili njojjednaka. Neka n-ti slobodni krak prese
a BC u ta£ki E. Zbir BE od nduºi, ise£enih na polupravoj BC, ve¢i je od nBD, dakle tim pre ve¢i od BC.Otuda sledi

nε > α
2 .



31Neka je za m odn. n prirodni broj r tako odredjen da je m < 2r−1 odn.
n < 2r−1. Ozna£imo ugao mε odn. nε sa µ. Uglovi µ

2r−1 i α
2r mogu sekonstruisati. Iz mogu¢nosti uporedjivanja veli£ina uglova dobija se lako, das jedne strane iz nejedna£ine 2r−1 > m sledi nejedna£ina µ

2r−1 > µ
m

= ε, as druge strane iz nejedna£ine µ > α
2 sledi nejedna£ina µ

2r−1 > α
2r . Stoga naosnovu tranzitivnosti uporedjivanja veli£ina (str. 19) vaºi

α
2r < ε.Pomo¢u stava 34 moºe se dokazati prvi Leºandrov stav.S t a v 35 (prvi Leºandrov stav). Zbir uglova trougla je manji od dvaprava ili jednak sa dva prava ugla.D o k a z. Ozna£imo ma koji od tri ugla datog trougla sa 6 A = α; drugadva ozna£imo sa 6 B = β, 6 C = γ tako da vaºi β ≤ γ. Prema stavu 26 duº

BC ima ta£ku D koja je polovi.
A B

C E
γ

α

γ′

α′ β β′

D

Produºimo duº AD za njenu sopstvenu duºinu preko ta£ke D do ta£ke
E. Na osnovu podudarnosti unakrsnih uglova (str. 15), aksioma III5 semoºe primeniti na trouglove ADC i EDB i de�ni²u¢i na osnovu stava 15na o£igledan na£in zbir uglova, dobijamo za uglove α′, β′, γ′ trougla ABErela
ije

α′ + γ′ = α, β′ = β + γ.Prema tome, trougao ABE ima isti zbir uglova kao i trougao ABC.Iz nejedna£ine β ≤ γ izvodi se lako, prema stavovima 23 i 12, da je
α′ ≤ γ′, a odatle α′ ≤ α

2Za svaki trougao ABC i ma koji njegov ugao α moºe se uvek na¢i trougaosa istim zbirom uglova, u kome je jedan ugao manji od α
2 ili jednak sa α

2 , izato se moºe, ako je osim toga dat pripodan broj r, na¢i trougao sa istimzbirom uglova, u kome je jedan od uglova manji od α
2r ili jednak sa α

2r .Pretpostavimo sad da je, nasuprot tvrdjenju prvog Leºandrovog stava,zbir uglova datog trougla ve¢i od dva prava.Iz stava 22 slede da je zbir dva ugla trougla manji od dva prava. Zbiruglova datog trougla moºe se stoga predstaviti u obliku
α + β + γ = 2ρ + ε,



32gde ε ozna£ava ma koji ugao, a ρ prav ugao. Prema stavu 34, moºe seodrediti prirodan broj r tako, da bude
α
2r < ε.Konstrui²imo sad na pokazani na£in trougao sa uglovima α∗, β∗,

γ∗ koji zadovoljavaju rela
ije:
α∗ + β∗ + γ∗ = 2ρ + ε, α∗ ≤ α

2r < ε.U ovom trouglu je
β∗ + γ∗ > 2ρ,²to protivure£i stavu 22. Time je dokazan prvi Leºandrov stav.S t a v 36. Ako £etvorougao ABCD ima kod A i B prave uglove i akosu u njemu osim toga suprotne strana AD i BC podudarne, onda su uglovi

6 C i 6 D jedan drugom podudarni. Dalje, normala, podignuta u sredini Mduºi AB, prese
a suprotnu stranu CD u ta£ki N tako da su £etvorouglovi
AMND i BMNC podudarni.D o k a z. Normala, podignuta u ta£ki M na AB, leºi, kako to sledi izstavova 21 i 22, u unutra²njosti ugla 6 DMC i stoga, prema jednom odstavova pomenutih na str. 12, prese
a duº CD u ta£ki N . Iz stavova 12, 21i 15 sledi da su trouglovi MAD i MBC, pa stoga i trouglovi MDN i MCNpodudarni. Iz ovih podudarnosti se pomo¢u stava 15 dobija

6 BCN ≡ 6 ADN .Dakle, £etvorouglovi AMND i BMNC su podudarni.S t a v 37. Ako su u £etvorouglu ABCD sva £etiri ugla prava, onda nor-mala EF spu²tena iz neke ta£ke E prave CD na suprotnu stranu AB stojinormalno i na CD.
A B

CD N

M

BA

CD

F2

E2E

F

E1

F1



33Do k a z. Uvedimo pojam ogledanja na pravoj a na ovaj na£in: ako maiz koje ta£ke P spustimo normalu ma na koju pravu a i ako tu normaluproduºimo za njenu sopstvenu duºinu preko podnoºne ta£ke do P ′, onda seta£ka P ′ naziva ogledalskom slikom ta£ke P .Oglednimo duº EF na AD i BC. Ogledalske slike E1F1 i E2F2 su,²to proisti£e iz drugog dela stava 36, podudarne duºi EF . Ta£ke F1 i F2,isto tako kao i ta£ka F , leºe na AB; ta£ke E1 i E2 kao i ta£ka E, leºe na
CD. Pretpostavke prvog dela stava 36 su ta£ne za £etvorouglove EFF1E1,
EFF2E2 i E1F1F2E2, a odatle sledi jednakost £etiri ugla sa temenima uta£kama E, E1, E2. Prema tome kod jedne od ovih ta£aka nastaju dva jed-naka uporedna ugla (u gornjoj �guri kod ta£ke E1); tj. ta £etiri jednaka uglasu prava.S t a v 38. Ako su ma u kom £etvorouglu svi uglovi pravi, onda je usvakom £etvorouglu sa tri prava ugla i £etvrti ugao prav.D o k a z. Neka je A′B′C ′D′ £etvorougao sa £etiri prava ugla i neka je
ABCD ma koji £etvorougao sa tri prava ugla kod A, B, D. Konstrui²imo£etvorougao AB1C1D1, podudaran £etvorouglu
A′B′C ′D′ £iji pravi ugao kod A se poklapa sa uglom A £etvorougla ABCD.

A B

CD

B1

C1
D1

F

U slu£aju da se ta£ka B poklapa sa B1 ili ta£ka D sa D1, onda je tvrdjenjeu saglasnosti sa stavom 37. U slu£aju da ta£ka B leºi izmedju A i B1, ata£ka D1 izmedju A i D, onda, sli£no kao u dokazu stava 36, sledi iz stavao spolja²njem uglu da se duºi BC i C1D1 seku u nekoj ta£ki F . Stav 37pokazuje dalje da je ugao kod F , a stoga i ugao kod ta£ke C, prav ugao.Na sli£an na£in se dobija tvrdjenje za ostale mogu¢e rasporede ta£aka
A, B, B1 i A, D, D1.Pomo¢u stava 38 moºe se dokazati drugi Leºandrov stav.S t a v 39 (drugi Leºandrov stav). Ako je ma u kom trouglu zbir uglovajednak dvama pravim, onda je zbir uglova svakog trougla jednak dvamapravim.
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A B

C

D EF

H

GJ

K

ωDok a z. Svakom trouglu ABC sa zbirom uglova 2w moºemo dodeliti£etvorougao koji ima tri prava ugla, a £iji je £etvrti ugao jednak w. Radiovog 
ilja spojimo sredine D i E strana AC i BC i spustimo iz ta£aka A, B i
C na spojnu pravu normale AF, BG i CH. Iz podudarnosti trouglova AFDi CHD, kao i podudarnosti trouglova BGE i CHE, sledi

AF = BG, 6 FAB + 6 GBA = 2w,nezavisno od toga da li je jedan od uglova 6 A ili 6 B datog trougla tup ilinije tup.Ako iz sredine duºi FG podignemo normalu JK, tada iz drugog delastava 36 sledi da su £etvorouglovi AKJF i BKJG podudarni. Prema tome,svaki od ova dva £etvorougla ima tri prava ugla, a £etvrti uglovi su jednaki,tj.
6 FAB ≡ 6 GBA.Stoga se dobija

6 FAB ≡ w,i tako je, na zahtevani na£in, £etvorougao AKJF dodeljen datom trouglu.Neka je ma u kom trouglu D1 zbir uglova jednak dvama pravim i nekaje osim toga dat jedan drugi trougao D2. Dodelimo im £etvorouglove V1 i
V2. �etvorougao V1 ima £etiri prava ugla, a £etvorougao V2 ima tri pravaugla. Prema stavu 38 u £etvorouglu V2 je i £etvrti ugao prav. Time je drugiLeºandrov stav dokazan.�11. Nezavisnost aksioma podudarnostiOd £injeni
a koje se ti£u nezavisnosti aksioma podudarnosti, dokaza¢emokao naro£ito vaºnu ovu: aksioma III5 ne moºe se izvesti pomo¢u logi£kihzaklju£aka iz ostalih aksioma I, II, III1−4, IV i V .Izabra¢emo ta£ke, prave i ravni obi£ne geometrije za elemente nove pros-torne geometrije i de�nisa¢emo preno²enje uglova na isti na£in kao i u obi£nojgeometriji, npr. onako kako je to izloºeno u �9; naprotiv, de�nisa¢emopreno²enje duºi na drugi na£in.Neka dve ta£ke A1 i A2 u obi£noj geometriji imaju koordinate x1, y1, z1i x2, y2, z2; tada ¢emo pozitivnu vrednost izraza
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√

(x1 − x2 + y1 − y2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2nazvati duºinom duºi A1A2 pa onda dve proizvoljne duºi A1A2 i A′
1A

′
2 trebazvati podudarnim ako one u gore ustanovljenom smislu imaju jednake duºine.Neposredno je jasno da u tako izgradjenoj prostornoj geometriji vaºeaksiome I, II, III1−2,4, IV, V (kao, uostalom, i stavovi 14, 15, 16, 19 i 21koji su bili dokazani pomo¢u aksiome III5).Da bismo pokazali da je zadovoljena i aksioma III3, uzmimo proizvoljnupravu a i odaberimo na njoj tri ta£ke A1, A2, A3 tako da ta£ka A2 leºi izmedjuta£aka A1 i A3. Neka su ta£ke x, y, z prave a date jedna£inama

x = λt + λ′,
y = µt + µ′,
z = νt + ν ′,u kojima je t parametar, a λ, λ′, µ, µ′, ν, ν ′ ozna£avaju izvesne konstante.Ako su t1, t2 (< t1), t3 (< t2) vrednosti parametra koje odgovaraju ta£kama

A1, A2, A3, onda ¢emo imati za duºine triju duºi A1A2, A2A3 i A1A3 izraze:
(t1 − t2)|

√
(λ + µ)2 + µ2 + ν2|,

(t2 − t3)|
√

(λ + µ)2 + µ2 + ν2|,
(t1 − t3)|

√
(λ + µ)2 + µ2 + ν2|,i zato je zbir duºina duºi A1A2 i A2A3 jednak duºini duºi A1A3. Odatle sedobija vaºenje aksiome III5.Aksioma III5 za trouglove nije uvek zadovoljena u na²oj geometriji. Kaoprimer posmatrajmo u ravni z = 0 £etiri ta£keta£ku O sa koordinatama x = 0, y = 0,ta£ku A sa koordinatama x = 1, y = 0,ta£ku B sa koordinatama x = −1, y = 0,ta£ku C sa koordinatama x = 0, y = 1√

2
.Duºi OA, OB i OC imaju duºinu 1. Za oba pravougla trougla AOC i

COB vaºe stoga podudarnosti
6 AOC ≡ 6 COB,

OA ≡ OC,
OC ≡ OB.

O(0, 0) A(1, 0)B(−1, 0)

C(0, 1√
2
)

11
1



36Ali, nasuprot aksiomi III5 uglovi 6 OAC i 6 OCB nisu podudarni. U istovreme u ovom primeru nije zadovoljen prvi stav podudarnosti, po²to duº ACima duºinu √
2 − 2√

2
, a duº BC naprotiv ima duºinu √

2 + 2√
2
. Takodje nevaºi stav 11 ni za jedan od oba ravnokraka trougla AOC i COB.Primer ravne geometrije, u kojoj su sve aksiome, sa izuzetkom aksiome

III5, zadovoljene, jeste ovo: u nekoj ravni α svi pojmovi koji se javljaju uaksiomama, isklju£uju¢i podudarnost duºi, neka budu de�nisani na obi£anna£in. Medjutim za duºinu duºi uzmimo na obi£an na£in de�nisanu duºinuprojek
ije na ravan β koja je nagnuta pod o²trim uglom prema ravni α.�12. Nezavisnost aksioma neprekidnosti V5(Ne-arhimedska geometrija)Da bismo dokazali nezavisnost Arhimedove aksiome V1, moramo kon-struisati geometriju u kojoj ¢e biti zadovoljene sve aksiome izuzev aksioma
V . U ovom 
ilju konstrui²imo podru£je Ω(t) svih onih algebarskih funk
ijaod t koje se dobijaju iz t primenom pet ra£unskih opera
ija: sabiranja, oduz-imanja, mnoºenja, deljenja i opera
ije
|
√

1 + w2|; pri tome w ozna£ava ma koju funk
iju koja je ve¢ dobijena pri-menom tih pet opera
ija. Mnoºina elemenata podru£ja Ω(t) - je isto kao imnoºina elemenata Ω u �9 - prebrojiva. Svih pet opera
ija su jednozna£nei izvodljive u stvarnoj oblasti; zato podru£je Ω(t) sadrºi samo jednozna£ne irealne funk
ije od t.Neka je c ma koja funk
ija od podru£ja Ω(t); po²to je funk
ija c alge-barska funk
ija od t, to se ona moºe anulirati, svakako, samo za kona£anbroj vrednosti od t i zato ¢e funk
ija od c biti, za dovoljno velike pozitivnevrednosti od t, ili uvek pozitivna ili uvek negativna.Funk
ije podru£ja Ω(t) smatra¢emo sad kao vrstu kompleksnih brojeva usmislu narednog paragrafa, �13; o£igledno, u tako de�nisanom kompleksnombrojnom sistemu vaºe sva obi£na ra£unska pravila. Dalje, ako su a i b makoja dva razli£ita broja ovog kompleksnog brojnog sistema, re¢i ¢emo da jebroj a ve¢i ili manji od b, i pisati: a > b ili a < b, prema tome da li je razlika
c = a − b, kao funk
ija od t uvek pozitivna ili uvek negativna za dovoljnovelike pozitivne vrednosti od t. Ako se ovako uzme, moºemo rasporeditibrojeve na²eg kompleksnog brojnog sistema po njihovoj veli£ini, sli£no onomekako se to radi za realne brojeve; lako se vidi da za na²e kompleksne brojevetakodje vaºe stavovi prema kojima nejedna£ine ostaju ta£ne ako se obemastranama doda isti broj ili obe strane pomnoºe istim brojem > 0.Ako n ozna£ava neki proizvoljan pozitivan 
eo ra
ionalni broj, onda ne-jedna£ina n < t sigurno vaºi za oba broja n i t podru£ja Ω(t), po²to razlika
n − t, posmatrana kao funk
ija od t, izlazi o£igledno uvek negativna, za do-voljno velike pozitivne vrednosti od t. Ovu ¢emo £injeni
u izraziti na ovaj



37na£in: brojevi 1 i t podru£ja Ω(t), koja su oba > 0, imaju to svojstvo daproizvoljna vi²estruka vrednost prvoga ostaje uvek manja od drugog broja.Sada ¢emo od kompleksnih brojeva podru£ja Ω(t) izgraditi geometrijupotpuno na isti na£in, kao ²to je to u£injeno u �9, gde smo uzeli za osnovupodru£je Ω algebarskih brojeva: smatra¢emo sistem triju brojeva (x, y, z)podru£ja Ω(t) kao ta£ku, a razmere ma koja £etiri broja (u : v : w : r)podru£ja Ω(t), u slu£aju da u, v, w nisu svi nula, kao ravan: dalje, nekapostojanje jedna£ine
ux + vy + wz + r = 0izraºava da ta£ka (x, y, z) leºi u ravni (u : v : w : r) i neka se kao pravanazna£i ukupnost svih ta£aka koje leºe u dvema ravnima sa razli£itim u :

v : w. Usvojimo li sad sli£ne postavke o rasporedu elemenata i o preno²enjuduºi i uglova, kao u �9, onda dobijamo ne-arhimedsku geometriju, u kojojsu, kao ²to pokazuju ranije izloºena svojstva kompleksnog brojnog sistema
Ω(t), sve aksiome zadovoljene, sa izuzetkom aksioma neprekidnosti. Ustvari,moºemo proizvoljno puta jedno za drugim preneti duº 1 na duº t, a da se pritome ne prekora£i krajnja ta£ka duºi t ali to protivure£i zahtevu Arhimedoveaksiome.Da je aksioma potpunosti V2 takodje nezavisna od svih prethodnih ak-sioma I − IV, V1, pokazuje prva geometrija postavljena u �9, po²to je u ovojgeometriji zadovoljena Arhimedova aksioma.Od prin
ipskog su zna£aja i ne-arhimedske geometrije koje su istovre-meno i ne-euklidske geometrije, i naro£ito je od velikog interesa uloga kojuigra Arhimedova aksioma pri dokazu Leºandrovog stava. Ispitivanje koje jeM. Den (M. Dehn) preduzeo pod mojim uti
ajem o ovom predmetu doveloje do potpunog obja²njenja ovog pitanja. U Denovim ispitivanjima uzete suza osnovu aksiome I − III. Samo na kraju Denovog rada - da bi i Rimanova
(B. Riemann) (elipti£na) geometrija u²la u podru£je ispitivanja - aksiomerasporeda II shva¢ene su op²tije no u ovoj raspravi, naime otprilike ovako:�etiri ta£ke A, B, C, D prave uvek se raspadaju na dva para A, C i B, D,tako da su ta£ke A, C razdvojene ta£kama B, D i obrnuto. Pet ta£aka napravoj mogu se uvek ozna£iti sa A, B, C, D, E, tako da su ta£ke A, C razd-vojene ta£kama B, D i B, E, dalje, ta£ke A, D razdvojene ta£kama B, E i
C, E i td.Na osnovu ovih aksioma I−III, dakle, ne koriste¢i neprekidnost, dokazujeM. Den najpre op²tiji oblik drugog Leºandrovog stava, stav 39:A k o j e u j e d n om ma k om t r o u g l u z b i r u g l o v a v e ¢ i o dd v a p r a v a, j e d n a k s a d v a p r a v a i l i m a nj i o d d v a p r a v a,o n d a t o v a º i z a s v a k i t r o u g a o.Dalje se na navedenom mestu dokazuje slede¢a dopuna prvog Leºandrovogstava, stav 35:I z p r e t p o s t a v k e d a s e k r o z j e d n u t a £ k u mo º e p o v u ¢ ib e s k o n a £ n o mn o g o p a r a l e l n i h p r ema d a t o j p r a v o j n e



38s l e d i, a k o s e i s k lj u £ i A r h im e d o v a a k s ioma, d a j e z b i ru g l o v a u t r o u g l u manj i o d d v a p r a v a. Up r a v o, s j e d n es t r a n e, p o s t o j i g e om e t r i j a (n e-l e º a n d r o v s k a g e om e t r i j a),u k o j o j s e k r o z j e d n u t a £ k u p r ema j e d n o j p r a v o j mo º ep o v u ¢ i b e s k o n a £ n o mn o g o p a r a l e l n i h i u k o j o j i p a k v a º es t a v o v i R iman o v e (e l i p t i £ n e) g e om e t r i j e. S d r u g e s t r a n ep o s t o j i g e om e t r i j a (p o l u e u k l i d s k a g e om e t r i j a), u k o j o jp o s t o j i b e s k o n a £ n o mn o g o p a r a l e l n i h k r o z j e d n u t a £ k up r ema j e d n o j p r a v o j i u k o j o j i p a k v a º e s t a v o v i e u k l i d s k eg e om e t r i j e.I z p r e t p o s t a v k e d a n e p o s t o j i n i j e d n a p a r a l e ln a, u v e ks l e d i d a j e z b i r u g l o v a u t r o u g l u v e ¢ i o d d v a p r a v a.Primeti¢u na kraju da se, ako se doda Arhimedova aksioma, moºe ak-sioma paralelnih zameniti zahtevom da zbir uglova u trouglu treba da budejednak dvama pravim uglovima.



39Tre¢a glavaU£enje o propor
ijama�13. Kompleksni brojni sistemiU po£etku ove glave da¢emo nekoliko prethodnih kratkih razja²njenja okompleksnim brojnim sistemima, koja ¢e nam do
nije biti korisna naro£itoza olak²anje izlaganja.Realni brojevi obrazuju u svojoj ukupnosti sistem stvari sa ovim svo-jstvima:S t a v o v i v e z e (1-6):1. Od broja a i broja b dobija se �sabiranjem"odredjeni broj c; u zna
ima:
a + b = c ili c = a + b.2. Ako su dati brojevi a i b, onda postoji uvek jedan i samo jedan broj

x i takodje jedan i samo jedan broj y tako da je
a + x = b odn. y + a = b.3. Postoji jedan odredjeni broj - nazva¢emo ga o - tako da je za svako aistovremeno

a + o = a i o + a = a.4. Od broja a i broja b dobija se jo² na jedan drugi na£in, �mnoºenjem�,jedan odredjen broj c; u zna
ima:
ab = c ili c = ab.5. Ako su a i b proizvoljno dati brojevi i a nije o, onda uvek postoji jedani samo jedan broj y, tako da je

ax = b odn. ya = b.6. Postoji jedan odredjeni broj - nazva¢emo ga 1 - tako da je za svako aistovremeno
a · 1 = a i 1 · a = a.R a £ u n s k a p r a v i l a (7-12):Ako su a, b, c proizvoljni brojevi, onda uvek vaºe naredni zakoni ra£una:7. a + (b + c) = (a + b) + c8. a + b = b + a9. a (bc) = (ab) c10. a(b + c) = ab + ac11. (a + b)c = ac + bc12. ab = ba.S t a v o v i r a s p o r e d a (13-16):13. Ako su a i b dva ma koja razli£ita broja, onda je uvek jedan i samojedan od njih (re
imo a) ve¢i od drugoga; tada se ovaj poslednji nazivamanjim brojem, ²to se ozna£ava:
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a > b i b < a.Ni za jedan broj a ne vaºi a > a,14. Ako je a > b i b > c, onda je i a > c.15. Ako je a > b, onda je uvek i
a + c > b + c.16. Ako je a > b i c > 0, onda je uvek i

ac > bc.S t a v o v i n e p r e k i d n o s t i (17-18):17. (A r h im e d o v s t a v). Ako su a > 0 i b > 0 dva proizvoljna broja,onda je uvek mogu¢e a dodati toliko puta samom sebi da dobijena sumabude ve¢a od b. Izraºeno zna
ima:
a + a + . . . + a > b.18. (s t a v o p o t p u n o s t i). Nemogu¢e je ovom sistemu brojeva dodatikao brojeve drugi sistem stvari, tako da su u sistemu ovako pro²ireni svistavovi 1-17 zadovoljeni pri odrºavanju odnosa izmedju brojeva; ili kra¢e:brojevi obrazuju sistem stvari, koji, kada se svi odnosi i svi navedeni stavovi,ne dozvoljava vi²e nikakvo pro²irenje.Sistem stvari koji ima samo jedan deo svojstava 1-18, nazva¢emo kom-pleksni brojni sistem. Kompleksni sistem brojeva nazva¢emo arhimedskimili nearhimedskim, prema tome da li on zadovoljava ili ne zadovoljava zahtev17. Neka od izloºenih svojstava 1 - 18 su posledi
e ostalih. Nastaje zadatakda se ispita logi£ka zavisnost ovih svojstava. U ²estom odeljku �32 i �33odgovori¢emo na dva odredjena pitanja takve vrste zbog njihovih geometri-jskog zna£aja, a ovde ¢emo samo ukazati na to da svakako zahtev 17 nijenikakva posledi
a prethodnih svojstava, po²to, na primer, kompleksni brojnisistem, posmatran u �12, zadovoljava sva svojstva 1-16, ali ne i svojstvo 17.Uostalom, ²to se ti£e stavova neprekidnosti (17-18) vaºe primedbe kakvesmo u£inili u �8 o geometrijskim aksiomama neprekidnosti.�14. Dokaz Paskalovog stavaU ovom i narednom odeljku po¢i ¢emo u na²em ispitivanju od aksiomaravni svih grupa, tj. aksioma I1−3 i II−IV , izuzev aksioma neprekidnosti. Uovoj i tre¢oj glavi imamo nameru da pomo¢u pomenutih aksioma zasnujemoEuklidovo u£enje o propor
ijama, tj. u ravni i nezavisno od Arhimedoveaksoime.U tom 
ilju ¢emo najpre dokazati £injeni
u koja je spe
ijalan slu£aj poz-natog Paskalovog stava iz u£enja o konusnim prese
ima i taj ¢emo stavubudu¢e kratko nazvati Paskalovim stavom. Taj stav glasi:



41S t a v 40 (P a s k a l o v s t a v). Neka su na dvema pravama koje se seku
A, B, C i A′, B′, C ′ po tri ta£ke koje se razlikuju od ta£ke preseka pravih; akoje tada CB′ paralelno sa BC ′ a CA′ paralelno sa AC ′, bi¢e i BA′ paralelnosa AB′.

C B A

B′

C′

A′

Da bismo dokazali ovaj stav, uve²¢emo najpre naredno ozna£avanje: upravouglom trouglu je, o£igledno, kateta a jednozna£no odredjena hipotenu-zom c i uglom α izmedju a i c; stavi¢emo kratko,
a = α c,tako da simbol αc uvek ozna£ava odredjenu duº ako je c proizvoljno dataduº, a α proizvoljno dati o²tri ugao.

c

aαIsto je tako uvek duº c jednozna£no odredjena pri proizvoljno datoj duºi
a i proizvoljno datom o²trom uglu α jedna£inom

a = α c.Neka sada c bude proizvoljna duº i neka su α,β dva proizvoljna o²tra ugla;tvrdimo da svagda postoji podudarnost duºi
αβc ≡ βαci da se, stoga, simboli α i β uvek mogu medju sobom razmeniti.
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A

B

D

C

E
c

β

βαDa bismo dokazali ovo tvrdjenje, uzmimo duº c = AB i prenesimo naovu duº kod ta£ke A sa obe strane uglove α i β. Zatim, spustimo iz ta£ke
B na druge krake ovih uglova normale BC i BD, spojimo ta£ku C i D ispustimo, najzad, iz ta£ke A normalu AE na CD.Po²to su uglovi 6 ACB i 6 ABD pravi, £etiri ta£ke A, B, C, D leºe nakrugu i zato su oba ugla 6 ACD i 6 ABD, kao periferijski nad istom tetivom,podudarni. Medjutim, s jedne strane, ugao 6 ACD zajedno sa 6 CAE £inipravi ugao, a s druge strane, 6 ABD zajedno sa 6 BAD £ini takodje praviugao pa su stoga i uglovi 6 CAE i 6 BAD jedan drugom podudarni,tj.

6 CAE ≡ βi zato
6 DAE ≡ α.Sad neposredno dobijamo podudarnosti duºi:

βc ≡ AD, αc ≡ AC,
αβc ≡ α(AD) ≡ AE, βαc ≡ β(AC) ≡ AE,a odatle sledi ta£nost podudarnosti za koju smo malo£as tvrdili da postoji.Vratimo se sada �guri Paskalovog stava i ozna£imo prese£nu ta£ku pravihsa O, a duºi sa OA, OB, OC, OA′, OB′, OC ′, CB′, BC ′,

AC ′, CA′, BA′, AB′ odnosno sa a, b, c, a′, b′, c′, l, l∗, m, m∗, n, n∗.
O c b a

b′

c′

a′

m

n∗

l∗

n
l

m∗



43Zatim, spustimo iz ta£ke O normale na l, m∗, n; neka normala na lobrazuje sa pravima OA, OA′ o²tre uglove λ′,λ, a normala na m∗ odnosno
n sa pravima OA i OA′ o²tre uglove µ′,µ, odnosno ν ′, ν. Ako sad ove trinormale izrazimo na malo£as pokazan na£in pomo¢u hipotenuza i uglova naosnovi
i u doti£nim pravouglim trouglovima na dvojaki na£in, dobi¢emo ovetri podudarnosti duºi:

(1) λb′ ≡ λc,
(2) µa′ ≡ µ′c,
(3) νa′ ≡ ν ′b.Po²to, prema pretpostav
i, treba l da bude paralelno sa l∗ i m paralelnosa m∗, onda ¢e se normale, spu²tene iz ta£ke O na l∗, odnosno m, poklopitisa normalama na l odnosno m∗, prema tome dobi¢emo:
(4) λc′ ≡ λ′b,(5) µc′ ≡ µ′a.Ako primenimo na podudarnost (3) levo i desno simbol λ′µ i uzmemou obzir da se, prema ranije dokazanom, ti simboli mogu razmeniti medjusobom, dobi¢emo

νλ′µa′ ≡ ν ′µλ′b.Uzmemo li u ovoj podudarnosti u obzir, levo, podudarnost (2), a desno,podudarnost (4), dobi¢emo
νλ′µ′c ≡ ν ′µλc′ili
νµ′λ′c ≡ ν ′λν ′a.Iz ove poslednje podudarnosti, na osnovu osobine na²ih simbola navedenena str. 44, odmah zaklju£ujemo:(6) µ′νb′ ≡ µ′ν ′a,a odatle

νb′ ≡ ν ′a.Ako uo£imo normalu spu²tenu iz ta£ke O na n i spustimo na nju normaleiz ta£aka A i B′, onda ¢e podudarnost (6) pokazati da se moraju poklopitipodnoºja tih dveju poslednjih normala, tj. prava n∗ = AB′ stoji normalnona normali, spu²tenoj na n i prema tome je paralelna sa n. Time je dokazanPaskalov stav.Za zasnivanje u£enja o propor
ijama u daljem izlaganju koristi¢emo seisklju£ivo onim spe
ijalnim slu£ajem Paskalovog stava u kome vaºi podu-darnost duºi
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OC ≡ OA′,a otuda vaºi i podudarnost
OA ≡ OC ′i u kome ta£ke A, B, C leºe na istoj polupravoj koja izlazi iz ta£ke O. U ovomspe
ijalnom slu£aju izvodi se dokaz naro£ito prosto, naime na ovaj na£in:Prenesimo na OA′ od ta£ke O duº OB do ta£ke D′; tada je spojna prava

BD′ paralelna prema CA′ i AC ′.

O C B A

A′

C′

B′

D′

Usled podudarnosti trouglova OC ′B i OAD′ bi¢e(1+) 6 OC ′B ≡ 6 OAD′.Po²to su, prema pretpostav
i, prave CB′ i BC ′ medju sobom paralelne, ondaje
6 OAD′ ≡ 6 OB′C;ali tada je, prema u£enju o krugu, ACD′B′ tetivni £etvorougao, i zato, premapoznatom stavu o uglovima tetivnog £etvorougla, vaºi podudarnost(3+) 6 OD′C ≡ 6 OAB′.S druge strane je zbog podudarnosti trouglova OD′C i OBA′ takodje(4+) 6 OD′C ≡ 6 OBA′;iz (3+) i (4+) zaklju£ujemo
6 OAB′ ≡ 6 OBA′,



45a ova podudarnost pokazuje da su prave AB′ i BA′ paralelne, kako to zahtevaPaskalov stav.Ako je data ma koja prava, ta£ka van nje i ma koji ugao, moºe seo£igledno, preno²enjem ovog ugla i povla£enjem paralelne na¢i prava kojaprolazi kroz datu ta£ku i prese
a datu pravu pod datim uglom. Imaju¢i uvidu ovu okolnost, moºemo, najzad, u dokazu op²tijeg Paskalovog stava pri-meniti prost postupak, za koji imam da zahvalim jednom saop²tenju s drugestrane.Povu
imo kroz ta£ku B pravu koja bi prese
ala OA′ u nekoj ta£ki D′pod uglom 6 OCA′ tako da vaºi podudarnost
(1∗)6 OCA′ ≡ 6 OD′B;tada je, prema poznatom stavu iz u£enja o krugu, CBD′A′ tetivni £etvor-ougao i zato, prema stavu podudarnosti periferijskih uglova nad istom tetivom,vaºi podudarnost 6 OBA′ ≡ 6 OD′C.

O C B A

B′

C′

A′

D′

Po²to su prave CA′ i AC ′, prema pretpostav
i, medju sobom paralelne,to je
(3∗) 6 OCA′ ≡ 6 OAC ′;iz (1∗) i (3∗) sledi podudarnost:

6 OD′B ≡ 6 OAC ′;a tada je i BAD′C ′ tetivni £etvorougao. Otuda, prema stavu o uglovimatetivnog £etvorougla, vaºi podudarnost
(4∗) 6 OAD′ ≡ 6 OC ′B.Dalje, po²to je, prema pretpostav
i, prava CB′ paralelna sa BC ′, ima¢emotakodje
(5∗) 6 OB′C ≡ 6 OC ′B;



46iz (4∗) i (5∗) izvodimo podudarnost
6 OAD′ ≡ 6 OB′C.Najzad, ova poslednja podudarnost pokazuje da je CAD′B′ tetivni £etvor-ougao i zato vaºi i podudarnost

(6∗) 6 OAB′ ≡ 6 OD′C.Iz (2∗) i (6∗) sledi:
6 OBA′ ≡ 6 OAB′,a ova podudarnost pokazuje da su prave BA′ i AB′ paralelne, kako to zahtevai Paskalov stav.Ako se ta£ka D′ poklapa sa jednom od ta£aka A′, B′, C ′ ili ako je rasporedta£aka A, B, C drugi, onda je neophodna izmena ovog postupka, koja se lakouo£ava. �15. Segmentni ra£un na osnovu Paskalovog stavaPaskalov stav, dokazan u prethodnom paragrafu, omogu¢ava nam dauvedemo u geometriju segmentni ra£un (ra£un duºima), u kome vaºe bezpromene sva pravila ra£una sa realnim brojevima.Umesto re£i �podudarno� i znaka ≡, sluºi¢emo se u ovom ra£unu saduºima re£ju � jednak� i znakom =.

a b

c = a + bAko su A, B, C tri ta£ke neke prave i ako B leºi izmedju A i C, onda¢emo c = AC ozna£iti kao zbir dveju duºi a = AB i b = BC i staviti
c = a + b.Govori¢emo da su duºi a i b manje od c i to ¢emo ozna£iti sa

a < c, b < c;duº c se naziva ve¢om od a i b, u zna
ima:
c > a, c > b.Iz linearnih aksioma podudarnosti III1−3 uvidjamo lako da za sabiranjeduºi koje smo sad de�nisali vaºi aso
ijativni zakon

a + (b + c) = (a + b) + ckao i komutativni zakon
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a + b = b + a.Da bismo geometrijski de�nisali proizvod duºi a i duºi b, posluºi¢emo seovom konstruk
ijom: izaberemo najpre proizvoljnu duº koja ¢e ostati istapri 
elom posmatranju i ozna£imo je sa 1.

O b1

a

ab

Prenesimo sad na jedan krak pravog ugla od njegovog temena O duº 1, azatim isto tako od temena O duº b; prenesimo, dalje, na drugi krak ugla duº
a. Spojimo krajnje ta£ke duºi 1 i a pravom i povu
imo prema ovoj pravojparalelnu kroz krajnju ta£ku duºi b; neka ona odse
a na drugom kraku duº
c; tada ¢emo ovu duº c nazvati proizvodom duºi a sa duºi b i ozna£i¢emo jesa

c = ab.Dokaza¢emo pre svega da za mnoºenje duºi koje smo sada de�nisali vaºikomutativni zakon
ab = ba.U tom 
ilju konstrui²imo prvo na gore ustanovljeni na£in duº ab.

O b1

a

ab

a

b

Dalje, prenesimo na prvi krak pravog ugla duº a, a na drugi njegov krakduº b, spojimo pravom krajnju ta£ku duºi 1 sa krajnjom ta£kom duºi b nadrugom kraku i povu
imo paralelnu prema ovoj pravoj kroz krajnju ta£kuduºi a na prvom kraku: ova odse
a na drugom kraku duº ba; ustvari, kao²to se vidi sa slike, ova duº ba poklapa se sa malo£as konstruisanom duºi abprema Paskalovom stavu (stav 40) zbog paralelnosti isprekidanih pomo¢nihlinija. I obrnuto sledi, ²to se odmah vidi, iz vaºenja komutativnog zakona



48u na²em ra£unu duºima, da sigurno vaºi spe
ijalan slu£aj Paskalovog stavanavedenog na str. 46 za takve �gure, u kojima poluprave OA i OA′ obrazujuprav ugao.Da bismo za na²e mnoºenje duºi dokazali aso
ijativni zakon
a(bc) = (ab)c,prenesimo na jedan krak pravog ugla od njegovog temena O duºi 1 i b, a nadrugi krak, isto tako od temena O , prenesimo duºi a i c. Zatim konstrui²imoduºi d = ab i e = cb i prenesimo ove duºi d i e na prvi korak od temena O.

O 1 b

a

c

d=ab

e=cb

d e

ae=cd

Ako sada konstrui²emo ae i cd, onda se vidi sa slike (gore), opet naosnovu Paskalovog stava, da se krajnje ta£ke ovih duºi poklapaju, tj. da je
ae = cd ili a(cb) = c(ab), a odatle, na osnovu komutativnog zakona, sleditakodje

a(bc) = (ab)c.Kao ²to se vidi, mi smo u prethodnom dokazu kako komutativnog, takoi aso
ijativnog zakona mnoºenja, iskoristili isklju£ivo onaj spe
ijalni slu£ajPaskalovog stava £iji smo dokaz uspeli da dobijemo na naro£ito prost na£in,primenjuju¢i samo jedanput stav o tetivnom £etvorouglu.Rezimiraju¢i ova izlaganja, dolazimo do narednog zasnivanja zakona mno-ºenja u ra£unu duºima, koje mi izgleda najprostije od svih dosad poznatihna£ina zasnivanja.Neka se na jedan krak pravog ugla prenesu temena O duºi a = OA i
b = OB, a na drugi krak jedini£na duº 1 = OC. Krug, postavljen krozta£ke A, B, C, prese
a drugi krak jo² u ta£ki D. Ta£ka D se dobija lako, bezupotrebe ²estara, samo na osnovu aksioma podudarnosti, kada se iz sredi²takruga spusti normala na OC i u odnosu na ovu konstrui²e ogledalska slikata£ke C.
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O

A
B

C

D

a

b

a
b

=
ba

1

Usled jednakosti uglova 6 OCA i 6 OBD, a prema de�ni
iji proizvodadveju duºi (str. 49), imamo
OD = ab;a zbog jednakosti uglova 6 ODA i 6 OBC prema istoj de�ni
iji je
OD = ba.Komutativni zakon mnoºenja
ab = bakoji odavde sledi, dokazuje sad, prema primedbi na str. 50, da na str. 46navedeni spe
ijalni slu£aj Paskalovog stava vaºi za krake pravog ugla, a otudaopet ( v. str. 50) sledi aso
ijativni zakon mnoºenja

a(bc) = (ab)c.Najzad, u na²em ra£unu duºima vaºi i distributivni zakon:
a(b + c) = ab + ac.Da bismo njega dokazali, konstrui²emo duºi ab, ac i a(b + c) i povu
imotada kroz krajnju ta£ku duºi c (videti sliku dole) pravu paralelnu drugomkraku pravog ugla.

O 1b c

a
ab

ac

b + c

a(b + c)



50Podudarnost oba pravougla trougla, na sli
i osen£ena, i primena stava ojednakosti suprotnih strana kod paralelograma, pruºaju tada traºeni dokaz.Ako su b i c dve proizvoljne duºi, uvek postoji duº a tako da je c = ab;ova duº a se ozna£ava sa c
b
i naziva se koli£nikom od c sa b.�16. Propor
ije i stavovi o sli£nostiPomo¢u gore izloºenog ra£una sa duºima moºe se besprekorno zasnovatiEuklidovo u£enje o propor
ijama i bez Arhimedove aksiome na naredni na£in:D e f i n i 
 i j a. Ako su a, b, a′, b′ ma koje £etiri duºi, onda propor
ija

a : b = a′ : b′ne treba ni²ta drugo da zna£i do segmentnu jedna£inu
ab′ = ba′.D e f i n i 
 i j a. Dva se trogla nazivaju sli£nim ako su im odgovaraju¢euglovi podudarni.S t a v 41. Ako su a, b i a′, b′ odgovaraju¢e strane u dva sli£na trogla, ondavaºi propor
ija:

a : b = a′ : b′.D o k a z. Posmatra¢emo najpre naro£iti slu£aj, gde su uglovi zahva¢enistranama a, b i a′, b′ u oba trougla pravi i pretpostavi¢emo da su oba trouglauneta u jedan i isti pravi ugao. Prenesimo sada od temena na jedan krakduº 1 i povu
imo kroz krajnju ta£ku ove duºi 1 pravu paralelnu obemahipotenuzama; ova prava odse
a na drugom kraku duº e; tada je premana²oj de�ni
iji proizvoda duºi
b = ea, b′ = ea′;stoga imamo

ab′ = ba′,tj.
a : b = a′ : b′.Vratimo se sada op²tem slu£aju. U svakom od oba sli£na trougla konstru-i²imo prese£nu ta£ku S odnosno S′ triju njegovih bisektrisa, £ija se egzisten-
ija lako izvodi iz

O 1 a a′

b
e

b′

S

ac

ab

cbca

ba

bc

r

r

r



51stava 25, i spustimo iz ovih ta£aka tri normale r odnosno r′ na strane trougla;na ovim stranama dobijene odse£ke ozna£imo sa
ab, ac, bc, ba, ca, cbodnosno sa
a′b, a′c, b′c, b′a, c′a, c′b.Malo£as dokazani spe
ijalni slu£aj na²eg stava daje sad propor
ije

ab : r = a′b : r′, bc : r = b′c : r′,
ac : r = a′c : r′, ba : r = b′a : r′;iz ovih pomo¢u distributivnog zakona zaklju£ujemo
a : r = a′ : r′, b : r = b′ : r′,a odatle
b′ar′ = b′ra′, a′br′ = a′rb′.Iz ovih se jedna£ina dobija pomo¢u komutativnog zakona mnoºenja

a : b = a′ : b′.Iz stava 41 lako je izvesti osnovni stav u£enja o propor
ijama, koji glasi:S t a v 42. Ako dve paralelne prave odse
aju na kra
ima proizvoljnog ugladuºi a, b odnosno. a′, b′, onda vaºi propor
ija:
a : b = a′ : b′.Obrnuto, ako £etiri duºi a, b, a′, b′ zadovoljavaju ovu propor
iju i ako se duºi

a, a′ prenesu na jedan krak ugla, a duºi b, b′ na drugi krak, to su spojeneprave krajnjih ta£aka duºi a, b odnosno a′, b′ medju sobom paralelne.�17. Jedna£ine pravih i ravniDo sad posmatranom sistemu duºi doda¢emo drugi isti takav sistem duºi.Naime, na osnovu aksioma rasporeda moºe se lako na pravoj razlikovati�pozitivni� i �negativni" smer. Duº AB, koju smo dosad ozna£avali sa a,ozna£ava¢emo je sa a jo² i tada kada ta£ka B leºi sa pozitivne strane odta£ke A; u suprotnom slu£aju, pak, mi ¢emo je ozna£avati sa -a. Ta£ku ¢emoozna£iti kao duº 0. Duº a ¢emo nazvati �pozitivnom" odnosnom ve¢om od0, ²to ¢emo ozna£iti: a > 0; duº -a ¢emo nazvati �negativnom" i to ¢emoozna£iti: -a<0.U ovom pro²irenom ra£unu sa duºima vaºe tada sva pravila ra£una 1-16za stvarne brojeve, koja su izloºena u �13. Ista¢i¢emo slede¢e £injeni
e:Uvek je:
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a · 1 = 1 · a = a i a · 0 = 0 · a = 0.Ako je ab = 0, onda je ili a = 0 ili b = 0. Ako je a> b i c>0, onda je uvek

ac>bc. Dalje, ako su A1, A2, A3, . . . , An−1, An, n ta£aka na pravoj, onda jezbir duºi A1A2, A2A3, . . . , An−1An, AnA1 jednak 0.Uzmimo sada u ravni α kroz ta£ku O dve prave normalne jedna na dru-goj kao stalni pravougli koordinatni sistem i prenesimo tada na te praveproizvoljne duºi x, y od ta£ke O; zatim, podignimo normale iz krajnjih ta£akaduºi x, y i odredimo prese£nu ta£ku P ovih normala: duºi x, y nazivaju sekoordinatama ta£ke P . Svaka ta£ka ravni α jednozna£no je odredjena svojimkoordinatama x, y, koje mogu biti pozitivne ili negativne duºi ili 0.Neka je l ma koja prava u ravni α, koja prolazi kroz ta£ku O i kroz nekuta£ku C sa koordinatama a, b. Ako su tada x, y koordinate neke ta£ke P na
l, onda lako nalazimo iz stava 42

a : b = x : yili
bx - ay = 0kao jedna£inu prave l. Ako je prava l′ paralelna prema l i odse
a na x-osiduº c, onda dobijamo jedna£inu prave l′ zamenjuju¢i u jedna£ini prave l duº

x sa duºi x-c; traºena jedna£ina ,dakle, glasi
bx - ay - bc = 0.

X

Y

x

y P

a

Cb

c

l

l′

Iz ovih izlaganja moºemo lako zaklju£iti, nezavisno od Arhimedove ak-siome, da se svaka prava moºe predstaviti linearnom jedna£inom po koordi-natama x, y i, obrnuto, da svaka takva linearna jedna£ina predstavlja pravu,pri £emu su koe�
ijenti te jedna£ine duºi koje pripadaju datoj geometriji.Analogni rezultati u prostornoj geometriji dobijaju se veoma lako.Dalje izgradjivanje geometrije moºe se odsad izvoditi metodom, koja seobi£no primenjuje u analiti£koj geometriji.Dosad u ovom tre¢em odeljku nismo nigde iskoristili Arhimedovu ak-siomu; pretpostavimo li sad da vaºi ta aksioma, moºemo ta£kama proizvoljneprave u prostoru dodeliti realne brojeve i to na ovaj na£in:



53Odaberimo na pravoj dve proizvoljne ta£ke i dodelimo im brojeve 0 i 1;zatim prepolovimo duº 01 odrdjenu ovim ta£kama i ozna£imo nadjenu sred-inu duºi sa 1
2 , dalje ozna£imo sredinu duºi 01

2 sa 1
4 itd.; posle n-tostrukogizvodjenja ovog postupka, do¢i ¢emo do ta£ke kojoj treba dodeliti broj 1

2n .Prenesimo sad duº 0 1
2n od ta£ke 0 kako na stranu ta£ke 1, tako i na drugustranu na primer m puta jedno za drugim i dodelimo tako dobijenim ta£kamabrojne vrednosti m

2n odnosno - m
2n . Iz Arhimedove aksiome moºe se lako za-klju£iti da se na osnovu ovog dodeljivanja moºe svakoj proizvoljnoj ta£kiprave dodeliti na jednozna£an na£in realan broj, i to tako da ovo dodelji-vanje ima naredno svojstvo: ako su A, B, C ma koje tri ta£ke na pravoj i α,

β, γ odgovaraju¢i realni brojevi i ako pri tome B leºi izmedju A i C, to ovibrojevi uvek zadovoljavaju ili nejedna£inu α<β<γ ili α>β>γ.Iz izlaganja u �9 druge glave jasno je da tamo za svaki broj koji pripadaalgebarskom brojnom telu Ω nuºno mora na pravoj postojati ta£ka kojoj jeon dodeljen. Da li i svakom drugom stvarnom broju odgovara ta£ka, zavisiod toga da li u posmatranoj geometriji vaºi aksioma potpunosti V2 ili ne.Naprotiv, ako se u nekoj geometriji pretpostaviti da vaºi samo Arhime-dova aksioma, uvek je mogu¢e sistem ta£aka, pravih i ravni tako pro²iriti�ira
ionalnim" elementima, da na svakoj pravoj tako konstruisane geometrijesvakom sistemu triju realnih brojeva koji zadovoljava jedna£inu prave bezizuzetka odgovara jedna ta£ka. Odgovaraju¢om postavkom moºe se istovre-meno posti¢i da u pro²irenoj geometriji vaºe s v e aksiome I − V . Ovapro²irena geometrija (dobijena dodavanjem ira
ionalnih elemenata) nije ni²tadrugo do obi£na analiti£ka Dekartova geometrija prostora, u kojoj vaºi i ak-sioma potpunosti V2.



54�etvrta glavaU£enje o povr²inama u ravni�18. Razloºiva jednakost i dopunska jednakost poligonaZa osnovu na²ih ispitivanja ove £etvrte glave uze¢emo iste aksiome kaoi u tre¢oj glavi, naime linearne aksiome i aksiome ravni svih grupa, izuzevaksioma neprekidnosti, tj. aksioma I1−3 i II − IV .U£enje o propor
ijama izloºeno u tre¢oj glavi i tu uvedeni ra£un duºimadaju nam mogu¢nost da zasnujemo Euklidovo u£enje o povr²inama pomo¢uaksioma, tj. u ravni i nezavisno od aksioma nepsekidnosti.A po²to se, prema izlaganja u tre
oj glavi, u£enje o propor
ijama ugla-vnom zasniva na Paskalovom stavu (stav 40), to isto vaºi i za u£enje o povr²i-nama; ovo zasnivanje u£enja o povr²inama smatram kao jednu od najzna£a-jnijih primena Paskalovog stava u elementarnoj geometriji.D e f i n i 
 i j a. Ako se spoje dve ta£ke nekog prostog poligona P ma kojomizlomljenom linijom koja 
ela leºi u unutra²njosti tog poligona i koja ne sadrºinijednu dvostruku ta£ku, onda se dobijaju dva nova prosta poligona P1 i P2,£ije sve unutra²nje ta£ke leºe u unutra²njosti poligona P ; u tom slu£aju ¢emore¢i: P se raspada na P1 i P2, i l i P je razloºeno na P1 i P2, i l i P1 i P2sastavljaju P .D e f i n i 
 i j a. Dva prosta poligona nazivaju se jednakim ako se mogurazloºiti u kona£an broj trouglova koji su dva i dva medju sobom podudarna.D e f i n i 
 i j a. Dva prosta poligona P i Q nazivaju se dopunski jednakimako se njima mozºe dodati kona£an broj takvih po dva i dva razlozivo jed-nakih poligona P ′, Q′, P ′′, Q′′,. . ., P ′′′, Q′′′, da oba na ovaj na£in sastavljenapoligona P + P ′ + P ′′ + . . . + P ′′′ i Q + Q′ + Q′′ + . . . + Q′′′ budu razloºivojednaka.
P ′′

P ′

P
Q′′

Q Q′

P ′′′ Q′′′Iz ovih de�ni
ija neposredno sledi: spajanjem razloºivo jednakih poligonadobijaju se opet razloºivo jednaki poligoni i ako se oduzmu razloºivo jednakipoligoni
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od razloºivo jednakih poligona dobijaju se poligoni dopunski jednaki.Dalje vaºe ovi stavovi:S t a v 43. Ako su dva poligona P1 i P2 razloºivo jednaka nekom tre¢empoligonu P3, oni su i medjusobno razloºivo jednaki. Ako su dva poligonadopunski jednaka nekom tre¢em, oni su medjusobno dopunski jednaki.D o k a z. Prema pretpostav
i, moºe se navesti kako za poligon P1 tako iza poligon P2 jedno razlaganje u trouglove, tako da svakom od ovih razla-ganja odgovara razlaganje poligona P3 u trouglove podudarne trouglovimarazlaganja P1 i P2. Posmatraju¢i istovremeno oba ova razlaganja poligona
P3, vidimo, da se uop²te svaki trougao jednog razlaganja razlaºe u poligoneduºima, koje pripadaji drugom razlaganju. Dodajmo sada jo² toliko duºi,da se svaki od poligona opet raspada u trouglove, i izvedimo svaki od ovihpoligona P1 i P2; tada se, o£igledno, raspadaju oba ova poligona na isti brojpo dva i dva medju sobom podudarna trougla i zato su oni, prema de�ni
iji,medju sobom razloºivo jednaki.Dokaz drugog iskaza stava 43 dobija se sad bez te²ko¢a.De�nisa¢emo na obi£an na£in pojmove: pravougaonik, osnovi
a i visinaparalelograma, osnovi
a i visina trougla.



56�19. Paralelogrami i trouglovi sa jednakim osnovi
ama i visinamaPoznati Euklidov na£in dokazivanja, ilustrovan na donjoj sli
i, daje stav:S t a v 44. Dva paralelograma sa jednakim osnovi
ama i visinama dopun-ski su jednaka.
Dalje vaºi poznata £injeni
a:S t a v 45. Svaki trougao ABC uvek je dopunski jednak izvesnom par-alelogramu koji ima istu osnovi
u, a visina mu je polovina visine trougla.D o k a z. Ako se strana AC prepolovi ta£kom D, a strana BC ta£kom

E pa se duº DE produºi za svoju sopstvenu duºinu do ta£ke F , onda sutrouglovi DCE i FBE jedan drugom podudarni i otuda su trougao ABC iparalelogram ABFD razloºivo jednaki.
A B

C

D E F

Iz stavova 44 i 45, uzimaju¢i u obzir stav 43, neposredno sledi:S t a v 46. Dva trougla sa jednakim osnovi
ama i jednakim visinamamedju sobom su d o p u n s k i j e d n a k a.Kao ²to je poznato, lako se pokazuje, ²to se vidi na priloºenoj sli
i, dasu dva paralelograma, a zato, prema stavovima 43 i 45, i dva trougla sajednakim osnovi
ama i visinama uvek r a z l o º i v o j e d n a k a. Primetimoipak da ovaj dokaz nije mogu¢ bez upotrebe Arhimedove aksiome; ustvari, usvakoj ne-arhimedskoj geometriji (jedna takva se moºe videti u drugoj glavi�12) mogu se navesti dva trougla koja imaju jednake osnovi
e i visine i otudasu, shodno stavu 46, d o p u n s k i j e d n a k a, ali ipak nisu r a z l o º i v oj e d n a k a.
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1

2

3
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78

2′

3′

4′

5′

6′

7′ 8
′Neka se, naime, u nekoj ne-arhimedskoj geometriji na polupravu prenesudve takve duºi AB = e i AD = a, koje ni za koji 
eo broj n ne zadovoljavajuodnos

n · e ≥ a.Podignimo na duºi AD u njenim krajnjim ta£kama normale AC i DC ′duºine e. Trouglovi ABC i ABC ′, prema stavu 46, dopunski su jednaki. Izstava 23 sledi da je zbir dveju strana trougla ve¢i od tre¢e strane, gde zbirdveju strana treba razumeti u smislu segmentnog ra£una uvedenog u tre¢ojglavi.
A B D

C C′

e e

e

aTako je -BC < e + e = 2e. Dalje, moºe se dokazati, ne koriste¢i seneprekidno²¢u, ovaj stav: duº, koja 
ela leºi u unutra²njosti trougla, manjaje od njegove najve¢e strane. Stoga je svaka duº koja leºi u unutra²njostitrougla ABC manja od 2e.Pretpostavimo sada da je dato razlaganje trouglova ABC i ABC ′ nakona£no mnogo, npr. na k, po dva i dva medju sobom podudarna trougla.Svaka strana delimi£nog trougla, koji se koristi za razlaganje trougla ABC,leºi ili u trouglu ABC ili na jednoj njegovoj strani, tj. ona je manja od 2e.Obim svakog delimi£nog trougla je, dakle, manji od 6e; zbir svih ovih obimastoga je manji od 6k·e. Razlaganje trouglova ABC i ABC ′ mora dati isti zbirobima. Zato zbir obima delimi£nih trouglova kori²¢enih u razlaganju trou-glova ABC ′ mora biti manji od 6k·e. Ali, u ovom zbiru, sigurno, sadrºanaje 
ela strana AC ′, tj. mora vaºiti: AC ′ < 6k·e, i stoga, prema stavu 23, timpre vaºi: q<6k·e. Ovo protivure£i na²oj pretpostav
i u odnosu na duºi e i a.Prema tome, pretpostavka mogu¢nosti razlaganja trouglova ABC i ABC ′ udelimi£ne trouglove podudarne po dva i dva, dovela je do protivure£nosti.



58Vaºni stavovi elementarne geometrije o dopunskoj jednakosti poligona,naro£ito Pitagorina teorema, lako se izvode iz malo£as postavljenih stavova.Spomenu¢emo jo² stav:S t a v 47. Za proizvoljan trougao, a stoga i za proizvoljan prost poligon,moºe se uvek konstruisati pravougli trougao koji ima jednu katetu 1 i koji jesa trouglom, odnosno poligonom, dopunski jednak.Ovo tvrdjenje, u odnosu na trouglove, lako se izvodi na osnovu stavova46, 42, i 43. Tvrdjenje, u odnosu na poligone, dokazuje se na ovaj na£in.Razloºimo dati prost poligon u trouglove i odredimo za njih dopunski jednakepravougle trouglove sa po jednom katetom 1. Ako katete duºine 1 shvatimokao visine ovih trouglova, onda, opet pomo¢u stavova 43 i 46, sastavljanjemtih trouglova dolazimo do tvrdjenja (str. 57).Ali, pri daljem sprovodjenju teorije povr²ina, nailazimo na jednu bitnute²ko¢u. Upravo, na²a dosada²nja ispitavanja ostavljaju nere²enim pitanje,da nisu moºda s v i poligoni dopunski jednaki. U tom slu£aju svi dosadapostavljeni stavovi ne bi kazivali ni²ta i bili bi bez ikakvog zna£enja. Saovim je u vezi pitanje da li dva dopunski jednaka pravougaonika sa jednomzajedni£kom stranom moraju imati i druge strane podudarne.Kao ²to pokazuje bliºe razmatranje, za odgovor na ovo postavljeno pi-tanje potrebna je inverzija stava 46, koja ovako glasi:S t a v 48. Ako dva dopunski jednaka trougla imaju jednake osnovi
e, oniimaju i visine jednake.Ovaj osnovni stav 48 nalazi se u prvoj knjizi Euklidovih Elemenata kao39-ti stav; ali, pri dokazivanju ovog stava, Euklid se poziva na op²ti stav oveli£inama: �και τo oλoν τoν µǫρoνς µǫιζoν

ǫστιν� (
elina je ve¢a od svog dela) - postupak koji se svodi na uvodjenjenove geonetrijske aksiome o dopunskoj jednakosti.Sada se stav 48, a time i u£enje o povr²inama, moºe zasnovati i beztakve nove aksiome, na na£in koji smo ovde usvojili, tj. pomo¢u aksiomaravni i bez upotrebe Arhimedove aksiome. Da bismo ovo uvideli, neophodnoje uvesti pojam mere povr²ine.�20. Mera povr²ine trouglova i poligonaD e f i n i 
 i j a. U ravnoj geometriji prava AB deli ta£ke koje ne leºe nanjoj u dve oblasti ta£aka. Za jednu od ovih oblasti re¢i ¢emo da leºi desnood poluprave AB koja polazi iz ta£ke A, odnosno od �usmerene duºi AB�, ilevo od poluprave koja izlazi iz ta£ke B odnosno od �usmerene duºi BA", zadrugu oblast kaºe se da leºi levo od poluprave AB i desno od poluprave BA.U odnosu na dve usmerene duºi AB i AC ista oblast leºi desno, ako ta£ke
B i C leºe na istoj polupravoj koja polazi iz ta£ke A (i obrnuto). - Ako jeza neku polupravu g, koja polazi iz ta£ke O, desna oblast ve¢ de�nisana iako poluprava h koja iz ta£ke O ulazi u ovu oblast, onda ¢emo kazati za onuoblast u odnosu na h, koja sadrºi g, da leºi levo od h. Uvidja se, da su na ovaj



59na£in, polaze¢i od odredjene poluprave AB, u ravnoj geometriji jednozna£noodredjene leva i desna strana u odnosu na svaku polupravu odnosno s v a k uusmerenu duº.Ta£ke u unutra²njosti (str. 9) nekog trougla ABC leºe ili levo od strana
AB, BC, CA ili levo od strana CB, BA, AC. U prvom slu£aju ¢emo re¢i:
ABC (ili BCA ili CAB) je pozitivni smer obilaºenja, a CBA (ili BAC ili
ACB) je negativni smer obilaºenja trougla; u drugom slu£aju ¢emo re¢i:
CBA je pozitivan, a ABC je negativan smer obilaºenja trougla.D e f i n i 
 i j a. Ako u trouglu ABC sa stranama a, b, c konstrui²emo dvevisine ha = AD i hb = BE, onda iz sli£nosti trouglova BCE i ACD, postavu 41, sledi propor
ija

a : hb = b : ha,tj.
aha = bhb;prema tome je u svakom trouglu proizvod osnovi
e i njoj odgovaraju¢e visinenezavisan od toga koja se strana trougla uzme za osnovi
u. Dakle, polovinaproizvoda osnovi
e i visine jeste neka za trougao ABC karakteristi£na duº

a.
A B

C

E

D
b

ha

a

hb

cNeka je, na primer, u trouglu ABC smer obilaºenja ABC pozitivan.P o z i t i v n u duº a (prema de�ni
iji na strani 54) nazva¢emo sad merompovr²ine trougla ABC pri pozitivnom obilaºenju i ozna£ava¢emo je sa [ABC℄;n e g a t i v n u duº - a nazva¢emo merom povr²ine trougla pri negativnomobilaºenju i ozna£i¢emo je sa [CBA℄.S t a v 49. Ako ta£ka O leºi van trougla ABC, onda za meru povr²inetrougla vaºi rela
ija[ABC℄ = [OAB℄ + [OBC℄ + [OCA℄.D o k a z. Pretpostavimo najpre da se duºi OA i BC seku u nekoj ta£ki D.Tada, pomo¢u distributivnog zakona u na²em ra£unu duºima, iz de�ni
ijemere povr²ine slede rala
ije:
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A B

C
O

D[OAB℄ = [ODB℄ + [DAB℄,[OBC℄ = -[OCB℄ = -[OCD℄ - [ODB℄,[OCA℄ = [OCD℄ + [CAD℄.Sabiranjem duºi nazna£enih u ovim jedna£inama, ako se pri tome iskoristijedan od stavova navedenih na strani 54 dobija se:[OAB℄ + [OBC℄ + [OCA℄ = [DAB℄ + [CAD℄,a odatle sledi, opet na osnovu distributivnog zakona,[OAB℄ + [OBC℄ + [OCA℄ = [ABC℄.Ostale mogu¢e pretpostavke u odnosu na poloºaj ta£ke O, na sli£an na£indovode do tvrdjenja stava 49.S t a v 50. Ako se trougao ABC ma kako razloºi u kona£an broj trou-glova ∆k, onda je mera povr²ine trougla ABC pri njegovom obilaºenju upozitivnom smeru jednaka zbiru mera povr²ina svih trouglova ∆k pri pozi-tivnom smeru obilaºenja.D o k a z. Neka je na primer ABC pozitivni smer obilaºenja kod trougla
ABC i neka je DE duº u unutra²njosti trougla ABC, kojom se grani£e dvatrougla DEF i DEG na²eg razlaganja.

A B

C

A1 Al

B1

Bm

Cm
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O



61Neka je na primer DEF pozitivni smer obilaºenja trougla DEF ; tada je
GED pozitivni smer obilaºenja trougla DEG. Ako sad uzmemo neku ta£ku
O van trougla ABC, onda prema stavu 49, vaºe rela
ije: [DEF ℄ = [ODE℄ +[OEF ℄ + [OFD℄, [GED℄ = [OGE℄ + [OED℄ + [ODG℄ = [OGD℄ − [ODE℄
+ [ODG℄.Sabiranjem ovih dveju segmentnih jedna£ina otpada na desnoj stranimera povr²ine [ODE℄.Izrazimo na ovaj na£in, prema stavu 49, mere povr²ina svih trouglova
∆k sa pozitivnim smerom obilaºenja i saberimo sve tako dobijene jedna£ine.Tada za s v a k u duº DE, koja leºi u unutra²njost trougla ABC, sa desnestrane jedna£ine otpada mera povr²ine [ODE℄. Ako ozna£imo ta£ke, iskori²¢e-ne pri razlaganju trougla ABC, koje leºe na njegovim stranama redom kakoslede sa A, A1, . . . , Al, B, B1, . . . , Bm, C, C1, . . . , Cn, i ozna£imo zbir merapovr²ina svih trouglova ∆k pri pozitivnom smeru obilaºenja kratko sa Σ,dobija se, ²to se sada lako vidi, sabirnjem svih segmentnih jedna£ina:
Σ = [OAA1℄ + · · · + [OA1B℄ + [OBB1℄ + · · · + [OBmC℄ + [OCC1℄ + · · ·

+ [OCnA℄ = [OAB℄ + [OBC℄ + [OCA℄,odakle, prema stavu 49:
Σ = [ABC℄.D e f i n i 
 i j a. Ako de�ni²emo meru povr²ine [P ℄ prostog poligona pripozitivnom smeru obilaºenja kao zbir mera povr²ina svih trouglova sa pozi-tivnim smerom obilaºenja na koje se raspada dati poligon pri nekom odred-jenom razlaganju, onda, na osnovu stava 50, doznajemo sli£nim na£inom za-klju£ivanja koji smo primenili u �18 pri dokazu stava 43 da je mera povr²ine[P ℄ nezavisna od na£ina razlaganja poligona u trouglove i stoga se jedno-zna£no odredjuje samo poligonom.Iz ove de�ni
ije zaklju£ujemo pomo¢u stava 50 da r a z l o º iv o j e d n a k ip o l i g o n i im a j u j e d n a k e m e r e povr²ine (ovde, kao i u nerednimizlaganjima, pod merom povr²ine uvek se razume mera povr²ine za pozitivnismer obilaºenja).Dalje, ako su P i Q dopunski jednaki poligoni, to, prema de�ni
iji, morajupostojati takva po dva i dva razloºivo jednaka poligona P ′, Q′, . . . , P ′′, Q′′, dapoligon P + P ′ + . . . + P ′′ sastavljen od P, P ′, . . . , P ′′ bude razloºivo jednakpoligonu Q + Q′ + . . . Q′′ sastavljenom od Q, Q′, . . . , Q′′. Iz jedna£ina[P + P ′ + . . . + P ′′℄ = [Q + Q′ + . . . Q′′℄[P ′℄ = [Q′℄...[P ′′℄ = [Q′′℄



62lako zaklju£ujemo da je [P ℄ = [Q℄,tj. d o p u n s k i j e d n a k i p o l i g o n i im a j u j e d n a k e m e r e p o v r ² i n e.�21. Dopunska jednakost i mera povr²ineNa²li smo u �20 da dopunski jednaki poligoni uvek imaju jednake merepovr²ine. Iz ove £injeni
e izvodimo neposredno dokaz stava 48. Naime,ozna£imo li jednake osnovi
e oba trougla sa g, odgovaraju¢e visine sa h i h′onda iz pretpostavljene dopunske jednakosti oba trougla zaklju£ujemo da titrouglovi takodje moraju imati jednake mere povr²ina, tj. sledi
1
2gh = 1

2gh′i posle deoba sa 1
2g

h = h′;ovo je tvrdjenje stava 48.Sada se moºe takodje obrnuti iskaz u£injen na kraju �20. Ustvari, nekasu P i Q dva poligona sa jednakim merama povr²ine. Konstrui²imo, premastavu 47, dva pravougla trougla ∆ i E koja imaju ovo svojstvo: neka svakiima jednu katetu 1 i neka je dalje trougao ∆ dopunski jednak poligonu P ,a trougao E - poligonu Q. Iz stava, dokazanog na kraju �20, sledi tada da
∆ i P imaju jednake mere povr²ina, a isto tako E i Q. Iz toga sledi, zbogjednakosti mera povr²ina poligona P i Q da i trouglovi ∆ i E imaju jednakekatete 1, oni moraju imati i druge katete jednake tj. trougli ∆ i E su medjusobom podudarni, a stoga su, prema stavu 43, poligoni P i Q medju sobomdopunski jednaki.Obe £injeni
e nadjene u ovom i prethodnom paragrafu obuhvati¢emo uslede¢em stavu:S t a v 51. Dva dopunski jednaka poligona imaju uvek istu meru povr²ine,a dva poligona sa istom merom povr²ine uvek su medju sobom dopunskijednaka.Naro£ito dva dopunski jednaka pravougaonika koji imaju jednu zajed-ni£ku stranu moraju imati i druge strane jednake. Otuda sledi stav:S t a v 52. Ako se pravougaonik razloºi pomo¢u pravih u vi²e trouglova iako se izostavi samo jedan od ovih trouglova, onda se pravougaonik ne moºevi²e ispuniti ostalim trouglovima.Ovaj su stav uzeli D e z o l t (De Zolt) i O. � t o l 
 (O. Stolz) kaoaksiomu, a F. � u r i V. K i l i n g (W. Killing) su ga dokazali pomo¢uArhimedove aksiome. U prethodnom izlaganju je pokazano da je ova teoremapotpuno nezavisna od Arhimedove aksiome.Za dokaz stavova 48, 50, 51 bitno smo iskoristili ra£un duºima uve-den u tre¢oj glavi �15, a po²to se ovaj ra£un duºima uglavnom zasniva na



63Paskalovom stavu (stav 40) ili ta£nije, na spe
ijalnom slu£aju (str. 46) ovogstava, to se pokazuje da je Paskalov stav najvaºniji element za izgradnjuu£enja o povr²inama.Lako doznajemo da se i obrnuto Paskalov stav moºe dobiti iz stavova46 i 48. Ustvari, iz paralelnosti pravih CB′ i C ′B sledi, prema stavu 46,dopunska jednakost trouglova OBB′ i OCC ′; isto tako iz paralelnosti pravih
CA′ i AC ′ sledi da su trouglovi OAA′ i OCC ′ dopunski jednaki.

O C B A

B′

C′

A′

Po²to su, prema tome, i trouglovi OAA′ i OBB′ dopunski jednaki, to seiz stava 48 dobija da prave BA′ i AB′ moraju biti paralelne.Dalje, lako uvidjano da poligon koji 
eo leºi u unutra²njasti drugog polig-ona uvek ima manju meru povr²ine no ovaj drugi i zato, prema stavu 51, nemoºe biti njemu dopunski jednak. Ova £injeni
a sadrºi stav 52 kao spa
ijalanslu£aj.Sa ovim smo zasnovali bitne stavove u£enja o povr²inama u ravni.Jo² je G a u s (K. F . Gauss) obratio paºnju matemati£ara na sli£no pi-tanje za prostor. Izrazio sam pretpostavku da je nemogu¢e sli£no zasnivanjeu£enja o zapreminama i postavio odredjeni zadatak - na¢i dva tetraedra sajednakim osnovama i jednakim visinama koji se ne mogu ni na koji na£inrazloºiti na kongruentne tetraedre i koji se takodje ne bi mogli dopuniti do-davanjem podudarnih tetraedara do takvih poliedara koji bi se mogli sa svojestrane razloºiti na podudarne tetraedre.M. D e n je uspeo da ovo stvarno dokaºe; time je on na strog na£indokazao nemogu¢nost da se zasnuje u£enje o zapreminama na isti na£in kakoje to gore u£injeno za povr²ine u ravni.Prema tome za obradu sli£nih pitanja za prostor trebalo bi uzeti drugadva pomo¢na sredstva, npr. Kavaljerijev prin
ip.U ovom smislu je V. Z i s zasnovao u£enje o zapreminama. V. Zis nazivadva tetraedra jednakih visina i dopunski jednakih osnovi
a jednakim u Kaval-jerijevom smislu; najzad, dva poliedra, koja se mogu predstaviti kao razlikau Kavaljerijevom smislu razloºivo jednakih poliedara, on naziva razloºivojednakim u Kavaljerijevom smislu.



64Moºe se dokazati, bez upotrebe aksiome neprekidnosti da su jednakostzapremine i dopunska jednakost u Kavaljerijevom smislu�ekvivalentni poj-movi, dok se razloºiva jednakost u Kavaljerijevom smislu kod poliedara jed-nakih zapremina moºe dokazati samo pomo¢u Arhimedove aksiome.Da pomenemo kao noviji naredni rezultat koji je dobio J. P. S i d l e r(J. P. Sydler) : Stav, da su dva i dva dopunski jednaka poligona i pa-zloºivo jednaka, koji se dobiva za ravan iz stava 51 i razmatranja na str. 60(posle stava 46),moºe se, pod pretpostavkom Arhimedove aksiome, pro²iritina poliedre u prostoru. Ovom rezultatu se dalje priklju£uje konstata
ija damnoºina klasa ekvivalen
ije poliedara u odnosu na razloºivu jednakost imamo¢ kontinuuma.



65Peta glavaDezargov stav�22. Dezargov stav i njegov dokaz u ravnipomo¢u aksioma podudarnostiOd aksioma postavljenih u prvoj glavi, sve aksiome grupa II − V delomsu linearne, a delom aksiome ravni; aksiome 4�8 grupe I su jedine prostorneaksiome. Da bismo jasno uvideli zna£aj ovih prostornih aksioma, zamislimoda je data neka r a v n a geometrija i ispitajmo uop²te uslove za to da seta ravna geometrija moºe shvatiti kao deo prostorne geometrije, u kojoj suzadovoljene sve aksiome pretpostavljene u ravnoj geometriji, a osim togaprostorne aksiome veze I4−8.U ovoj i narednoj glavi ne¢emo se uop²te koristiti aksiomama podu-darnosti. Usled toga ovde se mora za osnovu uzeti aksioma paralelnih IV(str. 23) u o²trijoj formula
iji:
IV ∗ (aksioma paralelnih u o²trijoj formula
iji). Neka je a proizvoljnaprava i A ta£ka koja leºi van a: tada u ravni koja je odredjena pravom a ita£kom A postoji jedna i samo jedna prava koja prolazi kroz ta£ku A i neprese
a pravu a.Kao ²to je poznato, na osnovu aksioma grupa I − II, IV ∗, moºe sedokazati takozvani Dezargov (Desargues) stav; Dezargov stav jeste stav oprose£nim ta£kama u ravni. Naro£ito isti£emo pravu na kojoj treba da leºeprese£ne ta£ke odgovaraju¢ih strana oba trougla kao kao takozvanu �beskon-a£no daleku pravu� i tako dobiveni stav zajedno sa njegovom inverzijomnazva¢emo prosto Dezargovim stavom; ovaj stav glasi:S t a v 53 (Dezargov stav) Ako dva trougla leºe u ravni tako da su im podve i dve odgovaraju¢e strane medju sobom paralelne, to prave koje spajajuodgovaraju¢a temena ili prolaze kroz istu ta£ku ili su medju sobom paralelnei obrnuto:Ako dva trougla leºe u ravni tako da linije koje spajaju odgovaraju¢atemena ili prolaze kroz jednu ta£ku ili su medju sobom paralelne i ako, dalje,imaju dva para odgovaraju¢ih strana medju sobom paralelnih, onda su itre¢e strane tih trouglova medju sobom paralelne.



66Kako je ve¢ re£eno, stav 53 je posledi
a aksioma I, II,IV ∗; prema ovoj£injeni
i vaºenje Dezargovog stava u ravnoj geometriji svakako je n u º a nuslov da bi se ova geometrija mogla shvatiti kao deo prostorne geometrije ukojoj su zadovoljene sve aksiome grupa I, II, IV ∗.Uzmimo sad, kao i u tre¢oj i £etvrtoj glavi, r a v n u geometriju, u kojojvaºe aksiome I1−3 i II − IV , i zamislimo prema �15, da je u tu geometrijuuveden ra£un duºima: tada se moºe, kao ²to je to izloºeno u �17, dodelitisvakoj ta£ki te ravni par duºi (x, y) i svakoj pravoj razmera triju duºi (u :
v : w), pri £emu u, v nisu oba nula, tako da linearna jedna£ina

ux + vy + w = 0predstavlja uslov in
iden
ije ta£ke i prave. Sistem svih duºi u na²oj geo-matriji obrazuje, prema �17, brojno podru£je, za koje vaºe svojstva 1�16nabrojana u �13; i zato moºemo pomo¢u ovog brojnog podru£ja konstru-isati prostornu geometriju sli£no onome ²to je uradjeno u �9 ili �12 pomo¢ubrojnih sistema Ω i Ω(t); zbog toga uzmimo da sistem triju duºi (x, y, z)pretstavlja ta£ku, a razmera £etiri duºi (u, v, w, r), u kome u, v, w nisu is-tovremeno jednake nuli, pretstavlja ravan, dok bi prave bile de�nisane prese
idveju ravni; pri tome linearna jedna£ina
ux + vy + wz + r = 0izraºava da ta£ka (x, y, z) leºi u ravni (u : v : w : r). Najzad ²to se ti£e ras-poreda ta£aka na pravoj ili rasporeda ta£aka ravni u odnosu na pravu u njojili, najzad, rasporeda ta£aka u odnosu na ravan u prostoru, on se odredjujepomo¢u nejedna£ina medju duºima na sli£an na£in kako je to uradjeno u �9za ravan.Po²to uno²enjem vrednosti z = 0 opet dobivamo prvobitnu ravnu ge-ometriju, uvidjamo da se na²a ravna geometrija moºe smatrati kao deoprostorne geometrije. No, prema gornjim izlaganjima, za to je nuºan uslovvaºenje Dezargovog stava, a otuda proizilazi da u usvojenoj ravnoj geometrijimora vaºiti Dezargov stav. Ovaj stav je, dakle, posledi
a aksioma I1−3, II −

IV .Primetimo da se ova sad nadjena £injeni
a moºe bez muke i direktnoizvesti iz stava 42 o u£enju o propor
ijama ili iz stava 61.�23. Nemogu¢nost dokaza Dezargovog stava u ravni bez aksiomapodudarnostiSada ¢emo razmotriti pitanje da li se Dezargov stav moºe dokazati ibez upotrebe aksioma podudarnosti. Pri tome ¢emo dospeti do nared-nogrezultata:S t a v 54. Postoji ravna geometrija u kojoj su zadovoljene aksiome
I1−3, II, III1−4, IV ∗, V , tj. sve linearne aksiome i aksiome ravni, izuzev



67aksiome podudarnosti III5, a Dezargov stav ne vaºi (stav 53). Dezargovstav se, prema tome, ne moºe izvesti samo iz pomenutih aksioma; za njegovdokaz neophodne su ili prostorne aksiome ili aksioma III5 o podudarnostitrouglova.D o k a z. U obi£noj ravnoj Dekartovoj geometriji, £iju smo mogu¢nostve¢ dokazali u drugoj glavi �9, primeni¢emo de�ni
iju pravih linija i uglovana ovaj na£in. Uzmimo ma koju pravu Dekartove geometrije kao osu i ra-zlikujmo na ovoj osi pozitivni i negativni smer, kao i pozitivnu i negativnupoluravan u odnosu na ovu osu.Uzmimo sada kao pravu na²e nove geometrije osu i svaku prema njojparalelnu pravu Dekartove geometrije, zatim svaku pravu Dekartove ge-ometrije, £ija poluprava koja leºi u pozitivnoj poluravni obrazuje sa pozitib-nim smerom ose prav ili tup ugao, i, najzad, svaki sistm dveju polupravih
h, k Dekartove geometrije koji ima ovo svojstvo: zajedni£ko teme od h i kleºi na osi; poluprava h, koja leºi u negativnoj poluravni, obrazuje sa poz-itivnim smerom ose o²tar ugao α, a produºenje k′ poluprave k, koja leºi unegativnoj poluravni, obrazuje sa pozitivnim smerom ose ugao β tako da uDekartovoj geometriji vaºi rela
ija

tanβ

tan α
= 2.Raspored ta£aka i duºine duºi i na onim pravima koje se u Dekartovojravni pretstavljaju kao sistem dve poluprave de�ni²u se na o£igledan na£in,kao i obi£no. U tako de�nisanoj geometriji, ²to se lako uvidja, vaºe aksiome

I1−3, II, III1−8, IV ∗; napr. neposredno je jasno da prave koje prolaze krozjednu ta£ku jednostruko pokrivaju ravan. Osim toga u jednoj geometriji vaºei aksiome V . poz.Osaneg.
k′

k

h

β
α

Svi uglovi koji nemaju n i j e d a n krak koji ide od ose po pozitivnojpoluravni i obrazuje sa pozitivnim smerom ose o²tar ugao, mere se obi£nokao i u Dekartovoj geometriji. Ako je pak bar jedan krak ugla ω poluprava
k sa malo£as navedenim svojstvima, onda ¢emo kao veli£inu ugla ω u novojgeometriji de�nisati veli£inu onog ugla ω′ Dekartove geometrije, koji ima zakrak polupravu k′ mesto h (videti prethodnu sliku). Ovaj postupak de�n-isanja za dva para uporednoh uglova pokazuje �gura levo. Na osnovu na²e



68de�ni
ije uglova vaºi i aksioma III4; naro£ito za svaki ugao 6 (l, m) vaºi:
6 (l, m) ≡ 6 (m, l).

Osa
ω2 ω′

2

ω1

ω′
1

ω3

ω
′

3

ω
′ 4

ω4

Osa
Naprotiv, kao ²to pokazuje slika desno i ²to se lako ra£unom potvrdjuje,D e z a r g o v s t a v u n o v o j r a v n o j g e om e t r i j i n e v a º i. Osimtoga, isto je tako lako na
rtati �guru koja pokazuje da ni Paskalov stav nevaºi.Ovde izloºena ravna �nedezargovska� geometrija sluºi istovremeno kaoprimer ravne geometrije, u kojoj vaºe aksiome I1−3, II, III1−4, IV ∗, V ikoja se ipak ne moºe smatrati kao deo prostorne geometrije�24. Uvodjenje segmentnog ra£una bez upotrebeaksioma podudarnosti na osnovu Dezargovog stavaDa bismo potpuno uvideli zna£aj Dezargovog stava (stav 53), uzmimoza osnovu ravnu geometriju u kojoj vaºe aksiome I1−3, II, IV ∗ , tj. svelinearne aksiome i aksiome ravni, osim aksioma podudarnosti i neorekidnosti,i uvedimo u ovu geometriju novi ra£un duºima, n e z a v i s n o o d a k s i omap o d u d a r n o s t i, na ovaj na£in:Uzmimo u ravni dve stalne prave, koje se seku u ta£ki O, i u daljimizlaganjima ra£unajmo da samo takvim duºima, £ija je po£etna ta£ka O i£ije krajnje ta£ke proizvoljno leºe na jednoj od ovih dveju stalnih pravih. Isamu ta£ku O smatrajmo kao duº O, ²to ¢emo ozna£iti ovako:

O EA B

A′′

C

a+b, C′

1, E′

a, A′

a 1 b a+b
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OO = 0 ili 0 = OO.Neka su E i E′ po jedna odredjena ta£ka na stalnim pravima koje prolazekroz ta£ku O; tada ¢emo smatrati obe duºi OE i OE′ kao duºi 1; u zna
ima:

OE = OE′ = 1ili
1 = OE = OE′.Pravu EE′ kratko nazivamo j e d i n i £ n om p r a v om. Dalje, ako su Ai A′ ta£ke na pravima OE odn.OE′ i ako je pri tome prava koja spaja AA′paralelna prema EE′, onda ¢emo duºi OA i OA′ nazvati jednakim i to ¢emoozna£iti ovako:

OA = OA′ ili OA′ = OA.Da bismo najpre de�nisali zbir duºi a = OA′ i b = OB, koje leºe na OE,konstrui²imo AA′ paralelno prema jedini£noj pravoj EE′ i povu
imo zatimkroz A′ pravu paralelnu prema OE i kroz B pravu paralelnu prema OE′.Ove ¢e se dve paralelne se¢i u nekoj ta£ki A′′. Najzad, povu
imo kroz ta£ku
A′′ pravu paralelnu prema jedini£noj pravoj EE′; ona prese
a stalne prave
OE i OE′ u po jednoj ta£ki, C i C ′; tada ¢emo duº c = OC = OC ′ nazvatiz b i r om duºi a = OA i b = OB, ²to ¢emo ozna£iti ovako:

c = a + b ili a + b = c.Pre nego ²to predjemo dalje, pokaza¢emo da, kad se pretpostavi da vaºiDezargov stav (stav 53), zbir dveju duºi se moºe dobiti i na op²tiji na£in:ta£ka C, koja odredjuje zbir a + b na onoj pravoj, na kojoj leºe ta£ke A i B,ne zavisi od jedini£ne prave EE′ od koje smo po²li, tj. mi ¢emo dobiti ovuta£ku C i pomo¢u naredne konstruk
ije:
O

A′
A

′

A
a

B
b

A
′′

C
a+b

A′′

Odaberimo na pravoj OA′ ma koju ta£ku Ā′ i povu
imo kroz ta£ku Bparalelnu prema OĀ′ i kroz ta£ku Ā′ paralelnu prema OB. Ove se dve praveseku u nekoj ta£ki Ā′′. Prava povu£ena posle toga kroz ta£ku Ā′′ paralelnoprema AĀ′ prese
a pravu OA u ta£ki C, koja odredjuje zbir a + b.Radi dokaza pretpostavimo da su kako ta£ke A′ i A′′ tako i ta£ke Ā′ i Ā′′dobivene na navedeni na£in i da je ta£ka C na pravoj OA tako odredjena, daprava CA′′ bude paralelna prema AA′. Treba dokazati da je i CĀ′ paralelno



70sa AĀ′. Trouglovi AA′Ā′ i CA′′Ā′′ leºe tako da su linije koje spajaju odgo-varaju¢a temena tih trouglova paralelne, a po²to su, sem toga, odgovaraju¢estrane dvaju parova, naime A′Ā′ i A′′Ā′′ kao i AA′ i CA′′, paralelne, to suu stvari, prema drugom iskazu Dezargovog stava, i tre¢e strane AĀ′ i CĀ′′medju sobom paralelne.
O A BE

a, A′
1, E′

ab, C′

ba 1Da bismo de�nisali proizvod duºi a = OA i duºi b = OB, posluºi¢emose potpuno istom konstruk
ijom datom u �15, samo ¢emo ovde uzeti umestokrakova pravog ugla obe stalne prave OE i OE′. Konstruk
ija je prematome slede¢a: odredi se na pravoj OE ta£ka A′, tako da je AA′ paralelnojedini£noj pravoj EE′; ta£ka E se spoji sa ta£kom A′ i povu£e kroz ta£ku Bparalelna prema EA′; ova paralelna prese
a stalnu pravu OE′ u nekoj ta£ki
C ′; duº c = OC ′ nazva¢emo p r o i z v o d om duºi a = OA i duºi b = OB ipisati:

c = ab ili ab = c.�25. Komutativni i aso
ijativni zakon sabiranja u novom segmentnomra£unuZa na² novi ra£un duºima, u ²to se lako uveravamo, vaºe svi stavovi vezepostavljeni u �13; sada ¢emo ispitati koja od ra£unskih pravila postavljenihtamo vaºe u na²em novom ra£unu duºima, ako se za osnovu uzme ravnageometrija, u kojoj su zadovoljene aksiome I1−3, II, IV ∗ i osim toga vaºiDezargov stav.Pokaza¢emo pre svega, da za sabiranje duºi de�nisano u �24 vaºi k omu t a-t i v n i zakon
a + b = b + a.Neka je

a = OA = OA′,

b = OB = OB′,pri £emu su, shodno na²im postavkama, AA′ i BB′ paralelne jedini£nojpravoj. Konstrui²imo sad ta£ke A′′ i B′′, povla£e¢i A′A′′ i B′B′′ paralelnoprema OA i dalje AB′′ i BA′′ paralelno prema OA′; kao ²to se odmah vidi,tada na²e tvrdjenje iskazuje da je spojna prava A′′B′′ paralelna prema AA′.
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O A B

B′′

A′′F

D

C

C′

a, A′

b, B′

a b a+b=b+aTa£nost ovog tvrdjenja uvidjamo na osnovu Dezargovog stava (stav 53)na ovaj na£in: ozna£imo prese£nu ta£ku pravih AB′′ i A′A′′ sa F , a prese£nuta£ku pravih BA′′ i B′B′′ sa D; tada ¢e u trouglima AA′F i BB′D odgovara-ju¢e strane biti medju sobom paralelne. Pomo¢u Dezargovog stava odatlezaklju£ujemo da tri ta£ke O, F, D, leºe na jednoj pravoj. Usled ove okolnostitrougli OAA′ i DB′′A′′ leºe tako da prave koje spajaju odgovaraju¢a temenaprolaze kroz istu ta£ku F . Po²to su, osim toga, odgovararaju¢e strane dvajuparova, naime OA i DB′′ kao i OA′ i DA′′, paralelne, bi¢e, prema drugomiskazu Dezargovog stava (stav 53), i tre¢e strane AA′ i B′′A′′ paralelne. Is-tovremeno iz ovog dokaza sledi da je potpuno svejedno od koje se od dvejustalnih pravih polazi pri konstruk
iji zbira dveju duºi.Dalje vaºi a s o s i j a t i v n i zakon sabiranja:
a + (b + c) = (a + b) + c.Neka su na pravoj OE date duºi
a = OA, b = OB, c = OC.Na osnovu op²teg pravila sabiranja datog u prethodnom paragrafu mogu sezbirovi

a + b = OG, b + c = OB′, (a + b) + c = OG′konstruisati na ovaj na£in: izaberimo proizvoljno na pravoj OE′ ta£ku Di spojimo je sa ta£kama A i B. Pravu povu£enu paralelno kroz ta£ku Dprema OA prese
aju obe paralelne prema OD, povu£ene kroz ta£ke B i
C, u po jednoj ta£ki F odn. D′. Prave povu£ene paralelno kroz ta£ku Fprema AD odn. kroz ta£ku D′ paralelno prema BD prese
aju sada pravu
OA u gore pomenutim ta£kama G odn. B′; dalje, prava povu£ena krozta£ku D′ paralelno prema GD prese
a pravu OA u isto tako pomenutojta£ki G′. Najzad se zbir a + (b + c) dobiva kad najpre povu£emo kroz ta£ku
B′ paralelnu prema
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O CBA

D
F D′

G B′ G′

F ′

H H ′

a b a+b c b+c (a+b)+c=a+(b+c)

OD koju prava DD′ prese
a u nekoj ta£ki F ′, i kad povu£emo kroz ta£ku
F ′ paralelnnu prema AD. Prema tome treba dokazati da je prava G′F ′paralelna prema pravoj AD. Ozna£imo sada prese£nu ta£ku pravih BF i
GD sa H i prese£nu ta£ku pravih B′F ′ i G′D′ sa H ′. Tada su u trouglima
BDH i B′D′H ′ odgovaraju¢e strane paralelne; a po²to su, dalje, prave BB′i DD′ medju sobom paralelne, to je, prema Dezargovom stavu, i prava HH ′paralelna ovim dvema pravima. Prema tome moºemo primeniti drugi iskazDezargovog stava na trougle GFH i G′F ′H ′ pa iz toga saznati da je prava
G′F ′ paralelna prema GF , a zato, svakako, i prema AD.�26. Aso
ijativni zakon mnoºenja i dva distributivna zakona u novomsegmentnom ra£unu.Pri na²im pretpostavkama i za mnoºenje duºi vaºi a s o
 i j at i v n i zakon:

a(bc) = (ab)c.Neka su na prvoj od dveju stalnih pravih kroz ta£ku O date duºi
1 = OA, b = OC, c = OA′,

O CA A′ C′

F

F ′

1 b c bc

a, G

b, B
ab, D

bc, B′

a(bc)=(ab)c, D′

a na drugoj pravoj duºi
a = OG i b = OB.Da bismo, prema pravilu u �24. redom konstruisali duºi

bc = OB′ i bc = OC ′,
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ab = OD,

(ab)c = OD′,povu
imo A′B′ paralelno sa AB, B′C ′ paralelno sa BC, CD paralelno sa
AG, kao i A′D′ paralelno sa AD; kako se odmah vidi, tada se na²e tvrdjenjesvodi na to da i CD mora biti paralelno sa C ′D′. Ozna£imo li sada prese£nuta£ku pravih AD i BC sa F , a prese£nu ta£ku pravih A′D′ i B′C ′ sa F ′, to ¢eu trouglima ABF i A′B′F ′ odgovaraju¢e strane biti medju sobom paralelne;otuda, prema Dezargovom stavu, tri ta£ke O, F, F ′ leºe na jednoj pravoj.Zahvaljuju¢i ovoj okolnosti, moºemo primeniti drugi iskaz Dezargovog stavana trougle CDF i C ′D′F ′ i odatle uvideti da je ustvari CD paralelno sa
C ′D′.Najzad ¢emo dokazati u na²em ra£unu duºima na osnovu Dezargovogstava oba distributivna zakona

a(b + c) = ab + ac

(b + c)a = ba + ca.Radi dokaza prvog distributivnog zakona
a(b + c) = ab + acpretpostavimo da su na prvoj od dveju stalnih pravih date duºi:

1 = OE, b = OB, c = OC,a na drugoj:
a = OA.Prave koje su povu£ene paralelno prema pravoj EA kroz ta£ke B i Cprese
aju pravu OA u po jednoj ta£ki, D odn. F . Tada je na osnovu pravilao mnoºenju (�23),

OD = ab, OF = ac.prema op²tijem pravilu sabiranja u �24 zbir
OH = b + cdobivamo ako povu£emo kroz ta£ku C paralelnu prema OD i kroz D par-alelnu prema OC, pa zatim kroz prese£nu ta£ku G ovih dveju pravih par-alelnu prema BD, koja prese
a pravu OC u ve¢ pomenutoj ta£ki H i pravu

OD u nekoj ta£ki K. Po²to je OH = b + c, na osnovu pravila o mnoºenjuvaºi
OK = a(b + c).
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O CBE

G

H
1 b c b+c

a, A

ab, D

ac, F

a(b+c)=ab+ac, K

Na osnovu op²tijeg pravila o sabiranju i na osnovu onoga ²to je dokazanona str. 74, da stalne prave OE i OE′ mogu razmeniti uloge pri konstruk
ijizbira, moºe se najzad konstruisati zbir ac + ab na ovaj na£in: povu
imoma kroz koju ta£ku prave OE, napr. kroz C, pravu CG, paralelnu prema
OD, zatim kroz ta£ku D paralelnu DG prema OC i, najzad, kroz ta£ku Gparalelnu GK prema CF .Dakle, vaºi

OK = ac + ab,a otuda se pomo¢u komutativnog zakona sabiranja izvodi prvi distributivnizakon.Najzad, da bismo dokazali drugi distributivni zakon, pretpostavimo dasu na prvoj od dveju stalnih pravih date duºi:
1 = OE, a = OA,a na drugoj stalnoj pravoj duºi:
b = OB, c = OC.Prava AB′ paralelna prema EB i prava AC ′ paralelna prema EC odredjujuduºi

OB′ = ba, OC ′ = ca.Konstrui²imo duºi
OF = b + c, OF ′ = ba + caopet na stalnoj pravoj OB prema op²tijem pravilu sabiranju na ovaj na£in:
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O AE

D

D′

1 a

b, B
c, C

b+c, F

ba, B′

ca, C′

(b+c)a=ba+ca, F ′

Povu
imo paralelne kroz ta£ku C prema OE i kroz ta£ku E prema OC.One se seku u nekoj ta£ki D, kroz koju povu
imo paralelnu prema EB, koju
OA prese
a u gore pomenutoj ta£ki F . Isto tako povu
imo kroz ta£ku Aparalelnu prema OC ′, a kroz C ′ paralelnu prema OA. One se seku u nekojta£ki D′; kroz ovu ta£ku povu
imo paralelnu prema AB′, koju OA prese
au pomenutoj ta£ki F ′.Prema pravilu mnoºenja drugi distributivni zakon bi¢e dokazan ako sepokaºe da je prava AF ′ paralelna prema pravoj EF .U trouglima ECD i A′C ′D′ odgovaraju¢e strane su medju sobom par-alelne; zato, prema Dezargovom stavu, tri ta£ke O, D, D′ leºe na jednojpravoj. Stoga moºemo primeniti drugi iskaz Dezargovog stava na trougle
EDF i AD′F ′ i uvideti da su prave AF ′ i EF zaista paralelne.�27. Jedna£ina prave na osnovu novog segmentnog ra£unaMi smo uveli segmentni ra£un od �24 do �26 pomo¢u aksioma navedenihu �24 i pretpostavljaju¢i vaºenje Dezargovog stava za ravan. U ovom ra£unuduºima vaºe, osim stavova veze postavljenih u �13, aso
ijativni zakon sabi-ranja i mnoºenja, kao i oba distributivna zakona. Da komutativni zakon nijeneophodan, vide¢emo u �33. Pokaza¢emo u ovom paragrafu na koji na£inje mogu¢e analiti£ko pretstavljanje ta£aka i pravih u ravni na osnovu ovogra£una duºima.D e f i n i 
 i j a. Dve stalne prave uzete u ravni kroz ta£ku O nazva¢emoosama X i Y i zamisli¢emo da je svaka ta£ka P u ravni odredjena duºima
x, y, koje se dobivaju na osama X i Y , povla£e¢i kroz ta£ku P paralelneprema ovim osama. Ove duºi x, y nazva¢emo koordinatama ta£ke P .Na osnovu novog segmentnog ra£una i pomo¢u Dezargovog stava dospe-vamo do naredne £injeni
e:



76S t a v 55. Koordinate x, y ta£ke na proizvoljnoj pravoj uvek zadovo-ljavaju segmentnu jedna£inu narednog oblika:
ax + by + c = 0;u ovoj jedna£ini moraju stajati duºi a, b sa leve strane od koordinata x, y;duºi a, b nikad nisu istovremeno nula, i c je proizvoljna duº.Obrnuto: svaka segmentna jedna£ina opisane vrste pretstavlja uvek pravuu razmatranoj ravnoj geometriji.D o k a z. Aps
isa x ma koje ta£ke P na osi Y ili prema njoj paralelneprave ne zavisi od izbora ta£ke P na toj pravoj, tj. takva se prava moºepretstaviti u obliku:

x = c̄.Duºi c̄ odgovara duº c, tako da jē
c + c = 0,a stoga vaºi i
x + c = 0.Ova jedna£ina ima oblik traºene vrste. Neka je sad l prava koja prese
a Y -osu u nekoj ta£ki S. Povu
imo kroz proizvoljnu ta£ku P ove prave paralelnuprema Y -osi koja prese
a X-osu u ta£ki Q.

O
X

Y

P

S

Q

y

a

1
x

ax, R
l

Duº OQ = x je aps
isa ta£ke P . paralelna prema l kroz ta£ku Q otse
ana Y -osi duº OR, a prema de�ni
iji mnoºenja vaºi
OR = ax,gde je a duº, koja zavisi samo od poloºaja prave l, a ne zavisi od izborata£ke P na l. Neka je y ordinata od P . Prema pro²irenoj de�ni
iji zbira nastr. 73�74 i usled ve¢ na str. 74 dokazane mogu¢nosti da se konstrui²e zbirpolaze¢i od Y -ose, duº OS sada pretstavlja zbir ax + y. Duº OS = c̄ je duºkoja je odredjena samo poloºalem prave l. Iz jedna£ine
ax + y = c̄



77sledi
ax + y + c = 0,gde je c opet duº koja je odredjena jedna£inom c̄+c = 0. Poslednja jedna£inaprave ax + y + c = 0 ima zahtevani oblik.Lako se vidi da koordinate one ta£ke koja ne leºi na pravoj l ne zadovo-ljavaju ovu jedna£inu.Isto tako je lako dokazati drugi deo stava 55. Naime, ako je data seg-mentna jedna£ina

a′x + b′y + c′ = 0,u kojoj duºi a′ i b′ nisu obe nula, pomnoºi¢emo, u slu£aju da je b′ = 0, sleva£lanove jedna£ine sa duºi a, koja je odredjena rela
ijom aa′ = 1, u slu£ajupak da bude b′ 6= 0,� sa duºi b, koja je odredjena rela
ijom bb′ = 1. Tada¢emo, na osnovu pravila ra£una, dobiti jednu od malo£as izvedenih jedna£inpravih i moºemo lako u posmatranoj ravnoj geometriji konstruisati pravukoja zadovoljava ovu jedna£inu.Treba izri£ito primetiti da pri na²im pretpostavkama segmentna jed-na£ina oblika
xa + yb + c = 0,u kojoj duºi a, b stoje desno od koordinata x, y, uop²te ne pretstavljaju pravu.U �30 ima¢emo vaºnu primenu stava 55.�28. Ukupnost duºi shva¢ena kao kompleksni brojni sistemPomenuli smo ve¢ da su u na²em novom ra£unu duºima, zasnovanom u�24, zadovoljeni stavovi 1�6 u �13.Dalje, u �25 i �26 uvideli smo pomo¢u Dezargovog stava, da za ovaj ra£unduºima vaºe zakoni ra£una 7�11 u �13; prema tome, postoje svi stavovi vezei pravila ra£una, izuzev komutativnog zakona mnoºenja.Najzad, da bismo omogu¢ili raspored duºi, ustanovi¢emo ovo: neka su

A i B dve ma koje razli£ite ta£ke prave OE; poredjajmo sada £etiri ta£ke
O, E, A, B, prema stavu 5 tako, da ta£ka E stoji iza ta£ke O. Stoji li u ovomporetku i ta£ka B iza ta£ke A, re¢i ¢emo da je duº a = OA manj a od duºi
b = OB, ²to ¢emo ozna£iti:

a < b;naprotiv, stoji li u pomenutom poretku ta£ka A iza B, re¢i ¢emo da je duº
a = OA v e ¢ a od duºi b = OB; u zna
ima:

a > bLako uvidjamo da su sad u na²em segmentnom ra£unu, na osnovu ak-siome II, zadovoljeni zakoni ra£una 13�16; prema tome, ukupnost svih ra-zli£itih duºi obrazuje kompleksni brojni sistem, za koji vaºe zakoni 1�11,13�16 i �13, tj. sva pravila osim komutativnog zakona mnoºenja i stavova



78o neprekidnosti; u da ljim izlaganjima takav brojni sistem zva¢emo kratkoDezargovim brojnim sistemom.�29. Izgradjivanje prostorne geometrije pomo¢uDezargovog brojnog sistemaNeka je dat ma koji Dezargov brojni sistem D; o v a j n am s i s t emomo g u ¢ a v a d a i z g r a d im o p r o s t o r n u g e om et r i j u, u k o j o js u z a d o v o lj e n e s v e a k s i om e I, II, IV ∗.Da bismo ovo uvideli, zamislimo sistem ma koja tri broja (x, y, z) Dezargo-vog brojnog sistema D kao ta£ku, a sistem ma koja £etiri broja (u : v : w : r)sistema D, od kojih prva tri nisu istivremeno 0, kao ravan; ali, neka sistemi
(u : v : w : r) i (au : av : aw : ar), gde a zna£i ma koji broj razli£it od 0 usistemu D, pretstavljaju istu ravan. Neka postojanje jedna£ine

ux + vy + wz + r = 0izraºava da ta£ka (x, y, z) leºi u ravni (u : v : w : r). Najzad, de�ni²imopravu pomo¢u sistema dveju ravni (u′ : v′ : w′ : r′) i (u′′ : v′′ : w′′ : r′′), akose u sistemu D ne moºe na¢i broj a razli£it od 0, tako da istovremeno bude
au′ = u′′, av′ = v′′, aw′ = w′′.Re¢i ¢e se da ta£ka (x, y, z) leºi na ovoj pravoj

[(u′ : v′ : w′ : r′), (u′′ : v′′ : w′′ : r′′)],ako je zajedni£ka za obe ravni (u′ : v′ : w′ : r′) i (u′′ : v′′ : w′′ : r′′). Smatrase da dve prave koje sadrºe iste ta£ke nisu razli£ite.Primenjuju¢i zakone ra£una 1�11 u �13, koji treba da vaºe prema pret-postav
i za brojeve sistema D, dospe¢emo bez te²ko¢a do rezultata: da su umalo£as postavljenoj prostornoj geometriji sve aksiome I i IV ∗ zadovoljene.Da bi i aksiome II rasporeda bile zadovoljene, usvojimo naredne postavke.Neka su
(x1, y1, z1) (x2, y2, z2), (x3, y3, z3)ma koje tri ta£ke na pravoj

[(u′ : v′ : w′ : r′), (u′′ : v′′ : w′′ : r′′)];re¢i ¢emo da ta£ka (x2, y2, z2) leºi izmedju one druge dveta£ke ako je zadovoljen bar jedan od ²est pari narednih jedna£ina:
x1 < x2 < x3, x1 > x2 > x3 (1)
y1 < y2 < y3, y1 > y2 > y3 (2)
z1 < z2 < z3, z1 > z2 > z3. (3)



79Ako napr. vaºi jedna od dveju dvostrukih nejedna£ina (1), lako zaklju£ujemoda mora vaºiti ili y1 = y2 = y3 ili jedna od dvostrukih nejedna£ina (2), ida isto tako vaºi ili z1 = z2 = z3 ili jedna od dvostrukih nejedna£ina (3).Ustvari, mnoºe¢i sleva jedna£ine
u′xi + v′yi + w′zi + r′ = 0,

u′′xi + v′′yi + w′′zi + r′′ = 0,

i = 1, 2, 3sa podesno izabranim brojevima sistema D, koji su 6= 0, i zatim sabiraju¢idobivene jedna£ine, izvodimo sistem jedna£ina oblika
u′′′xi + v′′′yi + r′′′ = 0 (4)

(i = 1, 2, 3).Ovde sigurno koe�
ijent v′′′ nije 0, po²to bi se ina£e dobila jednakost trijubrojeva x1, x2, x3. U slu£aju da je u′′′ = 0, dobiva se
y1 = y2 = y3.Ako je pak u′′′ 6= 0, onda iz

x1 < (>)x2 < (>)x3izvodimo dvostruku nejedna£inu
u′′′x1 < (>)u′′′x2 < (>)u′′′x3,pa stoga, na osnovu (4):

v′′′y1 + r′′′ < (>)v′′′y2 + r′′′ < (>)v′′′y3 + r′′′,i otuda
v′′′y1 < (>)v′′′y2 < (>)v′′′y3,pa kako v′′′ nije 0, imamo

y1 < (>)y2 < (>)y3;u svakoj od ovih dvostrukih nejedna£ina treba svuda da vaºi ili levi ili desniznak.Prethodna razmatranja pokazuju da u na²oj geometriji vaºe aksiome ras-poreda II1−3. Ostaje jo² da se pokaºe da u na²oj geometriji vaºi aksioma



80ravni II4. U tu svrhu neka nam je data ravan (u : v : w : r) i u njoj prava
[(u : v : w : r), (u′ : v′ : w′ :′)]. Uzmimo da sve ta£ke (x, y, z) koje leºe uravni (u : v : w : r), za koje je izraz u′x + v′y + w′z + r′ ve¢i ili manji od 0,leºe na jednoj odn. drugoj strani date prave. Tada treba dokazati da je ovapostavka jednozna£na i da je u saglasnosti sa postavkom na str. 8. Ovaj sedokaz moºe lako izvesti.Tako smo doznali da su zadovoljene sve aksiome I, II, IV ∗ u ovoj pros-tornoj geometriji, koja na gore izloºen na£in proizilazi iz Deza-rgovog brojnogsistema D.Kako je Dezargov stav posledi
a aksioma I1−8, II, IV ∗, to doznajemoovo: Na jednom Dezargovom brojnom sistemu D moºe se na pokazanina£in izgraditi ravna geometrija, i kojoj brojeve sistema D obrazuju ele-menti ra£una duºima, uvedenog prema �24, i u kojoj su zadovoljene aksiome
I1−3, II, IV ∗; u takvoj ravnoj geometriji uvek vaºi i Dezargov stav.Ova £injeni
a je inverzija rezultata do koga smo do²li u �24 i koji moºemorezimirati na ovaj na£in: U ravnoj geometriji, u kojoj osim aksioma I1−3,
II, IV ∗; vaºi i Dezargov stav, moºe se, prema �24, uvesti ra£unu duºima;tada elementi ovog ra£una duºima obrazuju, pri podesnoj postav
i rasporeda,uvek Dezargov brojni sistem.�30. Zna£aj Dezargovog stavaKad su u nekoj ravnoj geometriji zadovoljene aksiome I1−3, II, IV ∗ i,osim toga, vaºi Dezargov stav, onda je, prema poslednjem stavu, uvek mogu¢eu ovoj geometriji uvesti segmentni ra£un, za koji vaºe pravila 1�11, 13�16 u�13. Posmatra¢emo dalje, ukupnost ovih duºi kao kompleksni brojni sistemi od njega ¢emo izgraditi, prema izlaganjima u �29, prostornu geometriju, ukojoj vaºe sve aksiome I, II, IV ∗.Ako u ovoj prostornoj geometriji posmatramo isklju£ivo ta£ke
(x, y, 0) i one prave na kojima leºe samo takve ta£ke, dobi¢emo ravnu ge-ometriju. Ako pak uzmemo u obzir stav 55, izveden u �27, jasno je da seova ravna geometrija mora poklopiti sa ravnom geometrijom, izloºenom upo£etku, tj. elementi dveju geometrija mogu se uzajamno jednozna£no do-deliti, odrºavaju¢i pri tome odnose veze i rasporeda. Time dobivamo narednistav, koji treba smatrati kao krajnji 
ilj izlaganja ovog odeljka:S t a v 56. Neka su u nekoj ravnoj geometriji zadovoljene aksiome I1−3,
II, IV ∗; tada je vaºenje Dezargovog stava potreban i dovoljan uslov za to,da se ova ravna geometrija moºe smatrati kao deo prostorne geometrije, ukojoj su zadovoljene sve aksiome I, II, IV ∗.Tako se Dezargov stav za ravnu geometriju moºe u izvesnom smislu karak-terisati kao rezultat elimina
ije prostornih aksioma.Nadjeni rezultati takodje nam omogu¢avaju da uvidimo da se svaka pros-torna geometrija, u kojoj su zadovoljene sve aksiome I, II, IV ∗, moºe uvek



81shvatiti kao deo neke �geometrije od proizvoljno mnogo dimenzija�; pri tometreba da se pod geometrijom sa proizvoljno mnogo dimenzija razume ukup-nost ta£aka, pravih i ravni i jo² drugih elemenata, za koje su zadovoljene naodgovaraju¢i na£in pro²irene aksiome veze, rasporeda, kao i aksioma paralel-nih.



82�esta glavaPaskalov stav�31. Dva stava o mogu¢nosti dokaza Paskalovog stavaKao ²to je ve¢ pomenuto, Dezargov stav (stav 53) se moºe dokazati izaksioma I, II,IV ∗, tj. koriste¢i bitno prostorne aksiome, no bez upotrebeaksioma podudarnosti; pokazao sam u �23, da se ovaj stav ne moºe dokazatibez prostornih aksioma grupe I i bez aksioma podudarnosti III, £ak ako sei dopusti u p o t r e b a a k s i oma n e p r e k i d n o s t i.U �14 smo izveli Paskalov stav, a u �22 i Dezargov stav, iz aksioma I1−3,
II − IV , dakle bez prostornih aksioma, no koriste¢i se bitno aksiomamapodudarnosti. Nastaje pitanje d a l i s e mo º e d o k a z a t i i P a s k a l o vs t a v, oslanjaju¢i se na prostorne aksiome veze, a n e k o r i s t e ¢ i s ea k s i omama p o d u d a r n o st i. Na²e ispitivanje ¢e pokazati da se Paskalovstav u ovom pogledu potpuno razlikuje od Dezargovog stava, jer pri dokazuPaskalovog stava je od odlu£uju¢eg zna£aja za njegovo vaºenje u sv a j a nj ei l i i s k lj u £ e nj e A r h im e d o v e a k s i om e. Po²to u ovoj glavi uop²tenisu pretpostavljene aksiome podudarnosti,to se u njoj mora uzeti za osnovuArhimedova aksioma u narednoj formula
iji:

V ∗
1 (Arhimedova aksioma za ra£un duºima). Neka su date na pravoj

g duº a i dve ta£ke A i B. Tada se uvek moºe na¢i neki broj ta£aka
A1,A2,. . . ,An−1,An, tako da ta£ka B leºi izmedju ta£aka A i An i da su duºiAA1,A1A2,. . . ,An−1An jednake duºi a u smislu ra£una duºima, koji se moºeuvesti na pravoj g prema �24,na osnovu aksioma I, II, IV ∗ i Dezargovogstava. Glavne rezultate ovog ispitivanja obuhvati¢emo u dva naredna stava:S t a v 57. Paskalov stav (stav 40) se moºe dokazati na osnovu aksioma
I, II, IV ∗,V ∗

1 , tj. isklju£uju¢i aksiome podudarnosti, a oslonjaju¢i se naArhimedovu aksiomu.S t a v 58. Paskalov stav (stav 40) se ne moºe dokazati na osnovu aksioma
I, II, IV ∗, tj. kad se isklju£e i aksiome podudarnosti i Arhimedova aksioma.U formula
iji ova dva stava, na osnovu op²teg stava 56, mogu se pros-torne aksiome I4−8 zameniti i zahtevom ravne geometrije da vaºi Dezargovstav(stav 53).



83�32. Komutativni zakon mnoºenja u Arhimedovom brojnom sistemuDokazi stavova 57 i 58 zasnivaju se bitno na izvesnim uzajamnim odnosi-ma, koji postoje za pravila ra£una i osnovne £injeni
e aritmetike i £ije jeupoznavanje i samo po sebi od interesa. Utvrdi¢emo ta£nost ova dva stava:S t a v 59. U Arhimedovom brojnom sistemu je komutativni zakon mnoºe-nja nuºna posledi
a ostalih zakona ra£una, to zna£i, ako brojni sistem imaosobine 1-11, 13-17, nabrojane u �13, onda nuºno sledi da u njemu vaºi iformula 12.D o k a z. Najpre primetimo: ako je a proizvoljan broj na²eg brojnogsistema i ako je
n = 1 + 1 + . . . + 1pozitivan 
eo ra
ionalan broj, onda za a i n uvek vaºi komutativni zakonmnoºenja; naime bi¢e

an = a(1 + 1 + . . . + 1) = a · 1 + a · 1 + . . . + a · 1i isto tako
na = (1 + 1 + . . . + 1)a = 1 · a + 1 · a + . . . + 1 · a.Neka medjutim, nasuprot na²em tvrdjenju, postoje dva broja a, b u na²embrojnom sistemu za koje ne vaºi komutativni zakon mnoºenja. Tada smemo,²to se lako vidi, da napravimo ove pretpostavke:

a > 0, b > 0, ab − ba > 0.Na osnovu zahteva 5 u �13 postoji broj c(> 0), tako da je
(a + b + 1)c = ab − ba.Najzad odaberimo broj d koji bi istovremeno zadovoljavao nejedna£ine

d > 0, d < 1, d < c,i ozna£imo sa m i n dva 
ela ra
ionalna broja ≥ 0 za koja je
md < a ≤ (m + 1)dodn.
nd < b ≤ (n + 1)d.Postojanje ovih brojeva m, n jeste neposredna posledi
a Arhimedovog stava(stav 17 u �13). S obzirom na primedbu u po£etku ovog dokaza, dobi¢emoiz poslednjih nejedna£ina mnoºenjem:

ab ≤ mnd2 + (m + n + 1)d2,
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ba > mnd2,i oduzimanjem

ab − ba < (m + n + 1)d2.Sad je
md < a, nd < b, d < 1i zato

(m + n + 1)d < a + b + 1,tj.
ab − ba < (a + b + 1)dili zbog d < c

ab − ba < (a + b + 1)c.Ova poslednja nejedna£ina protivure£i odredbi broja c, a time je stav 59dokazan.�33. Komutativni zakon mnoºenja u ne-arhimedovom brojnom sistemuS t a v 60. Za ne-arhimedov brojni sistem komutativni zakon mnoºenjanije nuºna posledi
a ostalih zakona ra£una; to zna£i, postoji brojni sistemkoji ima u �13 nabrojane osobine 1-11,13-16-Dezargov brojni sistem prema�28-, u kome ne vaºi komutativni zakon mnoºenja (12).D o k a z. Neka je t parametar, a T ma koji izraz sa kona£nim ili beskon-a£nim brojem £lanova oblika:
T = r0t

n + r1t
n+1 + r2t

n+2 + . . . ;neka u njemu r0(6= 0), r1, r2, . . . zna£e proizvoljne ra
ionalne brojeve i nekaje n proizvoljan 
eo ra
ionalan broj < (>,=)0. Podru£ju ovih izraza Tdodajmo broj 0. Dva izraza oblika T nzivaju se tada jednakim ako su unjima svi brojevi n, r0, r1, r2 . . . jednaki medju sobom po dva i dva. Dalje,neka je s drugi parametar, a S ma koji izraz sa kona£nim ili beskona£nimbrojem £lanova oblika:
S = smT0 + sm+1T1 + sm+2T2 + . . . ;neka u njemu T0(6= 0), T1, T2, . . . ozna£avaju proizvoljne izraze oblika T , aneka je m opet proizvoljan 
eo ra
ionalan broj > (=, <)0. Ukupnost svuhizraza oblika S, kome je jo² dodata o, smatra¢emo kao kompleksni brojnisistem Ω(s, t), u kome ¢emo postaviti naredna pravila ra£una.Pre svega sa samim parametrima s i t ra£una¢emo po pravilima 7-11 iz�13, dok ¢emo mesto pravila 12 stalno primenjivati obraza
 (1)

ts = 2st.



85Lako se uveravamo da je ova postavka neprotivure£na.Ako su sad S
′
, S

′′ dva ma koja izraza oblika S:
S

′
= sm′

T ′
0 + sm′+1T ′

1 + sm′+2T ′
2 + . . . ,

S
′′

= sm′′
T

′′

0 + sm′′+1T
′′

1 + sm′′+2T
′′

2 + . . . ,moºe se, o£igledno, sabiranjem £lan po £lan obrazovati novi izraz S′ + S”,koji je opet oblika S i koji je istovremeno jednozna£no odredjen; ovaj se izraz
S′ + S′′ naziva zbirom brojeva predstavljenih izrazima S′ i S′′.Obi£nim formalnim moºenjem £lan po £lan oba izraza S′, S′′, dolazimonajpre do izraza oblika:

S′S
′′

= sm′
T ′

0s
m′′

T
′′

0 + (sm′
T ′

0s
m′′+1T

′′

1 + sm′+1T ′
1s

m′′
T

′′

0 )+

+(sm′
T ′

0s
m′′+2T

′′

2 + sm′+1T ′
1s

m′′+1T
′′

1 + sm′+2T ′
2s

m′′
T

′′

0 ) + . . .Ovaj izraz, ako upotrebimo formulu (1), postaje, o£igledno, jednozna£noodredjen izraz oblika S; poslednji ¢e se nazvati proizvodom broja predstavl-jenog sa S′ i broja predstavljenog sa S′′.Pri tako postavljenom na£inu ra£una neposredno jasno je vaºenje pravilara£una 1-4 i 6-11 u �13. Takodje nije te²ko uvideti vaºenje pravila 5 u �13.Radi toga pretpostavimo da su npr.
S

′
= sm′

T ′
0 + sm′+1T ′

1 + sm′+2T ′
2 + . . .i

S
′′′′

= sm′′′′
T

′′′′

0 + sm′′′′+1T
′′′′

1 + sm′′′′+2T
′′′′

2 + . . .dati izrazi oblika S i primetimo da, saglasno na²im postavkama, prvi koe�-
ijent r′0 iz T ′
0 mora biti razli£it od nule. Uporedjuju¢i sada iste stepene od

s na obema stranama jedna£ine
(2)S

′
S

′′
= S

′′′
,nalazimo na jednozna£no odredjen na£in najpre 
eo broj m

′′ kao izloºila
, azatim takve izraze
T

′′

0 , T
′′

1 , T
′′

2 , . . .tako da izraz
S

′′
= sm′′

T
′′

0 + sm′′+1T
′′

1 + sm′′+2T
′′

2 + . . .zadovoljava jedna£inu (2) pri upotrebi obras
a (1). Sli£no vaºi za jedna£inu
S

′′′
S

′
= S

′′′′
.Ovim je traºeni dokaz izveden.



86Najzad, da bismo omogu¢ili raspored brojeva na²eg brojnog sistema
Ω(s, t), usvojimo ove postavke: za neki broj ovog sistema se kaºe da je < ili
> 0, prema tome da li je u izrazu S koji ga predstavlja prvi koe�
ijent r0 od
T0 < ili > 0. Ako su data ma koja dva broja a i b tog kompleksnog brojnogsistema,onda se kaºe da je a < b odn. a > b, prema tome da li je a − b <ili > 0. Neposredno je jasno da pri ovim postavkama takodje vaºe pravila13-16 u �13, tj. da je Ω(s, t) Dezargov brojni sistem (up. �28).Pravilo 12 u �13, ²to pokazuje jedna£ina (1), nije zadovoljeno u na²emkompleksnom brojnom sistemu Ω(s, t), a time je potpuno dokazna ta£noststava 60.U saglasnosti sa stavom 59, ne vaºi Arhimedov stav (stav 17 �13) zamalo£as postavljeni brojni sistem Ω(s, t).�34. Dokaz oba stava o Paskalovom stavu(Nepaskalska geometrija)Ako su u prostornoj geometriji zadovoljene sve aksiome I, II, IV ∗, ondau toj geometriji vaºi i Dezargov stav (stav 53) i stoga je, prema poslednjemstavu u �28, u toj geometriji mogu¢e na svakom paru pravih koje se sekuuvesti ra£un duºima, za koji vaºe pravila 1-11, 13-16 u �13.Pretpostavimo li pak Arhimedovu aksiomu V ∗

1 u na²oj geometriji, ondao£igledno za segmentni ra£un vaºi Arhimedov
O

X

Y

1 a b

a

b

ab=ba

stav (stav 17 u �13), a stoga, prema stavu 59, vaºi i komutativni zakonmnoºenja. Iz �gure koja je sa strane neposredno je jasno da komutativnizakon mnoºenja ne predstavlja ni²ta drugo do Paskalov stav za obe ose.Time je ta£nost stava 57 dokazana.Da bismo dokazli stav 58, uo£imo Dezargov brojni sistem Ω(s, t) uveden u�33, konstrui²imo pomo¢u ovog sistema prostornu geometriju na na£in opisanu �29, u kojoj su zadovoljene sve aksiome I, II, IV ∗. Pa ipak Paskalov stavne vaºi u ovoj geometriji, po²to komutativni zakon mnoºenja ne postoji uDezargovom brojnom sistemu Ω(s, t). Tako izgradjena �nepaskalska"geome-trija,u saglasnosti sa malopre dokazanim stavom 57, nuºno je u isto vreme i�ne-arhimedska"geometrija.



87O£igledno da se Paskalov stav ne moºe dokazati pri na²im pretpostavkamani tada kad se prostorna geometrija shvati kao deo geometrije od proizvoljnomnogo dimenzija, u kojoj osim ta£aka, pravih i ravni postoje i drugi elementikoji su zasnovani na odgovaraju¢em sistemu aksioma veze i rasporeda, kao ina aksiomi paralelnih.�35. Dokaz proizvoljnog stava o ta£kama preseka pomo¢u Paskalovog stavaDokaºimo najpre vaºnu £injeni
u:S t a v 61. Dezargov stav (stav 53) se moºe dokazati iz Paskalovog stava(stav 40) samo pomo¢u aksioma I1−3 ,II, IV ∗, dakle, bez pomo¢i aksiomapodudarnosti i aksioma neprekidnosti.D o k a z.O£igledno da oba delimi£na iskaza iz kojih se sastoji stav 53neposredno slede jedan iz drugog. Dovoljno je, dakle, dokazati napr. Drugiiskaz stava 53. Izve²¢emo dokaz uz izvesne sporedne pretpostavke. Neka sudva trougla ABC i A′
B

′
C

′ tako poloºena da linije koje spajaju odgovaraju¢atemena prolaze kroz jednu
O C C′

A

B
A′

B′

L

M

N

ta£ku O i neka je, dalje, prava AB paralelna sa A
′
B

′ , a prava AC paralelnasa A
′
C

′ . Pretpostavimo, dalje, da ni prave OB
′ i A

′
C

′ ni prave OC
′ i A

′
B

′nisu medju sobom paralelne.Povu
imo onda kroz ta£ku A paralelnu prema OB
′ koju prese
a prava A

′
C

′u nekoj ta£ki L, a prava OC
′ u nekoj ta£ki M . Neka, dalje, prava LB

′nije paralelna ni prema OA, ni prema OC. Prave AB i LB
′ sigurno nisuparalelne, tj. one se seku u nekoj ta£ki N , koju ¢emo spojiti sa ta£kama Mi O.Prema konstruk
iji moºe se Paskalov stav primeniti na kon�gura
iju

ONALA
′
B

′ i tako se moºe doznati da je ON paralelno sa A
′
L, pa zatoparalelno i prema CA. Sada se Paskalov stav moºe primeniti i na kon�gu-ra
ije ONMACB i ONMLC

′
B

′ i dobiti da je MN paralelno kako prema
CB, tako i prema C

′
B

′ . Dakle, strane CB i C
′
B

′ su zaista medju sobomparalelne.Sporedne pretpostavke u£injene pri dokazu, dadu se sada redom odstran-iti. Ovde ¢emo izostaviti dokaz ovog svodjenja.



88Neka je sad data ravna geometrija u kojoj, osim aksioma I1−3 ,II, IV ∗,vaºi Paskalov stav. Stav 61 u£i da u ovoj geometriji vaºi i Dezargov stav.Zato moºemo, prema �24, u nju uvesti ra£un duºima i u ovom ra£unuduºima vaºi, prema �34, zajedno sa Paskalovim stavom i komutativni za-kon mnoºenja, tj. vaºe u njemu svi zakoni ra£una 1-12 u �13.Nazovemo li �guru koja odgovara sadrºini Paskalovog odn. Dezargovogstava, Paskalovom odn. Dezargovom kon�gura
ijom, onda moºemo rezultat��24-26 i 34 ovako rezimirati: svaka primena ra£unskih zakona (stav 1-12u �13) u na²em segmentnom ra£unu pokazuje se kao kombina
ija kona£nogbroja Paskalovih ili Dezargovih kon�gura
ija; a kako se Dezargova kon�g-ura
ija, shodno dokazu stava 61, moºe predstaviti konstruk
ijom podesnihpomo¢nih ta£aka i pomo¢nih pravih kao kombina
ija Paskalovih kon�gura
i-ja, to se svaka primena pomenutih zakona ra£una pokazuje u na²em ra£unuduºima kao kombina
ija kona£no mnogo Paskalovih kon�gura
ija.Prema �27 i na osnovu komutativnog zakona mnoºenja u ovom ra£unuduºima ta£ku predstavlja par realnih brojeva (x, y), a pravu odnos trijurealnih brojeva (u : v : w), od kojih dva prva ne i²£ezavaju istovremeno.In
iden
ija ta£ke i prave ozna£ava se jedna£inom
ux + vy + w = 0,a paralelnost pravih (u : v : w) i (u

′
: v

′
: w

′
) propor
ijom

u : v = u
′
: v

′
.Neka u datoj geometriji postoji sada £ist stav o prese£nim ta£kama. Pod£istim stavom o prese£nim ta£kama razumemo ovde stav koji sadrºi nekiiskaz o in
iden
iji ta£aka i pravih i o paralelnosti pravih, pri £emu se neiskori²¢avaju drugi odnosi, kao napr. podudarnost ili upravnost. Svaki takav£ist stav o ta£kama preseka ravne geometrije moºe se svesti na naredni oblik:Neka se najpre proizvoljno odabere sistem od kona£no mnogo ta£aka ipravih; zatim neka se povuku, na ranije propisani na£in, prema izvesnimod ovih pravih proizvoljne paralelne, neka se odaberu na izvesnim pravimaproizvoljne ta£ke i povuku kroz izvesne ta£ke proizvoljne prave; ako se tadana propisani na£in konstrui²u spojne prave, prese£ne ta£ke kao i paralelnekroz ve¢ postoje¢e ta£ke, dolazi se najzad do odredjenog sistema kona£nomnogo pravih, o kojima stav iskazuje da one prolaze kroz istu ta£ku odn. dasu paralelne.Koordinate ta£aka i pravih, koje smo najpre sasvim proizvoljno odabrali,posmatra¢emo kao parametre p1, . . . , pn; neke koordinate ta£aka i pravih,oda-branih zatim sa ograni£enom proizvoljno²¢u, mogu se posmatrati kao daljiparametri pn+1, . . . , pr,a ostale njihove koordinate ¢e biti izraºene parametri-ma p1, . . . , pr. Koordinate svih spojnih pravih, prese£nih ta£aka i paralelnih,koje se sada dalje konstrui²u, bi¢e izrazi A(p1, . . . , pr) ra
ionalno zavisniod ovih parametara. Iskaz datog stava o prese£nim ta£kama svodi se na



89tvrdjenje da izvesni takvi izrazi za iste vrednosti parametara daju iste vred-nosti; to zna£i, stav o prese£nim ta£kama iskazuje da da odredjeni izrazi
R(p1, . . . , pr), ra
ionalno zavisni od parametara p1, . . . , pr, uvek is£ezavajukad se mesto ovih parametara unesu ma kakvi elementi segmentnog ra£una,uvedenog u datu geometriju. Po²to je podru£je ovih elemenata beskona£no,to zaklju£ujemo, prema poznatom stavu algebre da izrazi R(p1, . . . , pr), naosnovu zakona ra£una 1-12 u �13, moraju identi£no i²£eznuti. Ali, da bismou na²em ra£unu duºima dokazali identi£no is£ezavanje izraza R(p1, . . . , pr)dovoljna je, prema onom ²to je gore dokazano za primenu zakona ra£una,primena Paskalovog stava. Tako dolazimo do narednog stava:S t a v 62. Svaki £ist stav o ta£kama preseka koji vaºi u ravnoj geometriji,u kojoj vaºe aksiome I1−3, II, IV ∗ i Paskalov stav, pokazuje se konstruk
i-jom podesnih pomo¢nih ta£aka i pomo¢nih pravih kao kombina
ija kona£nomnogo Paskalovih kon�gura
ija.Za dokaz ta£nosti stava o prese£nim ta£kama nije potrebno, dakle, kadse upotrebi Paskalov stav, pribegavati aksiomama podudarnosti i neprekid-nosti.



90Sedma glavaGeometrijske konstruk
ije na osnovu aksioma I − IV�36. Geometrijske konstruk
ije pomo¢u lenjira i prenosio
a duºiNeka je data prostorna geometrija u kojoj vaºe sve aksiome I − IV ; uovoj glavi radi ve¢e upro²¢enosti, uo£i¢emo samo ravnu geometriju koja jesadrºana u ovoj prostornoj geometriji i tada ¢emo razmotriti pitanje koji seelementarni konstruktivni zada
i (pretpostavljaju¢i podesna prakti£na sred-stva) mogu izvesti.Na osnovu aksioma I, II, IV uvek se moºe re²iti naredni zadatak:Z a d a t a k 1. Spojiti dve ta£ke pravom i na¢i prese£nu ta£ku dvejupravih, u slu£aju da prave nisu paralelne.Na osnovu aksioma podudarnosti III mogu¢e je preno²enje duºi i uglova,tj. u datoj geometriji mogu se re²iti ovi zada
i:Z a d a t a k 2. Preneti datu duº na datu pravu od neke ta£ke a sa datestrane od te ta£ke.Z a d a t a k 3. Preneti dati ugao na datu pravu u datoj ta£ki sa datestrane od te prave ili konstruisati pravu koja datu pravu se£e u datoj ta£kipod datim uglom.Vidimo da se, ako se uzmu za osnovu aksiome I − IV , mogu re²iti samooni konstruktivni zada
i koji se mogu svesti na gore pomenute zadatke 1-3.Osnovnim zada
ima 1-3 doda¢emo jo² ova dva:Z a d a t a k 4. Kroz datu ta£ku povu¢i paralelnu prema datoj pravoj.Z a d a t a k 5. Povu¢i normalu na datu pravu.Neposredno vidimo da se oba ova zadatka mogu re²iti na razne na£inepomo¢u zadataka 1-3.Za izvodjenje zadatka 1, potreban nam je lenjir. Da bismo izveli zadatke2-5, dovoljno je, ²to ¢e u narednim izlaganjima biti pokazano, pored lenjiraprimeniti prenosila
 duºi-instrument koji omogu¢ava preno²enje jedne jedineodredjene duºi, napr. jedini£ne duºi. Na taj na£in dolazimo do ovog rezul-tata:S t a v 63. Oni geometrijski konstruktivni zada
i koji se mogu re²iti naosnovu aksioma I − IV dadu se re²iti pomo¢u lenjira i prenosio
a duºi.
A B C

P

D

E

F

1 1

a



91Do k a z. Da bismo izveli zadatak 4, spojimo datu ta£ku P ma kojomta£kom A date prave a i prenesimo jedini£nu duº pomo¢u prenosio
a duºina pravu a od ta£ke A dva puta jedno za drugim, re
imo prvo do ta£ke B,a zatim od B do C. Neka je sad D ma koja ta£ka na AP koja je razli£itaod A i P i da pri tome BD nije paralelno sa PC. Tada se prave CP i BDprese
aju u ta£ki E, a prave AE i CD u ta£ki F . PF je prema �tajneru
(Steiner) traºena paralelna prema pravoj a.Zadatak 5 ¢emo re²iti na slede¢i na£in. Neka je A ta£ka date prave; tadaprenosimo pomo¢u prenosio
a duºi na ovu pravu sa obe strane od ta£ke Ajedini£ne duºi AB i AC i zatim odredimo na dvema proizvoljnim drugimpravima, koje prolaze kroz ta£ku A, ta£ke E i D tako da i duºi AD i AEbudu jednake jedini£noj duºi. Prave BD i CE seku se u ta£ki F , prave BEi CD u ta£ki H, a prava FH je traºena normala. Ustvari, uglovi 6 BDCi 6 BEC su kao uglovi u polukrugu nad BC, pravi, i zato ¢e, prema stavuo prese£noj ta£ki visina kod trougla, koji primenjujemo na trougao BCF , iprava FH biti normalna na BC.

AB C

D

E

F

H

Na osnovu zadataka 4 i 5 uvek je mogu¢e spustiti upravnu na datu pravu
a iz date ta£ke D koja ne leºi na njoj ili na nju podi¢i normalu u ta£ki kojaleºi na njoj.Sad moºemo i zadatak 3 lako re²iti samo pomo¢u lenjira i prenosio
a duºi;upotrebi¢emo, na primer naredni postupak koji zahteva samo povla£enjeparalelnih i spu²tanje normala: neka β bude ugao koji se prenosi i A temeovog ugla.

A

B

D

C

β

β

l

c

α

E



92Povu
imo kroz ta£ku A pravu l paralelno prema datoj pravoj, na kojutreba preneti dati ugao β. Iz proizvoljne ta£ke B jednog kraka ugla β spus-timo normale na drugi krak ugla β i na pravu l. Neka su podnoºja ovihnormala D i C. Ta£ke C i D se razlikuju jedna od druge, a ta£ka A ne leºina pravoj CD. Stoga moºemo iz ta£ke A spustiti normalu na CD; neka jenjeno podnoºje E. Prema dokazu izvedenom na str. 44 bi¢e 6 CAE = β.Ako ta£ku B izaberemo na drugom kraku datog ugla,ta£ka E pada na drugustranu prave l. Kroz datu ta£ku na datoj pravoj povu
imo paralelnu prema
AE; time je re²en zadatak 3.Da bismo, najzad, re²ili zadatak 2, iskoristimo narednu prostu konstruk-
iju koju je dao Kir²ak. Neka je AB duº koju treba preneti, a P data ta£kana pravoj l. Neka se povu£e kroz ta£ku P paralelna prema AB i prenesepomo¢u prenosio
a duºi na nju od ta£ke P , na onu stranu od AP , na kojojleºi ta£ka B, jedini£na duº, re
imo do C; dalje, preneti na pravu l od ta£ke
P sa date strane jedini£nu duº do ta£ke D.

A B

P
Q

C

D

E

1

1

l

Neka prava povu£ena kroz B paralelno prema AP prese
a pravu PC uta£ki Q, a prava povu£ena paralelno prema CD kroz ta£ku Q prese
a pravu
l u ta£ki E. Tada je PE = AB. U slu£aju da se prava l poklapa sa PQ, ata£ka Q ne leºi na datoj strani, treba konstruk
iju na prost na£in pro²iriti.Tako je pokazano da se svi zada
i 1-5 mogu re²iti lenjirom i prenosio
emduºi i, stoga je, stav 63 potpuno dokazan.�37. Kriterijum za izvodljivost geometriskih konstuk
ija pomo¢u lenjira iprenosio
a duºiOsim elementarnih geometrijskih zadataka obradjenih u �36, postoji jo²veliki broj drugih zadataka za £ije je re²enje potrebno samo povla£enje ipreno²enje duºi. Da bismo mogli pregledati oblast svih zadataka koji semogu re²iti na ovaj na£in, uzmimo za osnovu daljih posmatranja pravouglikoordinatni sistem i zamislimo koordinate ta£aka na obi£an na£in-kao realnebrojeve ili funk
ije izvesnih proizvoljnih parametara. Da bismo odgovorilina pitanje o ukupnosti svin ta£aka koje se na ovaj na£in mogu konstruisati,pribe¢i ¢emo ovom razmi²ljanju.Neka je dat sistem odredjenih ta£aka; obrazujmo od koordinata ovihta£aka podru£je ra
ionalnosti R; ono sadrºi izvesne realne brojeve i izvesne



93proizvoljne parametre p. Zamislimo sada ukupnost svih onih ta£aka koje semogu konstruisati od datog sistema ta£aka povla£enjem pravih i preno²enjemduºi. Podru£je, obrazovano od koordinata ovih ta£aka, nazva¢emo Ω(R); onosadrºi izvesne realne brojeve i funk
ije proizvoljnih parametara p.Na²a posmatranja u �17 pokazuju da se povla£enje pravih i paralelnihsvodi analiti£ki na primenu sabiranja, mnoºenja, oduzimanja i deljenja duºi;dalje, poznata formula za obrtanje, postavljena u �9, u£i da preno²enje duºina proizvoljnu pravu ne zahteva nikakvu drugu analiti£ku opera
iju osimizvla£enja kvadratnog korena iz zbira dva kvadrata £ije su osnove ve¢ kon-struisane.Obrnuto, na osnovu Pitagorine teoreme pomo¢u pravouglog trougla moºese uvek konstruisati kvadratni koren iz zbira dvaju segmentnih kvadratapreno²enjem duºi.Iz ovih posmatranja sledi da podru£je Ω(R) sadrºi sve one i samo takverealne brojeve i funk
ije parametra p koji proizilaze iz brojeva i parametarau podru£ju R primenom kona£no puta pet ra£unskih opera
ija, naime £etirielementarne opera
ije ra£una i pete opera
ije, koja se smatra kao izvla£enjekvadratnog korena iz zbira dva kvadrata. Ovaj rezultat ¢emo izraziti ovako:S t a v 64. Jedan geometrijski konstruktivni zadatak moºe se tada i samotada re²iti povla£enjem pravih i preno²enjem duºi, tj. pomo¢u lenjira iprenosio
a duºi, ako su pri analiti£koj obradi zadatka koordinate traºenihta£aka takve funk
ije koordinata datih ta£aka £ije izraºavanje zahteva samora
ionalne opera
ije i opera
iju izvla£enja kvadratnog korena iz zbira dvakvadrata - i to samo kona£an broj primena ovih pet opera
ija.Iz ovog stava odmah moºemo uvideti da se ne moºe svaki zadatak kojise re²ava ²estarom,re²iti samo lenjirom i prenosio
em duºi. Radi toga pod-jimo od one geometrije koja je izgradjena u �9 pomo¢u algebarskog brojnogpodru£ja Ω; u ovoj geometriji postoje isklju£ivo takve duºi koje se mogu kon-struisati pomo¢u lenjira i prenosio
a duºi, naime duºi odredjene brojevimapodru£ja Ω.Ako je sad ω ma koji broj podru£ja Ω, to lako doznajemo iz de�ni
ijepodru£ja Ω da se i svaki algebarski broj, konjugovan sa ω, mora nalazitiu podru£ju Ω, a po²to su brojevi podru£ja Ω, o£igledno, svi realni, odatlesledi da podru£je Ω moºe sadrºati samo takve realne algebarske brojeve,£ijisu konjugovani brojevi isto tako realni, tj. brojevi podru£ja Ω su potpunostvarni.Postavimo sada zadatak da se konstrui²e pravougli trougao £ija je hipo-tenuza 1 i jedna kateta |
√

2| − 1. Medjutim, algebarski broj √
2|
√

2| − 2,koji izraºava brojnu vrednost druge katete, ne nalazi se u brojnoj oblasti
Ω, po²to je njemu konjugovan broj √

−2|
√

2| − 2 imaginaran. Prema tome,postavljeni se zadatak ne moºe re²iti u takvoj geometriji i zato se ne moºeuop²te re²iti pomo¢u lenjira i prenosio
a duºi, mada je konstruk
ija pomo¢u²estara neposredno izvodljiva.



94Na²e posmatranje se moºe takodje obrnuti, tj. vaºi stav:Svaki potpuno stvarni broj leºi u podru£ju Ω. Zato se svaka duº, odred-jena potpuno realnim brojem, moºe konstruisati pomo¢u lenjira i prenosio
aduºi. Dokaz ovog stava dobijamo iz op²tijeg posmatranja. Naime, moºese na¢i kriterijum koji, za geometrijske konstruktivne zadatke re²ive pomo¢ulenjira i ²estara, dopu²ta da se pro
eni iz analiti£ke prirode zadatka i njihovihre²enja da li je konstruk
ija izvodljiva i samo pomo¢u lenjira i prenosio
aduºi. Ovo daje naredni stav:S t a v 65. Neka je dat geometrijski konstruktivni zadatak takve vrste dase pri njegovom analiti£kom re²enju koordinate traºenih ta£aka mogu dobitiiz koordinata datih ta£aka jedino pomo¢u ra
ionalnih opera
ija i pomo¢uizvla£enja kvadratnog korena; neka je n najmanji broj kvadratnih korenakoji su pri tome dovoljni za izra£unavanje koordinata ta£aka; tada je, dabi dati konstruktivni zadatak mogao biti re²en samo povla£enjem pravih ipreno²enjem duºi potrebno i dovoljno da taj geometrijski zadatak pri uvod-jenju beskona£no udaljenih elemenata ima ta£no 2n realnih re²enja, i to zasve poloºaje datih ta£aka, tj. za sve vrednosti proizvoljnih parametara kojise javljaju u koordinatama datih ta£aka.Na osnovu razmatranja izvedenih u po£etku ovog paragrafa, neposrednoje jasno da je postavljeni kriterijum potreban. Tvrdjenje da je taj kriterijumi dovoljan, svodi se na ovaj aritmeti£ki stav:S t a v 66. Neka je funk
ija f(p1, . . . , pn) obrazovana od parametara
p1, . . . , pn pomo¢u ra
ionalnih opera
ija i izvla£enja kvadratnog korena. Akoova funk
ija za svaki realni sistem vrednosti parametara predstavlja pot-puno stvaran broj, to ona pripada podru£ju Ω, koje se dobiva polaze¢i od
1, p1, . . . , pn pomo¢u elementarnih opera
ija ra£una i izvla£enja kvadratnogkorena iz zbira dva kvadrata. Prethodno ¢emo primetiti da se u de�ni
ijipodru£ja Ω(R) moºe odstraniti ograni£enje na dvo£lani zbir kvadrata.Ustvari, formule

√
a2 + b2 + c2 =

√
(
√

a2 + b2)2 + c2,

√
a2 + b2 + c2 + d2 =

√
(
√

a2 + b2 + c2)2 + d2pokazuju da se uop²te izvla£enje kvadratnog korena iz zbira proizvoljnomnogo kvadrata uvek moºe svesti na ponovljeno izvla£enje kvadratnog ko-rena iz zbira dva kvadrata.Shodno tome, posmatraju¢i podru£ja ra
ionalnosti koja se javljaju prikonstruk
iji funk
ije f(p1, . . . , pn) jedno za drugim suk
esivnim dodavanjemkvadratnih korena koji ulaze u tu funk
iju, dovoljno je dokazati da radikandsvakog od ovih korena predstavlja zbir kvadrata u prethodnom podru£jura
ionalnosti. Pri ovom dokazu osloni¢emo se na ovaj algebarski stav:S t a v 67. Svaka ra
ionalna funk
ija ρ(p1, . . . , pn) sa ra
ionalnim ko-e�
ijentima koja za realne vrednosti parametara nikada ne postaje nega-



95tivna, moºe se predstaviti kao zbir kvadrata ra
ionalnih funk
ija promenljivih
p1, . . . , pn sa ra
ionalnim koe�
ijentima.Ovom ¢emo stavu dati ovu formula
iju:S t a v 68. U podru£ju ra
ionalnosti odredjenom sa 1, p1, . . . , pn svakafunk
ija koja nije nikad negativna, tj. ni za jedan realni sistem vrednostipromenljivih, zbir je kvadrata.Neka je sad data funk
ija f(p1, . . . , pn) sa osobinama navedenim u stavu66. Pro²irimo poslednje tvrdjenje na ona podru£ja koja se dobivaju suk
e-sivnim dodavanjem onih kvadratnih korena koji su potrebni za izgradjivanjefunk
ije f . Za ova podru£ja vaºi da se svaka funk
ija koja zajedno sa svo-jom konjugovanom funk
ijom nije nikad negativna moºe predstaviti kao zbirkvadrata doti£nog podru£ja.Dokaz ¢emo izvesti potpunom induk
ijom. Posmatrajmo najpre oblastkoja proizilazi iz R dodavanjem jednog kvadratnog korena koji je najdubljeu funk
iji. Potkorena koli£ina ovog kvadratnog korena je ra
ionalna funk
ija
f1(p1, . . . , pn). Neka je f2(p1, . . . , pn) funk
ija iz podru£ja (R,

√
f1) do-bivenog dodavanjem, koja sa svojom konjugovanom funk
ijom nikada nedobiva negativnu vrednost i takodje ne is£ezava identi£no; ova funk
ija imaoblik a+b

√
f1, gde su a i b, kao i f1, ra
ionalne funk
ije. Iz pretpostavki u£i-njenih u odnosu na f2 sledi, da zbir ϕ i proizvod ψ funk
ija a+b

√
f1, a−b

√
f1nikada ne dobivaju negativnu vrednost. Funk
ije

ϕ = 2a, ψ = a2 − b2f1su, povrh toga, ra
ionalne, dakle mogu se predstaviti, prema stavu 68, kaozbir kvadrata funk
ija iz podru£ja R. Osim toga ϕ se ne moºe identi£noanulirati.Iz jedna£ine koja vaºi za f2

f2
2 − ϕf2 + ψ = 0dobivamo

f2 =
f2
2 + ψ

ϕ
= (

f2

ϕ
)2 · ϕ +

ϕψ

ϕ2
.Dakle, prema re£enom o ϕ i ψ, moºe se funk
ija f2 predstaviti kao zbirkvadrata funk
ija iz podru£ja (R,

√
f1). Rezultat ovako dobijen za podru£je

(R,
√

f1) odgovara stavu 68, koji vaºi za podru£je R. Ponavljaju¢i malo£asprimenjeni postupak pri daljim dodavanjima, do¢i ¢emo, najzad, do rezultatada u svakom od podru£ja, do kojih dolazimo pri konstruk
iji funk
ije f ,svaka funk
ija koja zajedno sa svojom konjugovanom funk
ijom nije nikadnegativna jeste zbir kvadrata funk
ija doti£nog podru£ja. Posmatrajmo sadma koji kvadratni koren koji se javlja u f . On je, sa svojom konjugovanomfunk
ijom, u svakom slu£aju, realan, a zato je njegova potkorena koli£ina upodru£ju u kome se prikazuje, sa svojom konjugovanom funk
ijom, funk
ijakoja nije nikad negativna i, prema tome,predstavlja se u ovom podru£ju kao



96zbir kvadrata. Prema tome stav 66 je dokazan; navedeni kriterijum u stavu65 je, dakle, i dovoljan.Kao primer za primenu stava 65 mogu sluºiti pravilni mnogougli koji semogu konstruisati pomo¢u ²estara; u ovom slu£aju se ne javlja proizvoljniparametar p; svi izrazi koje treba konstruisati predstavljaju algebarske bro-jeve. Lako se vidi da je kriterijum stava 65 zadovoljen i, prema tome, dobijase da se ovi pravilni mnogougli mogu konstruisati i samo pomo¢u povla£enjapravih i preno²enja duºi-rezultat koji se moºe i direktno izvesti iz teorijedeobe kruga.�to se ti£e drugih poznatih konstruktivnih zadataka elementarne ge-ometrije, neka je ovde samo pomenuto da se Malfatijev (Malfatti) prob-lem moºe re²iti samo pomo¢u lenjira i prenosio
a duºi, ali ne i Apolonijevzadatak o dodiru kruga.



97Zaklju£akOvaj rad predstavlja kriti£ko istraºivanje prin
ipa geometrije; u ovom is-traºivanju rukovodili smo se na£elom da svako pitanje koje se pojavi rasprav-imo tako da pri tome ispitamo da li se na njega moºe dobiti odgovor naprethodno propisanom putu sa izvesnim ograni£enim sredstvima.Ovo na£elo sadrºi, izgleda mi, op²te i prirodno pravilo; ustvari, kada mipri na²im matemati£kim ispitivanjima naidjemo na neki problem ili pret-postavljamo ta£nost nekog stava, na² nagon za saznanjem je tek tada zado-voljen kad nam uspe ili da potpuno re²imo taj problem i strogo dokaºemoovaj stav, ili tada ako jasno saznamo razlog za²to se ne moºe uspeti, a timeistovremeno uvidimo i nuºnost neuspeha.Tako u modernoj matemati
i pitanje o nemogu¢nosti izvesnih re²enjaili problema igra vidnu ulogu i teºnja da se odgovori na ovakvo pitanje£esto je bila povod za otkri¢e novih i plodnih oblasti ispitivanja. Setimose samo Abelovog (N. H. Abel) dokaza za nemogu¢nost re²enja jedna£inapetog stepena pomo¢u izvla£enja korena, dalje, saznanja o nemogu¢nostidokaza aksiome paralelnih, najzad Ermitovih (Hermite) i Lindemanovih
(Lindemann) stavova o nemogu¢nosti konstruk
ije brojeva e i π algebarskimputem.Na£elo pomo¢u koga treba svuda raspraviti prin
ipe mogu¢nosti dokazatesno je vezano i sa zahtevom �£istote"metode dokaza, zahtevom koji je odmnogih matemati£ara jako isti
an. Ovaj zahtev u osnovi nije ni²ta drugo dosubjektivni izraz na£ela koga smo se ovde drºali. Ustvari, 
ilj prethodnoggeometriskog istraºivanja jeste uop²te u tome da se objasni koje su aksiome,pretpostavke ili pomo¢na sredstva neophodni za dokaz neke istine elemen-tarne geometrije, i tada ostaje da se u svakom datom slu£aju pro
eni kojametoda dokaza sa usvojenog stanovi²ta ima prednost.



98Dodatak IO pravoj kao najkra¢em putu izmedju dveju ta£aka[Pre²tampano iz Math.Ann; knj. 46℄(I z p i sm a u p u ¢ e n o g F.K l a j n u)Ako se ta£ke, prave i ravni uzmu za elemente, mogu za zasnivanje ge-ometrije sluºiti ove aksiome:1. A k s i om e k o j e s e o d n o s e n a m e dj u s o b n u v e z u o v i he l em e n a t a; kratko formulisane ove aksiome glase:- Ma koje dve ta£ke A i B odredjuju uvek jednu pravu a.- Ma koje tri ta£ke A, B, C koje leºe na jednoj pravoj odredjuju jednuravan α. Ako dve ta£ke A, B prave a leºe u ravni α, onda prava a 
ela leºiu ravni α.- Ako dve ravni α, β imaju zajedni£ku ta£ku A, onda one imaju najmanjejo² jednu drugu zajedni£ku ta£ku B.-Na svakoj pravoj postoje najmanje dve ta£ke; u svakoj ravni postoje na-jmanje tri ta£ke koje ne leºe na jednoj pravoj, a u prostoru postoje najmanje£etiri ta£ke koje ne leºe u jednoj ravni.2. A k s i om e p omo ¢ u k o j i h s e u v o d i p o j am du º i i p o j amr a s p o r e d a t a £ a k a n a p r a v o j. Ove je aksiome prvi postavio i sistem-atski ispitao M.Pa²; uglavnom to su:- Izmedju dveju ta£aka A, B jedne prave uvek postoji najmanje jednatre¢a ta£ka C te prave.- Od triju ta£aka jedne prave uvek postoji jedna i samo jedna koja leºiizmedju drugih dveju.- Ako ta£ke A, B leºe na pravoj a, onda uvek postoji ta£ka C na istojpravoj a, tako da ta£ka B leºi izmedju ta£aka A i C.- Ma koje £etiri ta£ke A1, A2, A3, A4 neke prave mogu se uvek rasporeditina taj na£in da ta£ka Ai leºi izmedju ta£aka Ah i Ak svaki put kad je indeks
h manji, a indeks k ve¢i od indeksa i.- Svaka prava a koja leºi u ravni α, razdvaja ta£ke ove ravni α u dveoblasti koje imaju naredno svojstvo: ma koja ta£ka A jedne oblasti zajednoma sa kojom ta£kom A

′ druge oblasti odredjuju duº AA
′ koja u sebi sadrºijednu ta£ku prave a; naprotiv, ma koje dve ta£ke A i B iste oblasti odredjujuduº AB koja ne sadrºi nijednu ta£ku prave a.3. A k s i oma n e p r e k i d n o s t i, k o j o j d a j em o v u f o rmul a 
 i j u:Ako je A1, A2, A3, . . . beskona£ni niz ta£aka prave a, i B jedna drugata£ka na a takve vrste da uop²te ta£ka Ai, leºi izmedju Ah i B, svaki put kadje indeks h manji od indeksa i, onda postoji ta£ka C koja ima svojstvo: sveta£ke beskona£nog niza A2, A3, A4, . . . leºe izmedju A1 i C, a svaka drugata£ka C

′ , za koju ovo isto tako vaºi, leºi izmedju C i B.



99Na ovim aksiomama moºe se sa punom strogo²¢u zasnovati teorija har-monijskih ta£aka i ako se njom posluºimo na sli£an na£in kao ²to je to £inioLindeman, do¢i ¢emo do ovog stava:Svakoj se ta£ki mogu dodeliti tri kona£na realna broja x, y, z, a svakojravni linearna rela
ija izmedju ova tri broja x, y, z tako da sve ta£ke, za kojetri broja x, y, z zadovoljavaju tu linearnu rela
iju, leºe u doti£noj ravni, iobrnuto, svim ta£kama koje leºe u ovoj ravni odgovaraju brojevi x, y, z kojizadovoljavaju linearnu rela
iju. Ako se sada x, y, z protuma£e kao pravouglekoordinate ta£ke u obi£nom Euklidovom prostoru, tada ¢e ta£kama prvo-bitnog prostora odgovarati ta£ke unutra²njosti nekog nigde konkavnog telaEuklidovog prostora, i obrnuto, svim unutra²njim ta£kama ovog tela kojenije nigde konkavno odgovara¢e ta£ke na²eg prvobitnog prostora: na² prvo-bitni prostor, prema tome, preslikan je na unutra²njost nigde konkavnog telaEuklidovog prostora.Pri tome se pod telom koje nije nigde konkavno ima shvatiti telo satakvom osobinom, da, ako se dve ta£ke koje leºe u unutra²njosti toga telaveºu medju sobom pravom, onda deo prave koja leºi izmedju ovih dvejuta£aka 
eo pada u unutra²njost tela. Dozvoljavam sebi da vam obratimpaºnju da ova ovde posmatrana tela, koja nisu nigde konkavna, igraju takodjevaºnu ulogu i u istraºivanjima iz teorije brojeva H. M i n k o v s k o g i da jeH. Minkovski na²ao za njih prostu analiti£ku de�ni
iju.Obrnuto, ako je u Euklidovom prostoru dato proizvoljno telo koje nijenigde konkavno, ono de�ni²e odredjenu geometriju u kojoj vaºe sve navedeneaksiome: svakoj ta£ki u unutra²njosti tela koje nije nigde konkavno odgo-vara ta£ka u ovoj geometriji; svakoj pravoj koja prolazi kroz unutra²njosttela i svakoj ravni Euklidovog prostora odgovara prava odn. ravan op²tegeometrije; ta£kama koje leºe na grani
i ili van tela koje nije nigde konkavnoi pravima i ravnima Euklidovog prostora koji se 
eli prostiru van tela neodgovaraju nikakvi elementi op²te geometrije.Prema tome, gore pomenuti stav o preslikavanju ta£aka op²te geometrijena unutra²njost tela koje nije nigde konkavno u Euklidovom prostoru izraºavaono svojstvo elemenata op²te geometrije koje je sadrºajno potpuno istogzna£enja sa aksiomama postavljenim u po£etku.De�nisa¢emo sada pojam duºine duºi AB u na²oj op²toj geometriji iozna£i¢emo u tom 
ilju one dve ta£ke Euklidovog prostora koje odgovarajuta£kama A i B prvobitnog prostora isto tako sa A i B; produºimo tadapravu AB u Euklidovom prostoru van ta£aka A i B dotle dok ta prava nepogodi grani
u tela koje nije nigde konkavno u ta£kama X i Y i ozna£imoEuklidovo rastojanje izmedju ma koje dve ta£ke P i Q Euklidovog prostorauop²te kratko sa PQ; tada ¢emo realnu vrednost
ÂB = log{Y A

Y B
· XB

Y A
}nazvati duºinom duºi AB u na²oj op²toj geometriji. Po²to je
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Y A

Y B
> 1,

XB

XA
> 1;ova duºina je uvek pozitivna veli£ina.Lako se mogu nabrojati svojstva ovog pojma duºine koja nuºno vodeizrazu navedene vrste za ÂB; ipak ovo izostavljam, da ne bih suvi²e zamaraova²u paºnju ovim pismom.Postavljena formula za ÂB pokazuje u isto vreme na koji na£in ovaveli£ina zavisi od oblika tela koje nije nigde konkavno. Ako, naime, �k-siramo ta£ke A i B u unutra²njosti tela i ako menjamo samo grani
u telatako da se grani£na ta£ka X kre¢e prema A, a ta£ka Y se pribliºava ta£ki B,onda je jasno da ¢e se oba koli£nika

Y A

Y B
,
XB

XApove¢ati pa, stoga, i vrednost ÂB.Neka je sada u unutra²njosti tela koje nije nigde konkavno dat trougao
ABC. Ravan α toga trougla ise
a iz tela ovalu koja nije nigde konkavna.Zamislimo dalje svaku od triju strana AB, AC, BC trougla sa obe straneproduºenu do preseka sa grani
om ovale u ta£kama X i Y , U i V , T i Z;konstrui²imo tada

Z

U

T

V

W

BAX ′ Y ′

X Y
D

C

spojne prave linije UZ i TV i produºimo ih do preseka W ; njihove prese£neta£ke sa pravom XY ozna£imo sa X
′ odn. Y

′ . Uze¢emo sad u ravni α zaosnovu mesto prvobitne ovale koja nije nigde konkavna trougao UWT i lako¢emo uvideti da su u ravnoj geometriji odredjenoj ovim trouglom, duºine ÂCi B̂C iste kao i u prvobitnoj geometriji, dok se duºina strane AB pove¢avaizvr²enom promenom. Ozna£i¢emo sa ̂̂
AB novu duºinu strane AB za razlikuod prvobitne duºine ÂB; tada je ̂̂

AB > ÂB.Za duºine strane trougla ABC vaºi sada prosta rela
ija:
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̂̂
AB = ÂC + B̂C.Da bismo to dokazali, spojimo ta£ke W i C pravom i produºimo ovupravu do njenog preseka D sa AB. Tada je zbog perspektivnog poloºajadva niza ta£aka X

′
, A, D, Y

′ i U, A, C, V , na osnovu poznatog stava o anhar-monijskom odnosu:
Y

′
A

Y
′
D

X
′
D

X
′
A

=
V A

V C

UC

UA
,a usled perspektivnog poloºaja dva niza ta£aka Y ′, B, D, X

′ i T, B, C, Z bi¢e
X

′
B

X
′
D

Y
′
D

Y
′
B

=
ZB

ZC

TC

TB
.Mnoºenjem ovih dveju jedna£ina dobija se

Y
′
A

Y
′
B

X
′
B

X
′
A

=
V A

V C

UC

UA
· ZB

ZC

TC

TB
,a ova poslednja jedna£ina dokazuje moje tvrdjenje.Iz gornjeg istraºivanja saznajemo da, isklju£ivo na osnovu nabrojanihaksioma u po£etku mog pisma i de�ni
ije duºine koja nuºno proizilazi iznajprostijih svojstava pojma duºine, sledi op²ti stav:U svakom trouglu je zbir dve strane ve¢i ili jednak tre¢oj strani.Istovremeno je jasno da se slu£aj jednakosti javlja tada i samo tada kadravan α ise
a iz grani
e tela koje nije nigde konkavno dva pravolinijska ko-mada UZ i TV . Poslednji se uslov moºe izraziti i bez pomo¢i tela koje nijenigde konkavno. Naime, ako su date dve ma koje prave a i b prvobitne ge-ometrije koje leºe u ravni α i koje se seku u nekoj ta£ki C, onda ¢e uop²tepostojati u svakom od £etiri ravna ugaona prostora koja nastaju u α oko Ctakve prave linije koje ne seku nijednu od dveju pravih a i b; ako ipak takveprave linije ne postoje, naro£ito u dva ravna ugaona prostora koja leºe na-suprot jedan drugome, onda je uslov o kome je re£ ispunjen i u tom slu£ajuuvek postoje trouglovi za koje je zbir dve strane jednak tre¢oj. Dakle, uposmatranom slu£aju mogu¢ je izmedju izvesnih ta£aka A i B put sastavljenod dva pravolinijska komada £ija je ukupna duºina jednaka direktnom ras-tojanju dveju ta£aka A i B; moºe se bez te²ko¢a pokazati da se svi puteviizmedju ta£aka A i B koji imaju tu osobinu, mogu sastaviti od tih konstru-isanih puteva i da ostali spojni putevi imaju ve¢u ukupnu duºinu. Lako jeizvesti is
rpnije israºivanje ovog pitanja o najkra¢em putu, pri £emu je odnaro£itog interesa slu£aj kada se za grani
u tela koje nije nigde konkavnouzme tetraedar.Na kraju dozvoljavam sebi da obratim paºnju na to da sam u prethod-nom israºivanju uvek pretpostavljao da telo koje nije nigde konkavno 
elo



102leºi u kona£nom. Ako u geometriji de�nisanoj pomo¢u prvobitnih aksiomaipak postoje prava i ta£ka koje imaju to svojstvo da je kroz ovu ta£ku premapravoj mogu¢a samo jedna paralelna, onda ona ptretpostavka nije oprav-dana. Lako se uvidja kakve izmene u ovom slu£aju treba da pretrpi mojemi²ljenje.Klajntajh kod Rau²ena, 14 avgusta 1894.



103Dodatak IIStav o jednakosti uglova na osnovi
i ravnokrakog trouglaOvaj dodatak, koji predstavlja preradu moje raprave � S t a v o j e d n a k o-s t i u g l o v a n a o s n o v i 
 i r a v n o k r a k o g t r o u g l a", ti£e se poloºajaovog stava u r a v n o j E u k l i d o v o j g e om e t r i j i.Sada ¢emo uzeti za osnovu ove aksiome:
I. Aksiome veze u r a v n i, tj. aksiome I1−3 str. 3;
II. Aksiome rasporeda str. 5 - 6;
III. Naredne aksiome kongruen
ije:Aksiome III1−4 str. 10 - 12 u nepromenjenoj formula
iji i aksiomu ko-ngruen
ije trouglova u uºoj formula
iji, pri £emu ¢emo najpre uzeti da iskazte aksiome vaºi samo za trouglove i s t o g sm e r a o b i l a º e nj a. Na str.61 - 62 bio je smer obilaºenja trouglova u ravnoj geometriji de�nisan naosnovu razlikovanja �d e s n o" i �l e v o". Iz de�ni
ije desne i leve straneprave, neposredno se uvidja da se od dva kraka proizvoljnog ugla uvek moºena jednozna£an odredjen na£in ozna£iti jedan kao desni krak i drugi kao levi,tako da desni krak leºi na desnoj strani one prave koja je odredjena drugimkrakom po poloºaju i prav
u, dok levi krak leºi po svom poloºaju, tako ipo prav
u. Za desne krake dva ugla re¢i ¢emo da isto leºe u odnosu na oveuglove, a to se isto odnosi i na oba leva kraka.Aksioma kongruen
ije u uºoj formula
iji glasi¢e ovako:
III∗5 . Ako za dva trougla ABC i A′B′C ′ vaºe kongruen
ije

AB ≡ A′B′, AC ≡ A′C ′ i 6 BAC ≡ 6 B′A′C ′,onda je za te trouglove uvek zadovoljena i kongruen
ija
6 ABC ≡ 6 A′B′C ′,pod uslovom da kra
i AB i A′B′ uglova 6 BAC i 6 B′A′C ′ isto leºe.Iz ²ire formula
ije III5, ove aksiome i drugog dela aksiome III4 neposre-dno sledi stav o uglovima na osnovi
i ravnokrakog trougla, stav 11 (str. 13).Obrnuto, moºe se dokazati ²ira formula
ija III5 pomo¢u ovde navedenih ak-sioma I, II, III1−4, III∗5 , stava o uglovima na osnovi
i ravnokrakog trouglai dveju narednih aksioma:

III6. Ako su i ugao 6 (h′, k′) i ugao 6 (h′′, k′′) kongruentni uglu 6 (h, k) tosu oni i medjusobno kongruentni.Iskaz ove aksiome dokazan je na str. 18, kao stav 19, pomo¢u ²ire formu-la
ije III5 aksiome o kongruen
iji trouglova.
III7. Ako dve poluprave c i d koje izlaze iz temena ugla 6 (a, b) leºe uunutra²njosti ovog ugla, onda ugao 6 (a, b) nije kongruentan uglu 6 (c, d).Dokaz aksiome III5 pomo¢u navedenih aksioma i stava o uglovima naosnovi
i ravnokrakog trougla ovde ¢emo izostaviti.
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IV . Aksioma paralelnih moºe se ovde uzeti u njenoj slabijoj formula
iji

IV str. 23.
V . Slede¢e aksiome neprekidnosti: Arhimedova aksioma V1 str. 25.(Ak-sioma potpunosti V2 sa str. 25, n e ¢ e se ovde upotrebljaviti.)
V3 (a k s i oma s u s e d s t v a). Ako je data ma koja duº AB, uvek postojijedan trougao u £ijoj se unutra²njosti ne moºe na¢i nijedna duº kongruentnasa AB.Ova se aksioma moºe dokazati pomo¢u ²ire formula
ije aksiome III5 okongruen
iji trouglova. Dokaz se zasniva na stavu koji sledi iz stavova 11 i23: zbir dve strane trougla ve¢i je od njegove tre¢e strane.Sada imamo naredni stav, £iji dokaz ovde izostavljamo:Iz svih I−IV navedenih aksioma moºe se dokazati stav o baznim uglovima(stav 11), a time i ²ira formula
ija aksioma III5 o kongruen
iji trouglova.Nastaje pitanje da li se aksioma o kongruen
iji trouglova moºe dokazatiu njenoj ²iroj formula
iji iz njene uºe formula
ije bez aksioma neprekidnosti

V1,3. Ovo istraºivanje ¢e pokazati da niti se moºe izostaviti Arhimedova ak-sioma, £ak ni tada ako se pretpostavi da vaºe stavovi u£enja o propor
ijama,niti sme nedostajati aksioma susedstva. Geometrije, koje ¢u u tom 
iljuu narednim izlaganjima konstruisati, ba
aju u isto vreme, kako mi izgleda,novu svetlost na logi£ku vezu stavova ravne geometrije koji dolaze u obzir,naro£ito na vezu sa u£enjem o povr²inama.Neka je t parametar, a α neki izraz sa kona£nim ili beskona£nim brojem£lanova oblika
α = a0t

n + a1t
n+1 + a2t

n+2 + ...u kome neka a0 ( 6= 0), a1, a2 zna£e proizvoljne realne brojeve, a n proizvoljan
eo ra
ionalan broj (> ili < ili =) 0. Ukupnost svih izraza ovog oblika α, kojojje dodato jo² 0, smatra¢emo kao kompleksni sistem brojeva T u smislu �13, zakoji smo ustanovili slede¢e: ma koji brojevi sistema T sabiraju se, oduzimajuse, mnoºe se, dele se tako kao da su obi£ni, apsolutno konvergentni stepeniredovi, kod kojih su £lanovi poredjani po rastu¢im stepenima promenljive
t. Tako dobijeni zbirovi, razlike, proizvodi i koli£ni
i opet su izrazi oblika
α i stoga brojevi komplesnog brojnog sistema T . Za broj α u sistemu T ,re¢i ¢emo da je < ili > 0, prema tome da li je u doti£nom izrazu za α prvikoe�
ijent a0 < ili > 0. Ako su data sva ma koja broja α i β komplesnogbrojnog sistema T , re¢i ¢emo da je α < β odn. α > β, prema tome da li je
α−β < 0 ili α−β > 0. Jasno je da pri ovim postavkama vaºe pravila 1 - 16u �13; naprotiv, za na² sistem T ne vaºi Arhimedova aksioma, pravilo 17 u�13, po²to, ma kako veliki bio izabran pozitivan realan broj A, uvek ostaje
At < 1; dakle, na² kompleksni brojni sistem T je ne - arhimedski sistem.Ako je τ izraz oblika

τ = a0t
n + a1t

n+1 + a2t
n+2 + ...gde a0 ( 6= 0), a1, a2, ... zna£e realne brojeve, a izloºila
 n najniºeg stepena



105od t je pozitivan, tada ¢emo τ zvati beskona£no malim brojem kompleksnogsistema T .Ma koji red stepenog oblika
ϕ(τ) = c0 + c1τ + c2τ

2 + ...u kome c0, c1, c2,... zna£e proizvoljne realne brojeve, a τ beskona£no malibroj sistema T opet je broj sistema T ; ovaj se red moºe uporediti po rastu¢imstepenima parametra t, pri £emu se svaki koe�
ijent dobija kao raelan brojpomo¢u kona£nog ra£una.Ako su, dalje, α i β dva ma koja broja sistema T , onda ¢emo
α + iβnazvati imaginarnim brojem u odnosu na kompleksni sistem T , gde je iimaginarna jedini
a, tj. neka bude i2 = -1 i neka jedna£ina α+ iβ = α′ + iβ′zna£i da je α = α′ i β = β′.Ako se tada funk
ije sin τ , cos τ , eτ , eiτ beskrajno malog broja τ de�ni²upomo¢u njihovih stepenih redova, tada su vrednosti funk
ija opet brojevisistema T odn. imaginarni brojevi u odnosu na ovaj sistem. Sad moºemo,ako je ϑ proizvoljan realan broj, de�nisati funk
ije sin(ϑ + τ), cos(ϑ + τ),

ei(ϑ+τ), eiϑ+(1+i)τ u sistemu T pomo¢u formula
sin(ϑ + τ) = sinϑ cos τ + cos ϑ sin τ,

cos(ϑ + τ) = cos ϑ cos τ − sinϑ sin τ,

ei(ϑ+τ) = eiϑeiτ ,

eiϑ+(1+i)τ = eτei(ϑ+τ).Iz ovih de�ni
ija dobijaju se poznate rela
ije:
cos2(ϑ + τ) + sin2(ϑ + τ) = 1,

cos(ϑ + τ) ± i sin(ϑ + τ) = e±i(ϑ+τ).Konstrui²imo sada pomo¢u sistema brojeva T ravnu geometriju na ovajna£in:Zamisli¢emo par brojeva (x, y) sistema T kao ta£ku, a odnos ma koja tribroja (u : v : w) iz T , u slu£aju da u i v nisu oba nula, kao pravu; dalje,neka postojanje jedna£ine
ux + vy + w = 0izraºava da ta£ka (x, y) leºi na pravoj (u : v : w).Ravna geometrija izgradjena na pokazani na£in na brojnom sistemu, ukome vaºe pravila 1 - 16 u �13, kao ²to je ve¢ pomenuto u �9, uvek zadovoljavaaksiome I1−3 i IV .Lako se uvidja da je prava data pomo¢u jedne svoje ta£ke (x0, y0) i odnosadvaju brojeva α, β koji nisu istovremeno jednaki nuli. Jedna£ina
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x + iy = x0 + iy0 + (α + iβ)s; (α + iβ 6= 0),u kojoj s zna£i ma koji brojni sistem T , ozna£ava da ta£ka (x, y) pripadapomenutoj pravoj. Uporedimo ta£ke prave prema veli£ini parametra s. Tadaje poluprava date prave koja polazi od ta£ke (x0, y0) odredjena dopunskimuslovom s > 0 odn. s < 0. Ako dvema ta£kama A i B prave pripadajuvrednosti parametra sa i sb(> sa), bi¢e duº AB predstavljena jedna£inomprave i dopunskim uslovom sa ≤ s ≤ sb. Sad su i aksiome II1−3 zadovol-jene; da bismo se, dalje, uverili da je zadovoljena i aksioma rasporeda II4,ustanovimo slede¢e: ta£ka (x3, y3) leºa¢e na jednoj ili drugoj strani praveodredjene ta£kama (x1, y1) i (x2, y2), pri £emu je znak determinante

∣∣∣∣∣
x2 − x1 y2 − y1

x3 − x1 y3 − y1

∣∣∣∣∣pozitivan ili negativan. Moºemo se uveriti da tako data de�ni
ija strane uodnosu na pravu ne zavisi od izbora ta£aka (x1, y1) i (x2, y2) na pravoj slaºese sa de�ni
ijom datom na str. 8.Za osnovu de�ni
ija kongruen
ije uze¢emo transforma
ije oblika
x′ + iy′ = eiϑ+(1+i)τ (x + iy) + λ + iµ,koje ¢emo pisati u obliku

x′ + iy′ = [ϑ, τ ; λ + iµ](x + iy),gde ϑ zna£i proizvoljan realan broj, τ beskona£no mali broj sistema T , a λi µ dva proizvoljna broja sistema T . Transforma
iju ovog oblika ozna£i¢emokao kongruentno preslikavanje. Kongruentno preslikavanje, pri kome su λ i
µ jednaki nuli, naziva se obrtanjem oko ta£ke (0, 0).Ukupnost ovih kongruentnih preslikavanja obrazuje g r u p u; ova ukup-nost ima ova £etiri svojstva:1. P o s t o j i k o n g r u e n t n o p r e s l i k a v a nj e k o j e n i j e d n o jt a £ k i n e m e nj a p o l o º a j:

[0, 0; 0](x + iy) = x + iy.2. A k o s e i z v e d u d v a k o n g r u e n t n a p r e s l i k av a nj a j e d n oz a d r u g im, r e z u l t a t p r e d s t a v lj a o p e t k o n g r u e n t n o p r e s l i k a-v a nj e.
[ϑ, τ2; λ2 + iµ2]{[ϑ1, τ1; λ1 + iµ1](x + iy)} =

[ϑ2 + ϑ1, τ2 + τ1; λ2 + iµ2 + eiϑ2+(1+i)τ2(λ1 + iµ1)](x + iy).Z a s v a k o k o n g r u e n t n o p r e s l i k a v a nj e p o s t o j i i n v e r z n op r e s l i k a v a nj e:
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[−ϑ;−τ ;−(λ + iµ)e−iϑ−(1+i)τ ]{[ϑ, τ ; λ + iµ](x + iy)} = x + iy.Ova osobina je posledi
a osobina 1, 2, 4, 5.I z v o dj e nj e k o n g r u e n t n o g p r e s l i k a v a nj a j e a s o 
 i j a t i v n o,tj. a k o t r i k o n g r u e n t n a p r e s l i k a v a nj a o z n a £ im o s a K1, K2, K3,a k o n g r u e n t n o p r e s l i k a v a nj e k o j e s e d o b i j a p r ema 2. iz

K1, K2, s a K2K1, o n d a ¢ e u v e k v a º i t i
K3(K2K1) = (K3K2)K1.Osim ovih osobina, istaknimo i naredne osobine kongruentnog preslikavanja:3. T a £ k a s e u v e k p r e v o d i u t a £ k u n a ² e g e om e t r i j e.Par brojeva x′, y′ koji se dobijaju pri kongruentnom preslikavanju iz parabrojeva x, y sistema T , uvek opet pripada sistemu T .4. P r a v a p r e l a z i o p e t u p r a v u s a p o t p u n o o £ u v a n imr a s p o r e d om t a £ a k a.Lako se dobija rela
ija

[ϑ, τ ; λ + iµ] x0 + iy0 + (α + iβ)s = x′
0 + iy′0 + (α′ + iβ′)s,u kojoj, po²to eksponen
ijalna funk
ija ne i²£ezava, iz nejedna£ine α+iβ 6= 0uvek sledi α′ + iβ′ 6= 0.Kao neposredna posledi
a sledi: dve razli£ite ta£ke uvek opet prelaze udve razli£ite ta£ke.5. P o s t o j i s amo j e d n o k o n g r u e n t n o p r e s l i k v a nj e k o j ep r e v o d i d a t u p o l u p r a v u h u d a t u p o l u p r a v u h′.Neka je poluprava h data jedna£inom:

x + iy = x0 + iy0 + (α + iβ)s, α + iβ 6= 0, s > 0,a h′ jedna£inom:
x′ + iy′ = x′

0 + iy′0 + (α′ + iβ′)s′, α′ + iβ′ 6= 0, s′ > 0.Kongruentno preslikavanje [ϑ, τ ; λ+iµ], koje polupravu h prevodi u h′, mora,pre svega, ta£ku iz koje izlazi poluprava h, prevesti u ta£ku iz koje izlazipoluprava h′:(1) x′
0 + iy′0 = eiϑ+(1+i) τ (x0 + iy0) + λ + iµ.Dalje, svakoj pozitivnoj vrednosti od s mora odgovarati pozitivna vred-nost od s′ tako da vaºi

x′
0 + iy′0 + (α′ + iβ′)s′ = [ϑ, τ ; λ + iµ] {x0 + iy0 + (α + iβ)s}i prema tome



108(2) (α′ + iβ′)s′ = eiϑ+(1+i)τ (α + iβ)s.Obrnuto, svako kongruentno preslikavanje koje zadovoljava jedna£ine (1)i (2), prevodi h u h′.Podelimo poslednju jedna£inu konjugovanom imaginarnom jedna£inom(3) α′+iβ′

α′−iβ′ = e2i(ϑ+τ) α+iβ
α−iβ

.Ako stavimo
α′ + iβ′

α′ − iβ′
α − iβ

α + iβ
= ξ + iη,dobija se

(ξ + iη)(ξ + iη) = ξ2 + η2 = 1

ξ i η su kao brojevi iz T stepeni redovi sa parametrom t; uporedjuju¢i ko-e�
ijente izve²¢emo iz poslednje jedna£ine da se u redovima ξ i η ne mogujaviti stepeni parametra t sa negativnim izloºio
em, ve¢ se, naprotiv, onimogu predstaviti u obliku
ξ = a + ξ′,

η = b + η′,gde a i b zna£e obi£ne realne brojeve, a ξ′ i η′ beskona£no male brojeve izsistema T , i da vaºe rela
ije
a2 + b2 = 1,(4)

2(aξ′ + bη′) + ξ′2 + η′2 = 0.Jedna£ina (3)
e2i(ϑ+τ) = ξ + iη,prema na²im de�ni
ijama trigonometrijskih funk
ija, sada se moºe svesti naoblik

cos 2(ϑ + τ) = cos2ϑ cos 2τ − sin 2ϑ sin 2τ = ξ

= a + ξ′(5)
sin 2(ϑ + τ) = sin 2ϑ cos 2τ + cos 2ϑ sin 2τ = η

= b + η′.Uporedjuju¢i koe�
ijente ovih jedna£ina dolazimo do
cos 2ϑ = a, sin 2ϑ = b,iz kojih se, na osnovu vaºenja jedna£ine a2 + b2 = 1, moºe realni broj ϑodrediti jednozna£no do vi²estruke vrednosti od π. Uno²enjem para vred-nosti cos 2ϑ = a, sin 2ϑ = b, u jedna£ine (5) mogu se dobiti rela
ije:
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cos 2τ = 1 + aξ′ + bη′,
sin 2τ = aη′ − bξ′;a po²to je na osnovu jedna£ine (4) zbir kvadrata desnih strana 1, to jebeskrajno mali broj τ jednozna£no odredjen. On se moºe izra£unati iz jedneod dveju poslednjih jedna£ina uporedjivanjem koe�
ijenata.Po²to je ϑ odredjeno samo do vi²estruke vrednosti od π, faktor eiϑ+(1+i)τje odredjen samo do znaka. Samo jedan od dva znaka daje, ²to se lakovidi, za pozitivno s u jedna£ini (2) pozitivno s′. Prema tome, realni broj ϑodredjen je do vi²estruke vrednosti od 2π. Uno²enjem para vrednosti ϑ i τ ujedna£inu (1), dobijaju se na jednozna£an na£in λ i µ u sistemu T . Najzad,uvidjamo da jedna£ine (1) i (3), a zato i nadjene vrednosti ϑ, τ , λ, µ, nezavise od na£ina predstavljanja polupravih h i h′.6. Z a d v e t a £ k e A, B u v e k p o s t o j i k o n g r u e n t n o p r e s, l i k a v a nj ek o j e p r e v o d i A u B i B u A.Ako ta£ke A, B imaju koordinate x1, y1 i x2, y2, onda kongruentno pres-likavanje

[π, 0; x1 + x2 + i(y1 + y2)]ostvaruje ono ²to se traºi.7. A k o k o n g r u e n t n o p r e s l i k a v a nj e p r e v o d i p o l u p r a v u hu p o l u p r a v u h′ i t a £ k u P u t a £ k u P ′, o n d a P i P ′ i s t o l e º eu o d n o s u n a p o l u p r a v e h i h′.Pokaºimo najpre da determinante
∣∣∣∣∣

x2 − x1 y2 − y1

x3 − x1 y3 − y1

∣∣∣∣∣imaju isti znak onda i samo onda kada ta£ke (x3, y3) i (x′
3, y

′
3) isto leºe uodnosu na usmerene prave koje su odredjene ta£kama (x1, y1) i (x2, y2),odn.

(x1, y1) (x3, y3)

(x2, y2)

(x′
1, y

′
1) i (x′

2, y
′
2) (up. str. 122-123). Najpre, iz date de�ni
ije na str. 61 o�desnom" i �levom" zaklju£ujemo, da ta£ke (x3, y3) i (x2, y2) nisu ta£ke kojeisto leºe u odnosu na usmerene prave koje su odredjene ta£kama (x1, y1)i (x2, y2), odnosno (x1, y1) i (x3, y3). Sada se odgovaraju¢e determinante



110zaista razlikuju u svojim zna
ima. Na²e tvrdjenje sledi, uop²te iz okolnosti,²to de�ni
ija strane prave pomo¢u znaka navedene determinante, zadovoljavasvojstva strane izloºena na str. 8.Osobina 7 bi¢e prema tome dokazana, ako se pokaºe da se znak determi-nante ∣∣∣∣∣
x2 − x1 y2 − y1

x3 − x1 y3 − y1

∣∣∣∣∣ne menja pri kongruentnom preslikavanju. Ali, ova determinanta se razlikujesamo pozitivnim faktorom od imaginarnog dela koli£nika
(x3+iy3)−(x1+iy1)
(x2+iy2)−(x1+iy1) ,pri £emu je neposredno jasno da je ovaj koli£nik invarijantan u odnosu nakongruentno preslikavanje.Ustanovimo sad ovo: re¢i ¢emo da je neka duº onda i samo onda kongru-entna drugoj duºi, ako postoji kongruentno preslikavanje koje prevodi prvuduº u drugu; re¢i ¢emo da je ugao onda i samo onda kongruentan drugomuglu, ako postoji preslikavanje koje prevodi jedan ugao u drugi.P o,k a z a ¢ emo d a n a v e d e n a d e f i n i,
 i j a k o n g r u e n 
 i j e d u º ii k o n g r u e n 
 i j e u g l o v a z a d o v o lj a v a a k s i om e III1−6 a k ok o n g r u e n t n o p r e s l i k a v a nj e u z e t o z a o s n o v u ima o s o b i n e

1 − 7.Vaºenje aksiome III1 neposredna je posledi
a osobine 5.Vaºenje aksiome III2 dokazuje se na ovaj na£in. Neka kongruentna pres-likavanja K1 i K2 prevode duºi A′B′ i A′′B′′ u duº AB. Iz osobina 1, 2,4, 5 sledi da za jedno kongruentno preslikavanje K2 postoji uvek inverznokongruentno preslikavanje K−1
2 . Kongruentno preslikavanje K−1

2 K1 premaosobini 2 prevodi duº AB u A′′B′′.Analogno se dokazuje vaºenje aksioma III6.Pokaza¢emo sad da ako je duº AB kongruentna duºi A′B′ onda kongru-entno preslikavanje K koje prevodi polupravu AB u polupravu A′B′ prevodii ta£ku B u ta£ku B′. Neka je kongruen
ija duºi AB i A′B′ dobijena pomo¢ukongruentnog preslikavajna K1. Ako K1 prevodi ta£ku A u A′, to na osnovuosobine 4 kongruentno preslikavanje KK−1
1 prevodi polupravu A′B′ samu usebe, dakle, prema osobinama 1 i 5, ono mora biti identitet. A ako K1 pre-vodi ta£ku A u B′, onda ¢emo uzeti u pomo¢ kongruentno preslikavanje K2� a to preslikavanje K2 postoji na osnovu osobine 6 � koje prevodi ta£ku Au B i B u A. Sada kongruentno preslikavanje K(K2K

−1
1 ) prevodi polupravu

A′B′ samu u sebe, dakle, ovo je identitet.Iz dokazanog i iz osobina 4 i 5 neposredno sledi vaºenje aksioma III3, aisto tako iz dokazanog i osobina 4, 5 i 7 neposredno sledi aksioma III5.Najzad se dokazuje vaºenje aksiome III4 na naredni na£in: ako su datiugao (a, b) i poluprava c, to na osnovu osobine 5 postoji jedno i samo jednokongruentno preslikavanje K1, koje prevodi a u c, a takodje jedno i samo



111jedno kongruentno preslikavanje K2 koje prevodi b u c. K1 prevodi b upolupravu b′ razli£itu od c, ²to se saznaje na osnovu osobine 4 pri posma-tranju kongruentnog preslikavanja K−1
1 ; isto tako preslikavanje K2

a

b
c

b′

a′prevodi polupravu a u polupravu a′ razli£itu od c. Kongruentno preslikavanje
K2K

−1
1 prevodi polupravu c u a′, a polupravu b′ u c. Iz osobine 7 sledi dapoluprave a′ i b′ leºe na raznim stranama poluprave c. Stoga je prvi deoaksiome III4 zadovoljen. Drugi deo te aksiome je posledi
a osobine 1.Da vaºi aksioma III7 uvidja se ovim posmatranjem. Poluprava koja izlaziiz ta£ke (0,0), koju ¢emo ozna£iti sa O, moºe se uvek predstaviti jadna£inomoblika

x + iy = ei(ϑ+τ)s; s > 0;ta poluprava proizilazi iz pozitivne poluose x pomo¢u obrtanja [ϑ, τ ; 0]. Lakose dokazuje da od dve poluprave koje izlaze iz ta£ke O i leºe u poluravnipozitivnih y, ona poluprava leºi izmedju druge poluprave i pozitivne poluose
x koja modulo 2π ima manji zbir ϑ + τ .Neka se desni krak h nekog ugla poklapa sada sa pozitivnom poluosom
x; neka njegov levi krak k bude predstavljen jedna£inom

x + iy = ei(ϑ1+τ1)s; s > 0.Izlaze¢i iz ta£ke O poluprava h′ vodi u unutra²njost ovog ugla. Tada postojijedno i samo jedno kongruentno preslikavanje koje prevodi polupravu h u
h′, naime obrtanje [ϑ2, τ2; 0]; ono prevodi polupravu k u polupravu k′ £ija jejedna£ina

x + iy = ei(ϑ1+ϑ2+τ1+τ2)s; s > 0.Vaºi
ϑ1 + ϑ2 + τ1 + τ2 > ϑ1+τ1, mod 2π;prema tome k′ ne leºi u 6 (h, k).Vaºenje aksiome susedstva V3 moºe se dokazati na naredni na£in. Po-mo¢u drugog stava o kongruen
iji i aksiome IV lako se pokazuje da se zajednu duº koja leºi u unutra²njosti trougla, uvek moºe na¢i kongruentnaduº, koja, izlaze¢i iz temena trougla, leºi na strani tog trougla ili u njegovojunutra²njosti.



112Na osnovu aksiome III1 postoji za jednu datu duº AB jedna i samojedna duº OB′ iz ta£ke O koja je usmerena na pozitivnu stranu poluose xi sa kojom je duº AB kongruentna. Uze¢emo aps
isu β ta£ke B′ za duºinuduºi AB:
AB = βPosmatrajmo sad trougao sa temenima O(0, 0), C(β

2 , 0), D(β
4 , β

4

√
3).Ovaj trougao je ravnostran sa jednakim uglovima, ²to pokazuje kongruentnopreslikavanje [2π

3 , 0; β
2 ] koje prevodi ta£ku O u C, ta£ku C u D, a ta£ku D u

O. Slobodna krajnja ta£ka F duºi koja je kongruentna duºi AB i ide iz ta£ke
O po jednom kraku 6 COD ili se prostire u unutra²njosti tog ugla, moºe sepredstaviti u obliku: [ϑ, τ ; 0]β, 0 ≤ ϑ + τ ≤ π

3 ,Ali, sve ta£ke, predstavljene u ovom obliku, leºe na onoj strani prave CDna kojoj leºi O, ²to se uvidja, prema re£enom na str. 114, supstitu
ijomkoordinata ta£ke O i ta£ke F u determinanti za CD

∣∣∣∣∣
1 −

√
3

x3 − β
2 y3

∣∣∣∣∣.Ovim je pokazano da u unutra²njosti trougla OCD ne postoji duº koja bibila kongruentna sa AB.Rezimira¢emo:U n a ² o j g e om e t r i j i v a º e s v e g o r e p o s t a v lj e n e a k s i om eo b i £ n e r a v n e g e om e t r i j e, i z u z e v A r h im e d o v e a k s i om e V1;p r i t om e a k s i omu k o n g r u e n 
 i j e t r o u g l o v a t r e b a u z e t i uu º o j f o rmu l a 
 i j i III∗5 .Dalje, vaºi stav:Svaki se ugao moºe prepoloviti i postoji prav ugao.Dovoljno je pokazati da se svaki ugao koji izlazi iz ta£ke O moºe pre-poloviti. Neka je [ϑ, 0; 0] obrtanje koje prevodi desni kraj u levi; obrtanje
[ϑ
2 , τ

2 ; 0] prevodi desni krak ugla u njegovu bisektrisu.Egzisten
ija pravog ugla se uvidja posmatranjem obrtanja [π
2 , 0; 0].Uve²¢emo sad pojam ogledanja na pravoj a na ovaj na£in:

O
B

A

A′

ϑ+τ
ϑ+τ



113spustimo normalu ma iz koje ta£ke A, ma na koju pravu a i produºimoovu normalu za njenu sopstvenu duºinu preko podnoºne ta£ke B do A′;ta£ka A′ se naziva ogledalska slika ta£ke A. Oglednimo najpre ta£ku A sakoordinatama α > 0, β > 0 na osi x. Neka je 6 AOB izmedju poluprave OAi pozitivne poluose x jednak uglu ϑ+ τ i neka, na primer, ta£ka x = γ na osi
x pri obrtanju za ugao ϑ + τ prelazi ta£ku A tako da je

eiϑ+(1+i)τγ = α + iβ.Ogledalska slika A′ ta£ke A u odnosu na osu x ima koordinate α − β.Prema tome, ako izvedemo obrtanje za ugao ϑ + τ , iz ta£ke A′ proizilazita£ka koja se predstavlja imaginarnim brojem
eiϑ+(1+i)τ (α − iβ) = α+iβ

γ
(α − iβ) = α2+β2

γ
,tj. da ta£ka leºi na pozitivnoj osi x; stoga je 6 A′OB takodje jednak uglu

ϑ + τ i, prema tome, podudara se sa 6 AOB. Ovaj rezultat moºemo izrazitiovako:A k o s e u d v a p r a v o u g l a t r o u g l a k o j i s im e t r i £ n o l e º ep o d u d a r a j u o b e k a t e t e, o n d a s u i o d g o v a r a j u ¢ i u g l o v i n ah i p o t e n u z i m e dj u s o b om j e d n a k i.Iz toga izvodimo istovremeno op²tiji stav:U g l o v i o g l e d a l s k e s l i k e n e k e f i g u r e u v e k s e p o d u d a r a j us a o d g o v a r a j u ¢ im u g l o v im a p r v o b i t n e f i g u r e.Iz okolnosti da su u na²oj geometriji prave de�nisane pomo¢u linearnihjedna£ina moºe se bez te²ko¢a izvesti kako osnovni stav u£enja o propor
i-jama (stav 42), tako i Paskalov stav (stav 40). Otuda uvidjamo ovo:U n a ² o j g e om e t r i j i v a º i u £ e nj e o p r o p o r 
 i j ama i, d a lj e,u nj o j v a º e s v i s t a v o v i a f i n e g e om e t r i j e (up. �35).Na osnovu vaºenja aksiome III7 moºe se pokazati da se uglovi u na²ojgeometriji mogu na jednozna£an na£in uporediti po svojoj veli£ini.Pomo¢u ove £injeni
e moºe se dokazati stav o spolja²njem uglu (stav22), i to, po²to su u na²oj geometriji unakrsni uglovi uvek jednaki, moºe seu nju preneti dokaz sa str. 20. Iz £injeni
e da se u na²oj geometriji moºejednozna£no de�nisati zbir dva ugla, dobija se, pomo¢u aksiome IV , s t a vo z b i r u u g l o v a u t r o u g l u (stav 31).Do²li smo sad do osnovnog pitanja, do pitanja da li u na²oj geometrijivaºi stav o jednakosti uglova na osnovi
i ravnokrakog trougla (stav 11).Iz ovog stava i stava o spolja²njem uglu kod trougla dobija se s jednestrane t e o r ema o b r n u t a t e o r em i o b a z i s n im u g l o v im a ravnokra-kog trougla (stav 24) pomo¢u indirektnog dokaza, a s druge strane pomo¢upoznatog Euklidovog dokaza s t a v: zbir dve strane u svakom trouglu ve¢i jeod tre¢e strane.



114
O Q

R

P

S

Ali, kao ²to ¢emo pokazati, nijedan od ova dva stava nije zadovoljen una²oj geometriji; a time ¢e istovremeno biti dokazano da stav o bazisnimuglovima ravnokrakog trougla u njoj ne vaºi.Posmatrajmo trougao OQP , £ija temena imaju koordinate: 0,0; cos t,0;
cos t,-sin t. Duºina (v. str. 121) duºi OP i QP se pomo¢u kongruentnogpreslikavanja [0, t; 0℄ i [π

2 , 0;− cos t · ei π
2 ].Dobija se

OP = et = 1 + t +
t2

2
+ ...,

QP = sin t = t − t3

6
+ ...,

OQ = cos t = 1 − t2

2
+ ....Na osnovu de�ni
ije rasporeda brojeva sistema T uvidja se da je

OQ + QP < OP.S t a v p o k ome j e z b i r d v e j u s t r a n a u s v a k om t r o u g l u v e ¢ io d t r e ¢ e s t r a n e n e v a º i u n a ² o j g e om e t r i j i.Otuda uvidjamo bitnu zavisnost ovog stava od aksiome o kongruen
iji u²irem smislu.Iz ovog rezultata u isto vreme sledi:U na²oj geometriji ne vaºi stav o ravnokrakom trouglu i zato ne vaºi niaksioma o kongruen
iji trouglova u ²irem smislu.Da u na²oj geometriji ne vaºi ni obrnuti stav o uglovima na osnovi
i,neposredno uvidjamo na primeru trougla OPR, gde je R ogledalska slikata£ke P u odnosu na pravu OQ, tj. teme R ima koordinate cos t, sin t. Tadaje prema jednom ranije dokazanom stavu (str. 122),
6 OPR ≡ 6 ORP.I pored toga strane OP i OR nisu medju sobom kongruentne. Duºina duºi

OR koja se dobija pomo¢u obrtanja [0,−t; 0] je, naime
OR = e−t 6= OP = et.Odatle ¢emo videti da su u o p ² t e u d v a s im e t r i £ n o p o l o º e n ap r a v o u g l a t r o u g l a j e d n a k i h k a t e t a h i p o t e n u z e r a z l i £ i t e



115i z a t o p r i o g l e d a nj u n a p r a v o j, d u º i n a o g l e d a l s k o j s l i 
 in i s u n u º n o j e d n a k e d u º im a p r v o b i t n e f i g u r e.U na²oj geometriji, takodje n e v a º i, kako je pokazao Rozeman, n it r e ¢ i s t a v k o n g r u e n 
 i j e (stav 18) u u º o j f o rmu l a 
 i j i u o d n o s un a t r u g l o v e k o j i i s t o l e º e. Da bismo ovo uvideli, primetimo najpreda ta£ke A = 0, B = t, C = tei π
3 obrazuju ravnostrani trougao. Posmatramoli, dalje, ta£ku

D =
t

1 − e(1+i)t
,uvide¢emo da je AB ≡ BD, jer kongruentno preslikavanje [0, t; t] prevodita£ku D samu u sebe, a ta£ku A u B.

A B

C

D

Dalje se jo² izra£unava da ta£ke A i B leºe na istoj strani prave CD.Odatle prvo proisti£e da trouglovi ACD i BCD, kod kojih su sve odgovara-ju¢e strane jednake, isto leºe, i drugo da oni ne mogu imati sve odgovaraju¢euglove jednake.Razmotri¢emo u na²oj geometriji jo² u Euklidovo u£enje o povr²inamapoligona. Ovo je u£enje bilo izgradjeno u �20 na pojmu mere povr²inetrougla. Dokaz da je ova mera povr²ine, poluproizvod osnovi
e i visine,nezavisna od toga koja se strana trougla smatra osnovi
om, bio je izvedenprimenom aksiome kongruen
ije trouglova na trouglove koji leºe simetri£no.Da ovaj stav ne moºe biti dokazan bez ²ire formula
ije te aksiome, moºe seuvideti na primeru trougla OQR str. 123. QR je visina spu²tena na OQ,pomo¢u kongruentnog preslikavanja [−π
2 , 0;− cos t · e−i π

2 ] dobija se duºina
QR = sin t;i po²to je OQ = cos t, to bi mera povr²ine, s jedne strane, morala biti

J =
cos t · sin t

2
.Nadjimo podnoºje S upravne spu²tene iz ta£ke Q na OR:

S = cos t + ieit sin t cos t.



116Dalje, kongruentnim preslikavanjem
[−π

2
,−t;− cos t · e−i π

2
−(1+i)t]dobija se duºina

QS = e−t sin t cos t;a po²to je OR = e−t, dobili bismo, s druge strane, za tu meru povr²inevrednost
J =

e−t · e−t cos t sin t

2
,koja je sigurno manja od vrednosti

cos t sin t

2
.Dok pojam mere povr²ine gubi svoj smisao bez ²ire formula
ije aksiome III5o kongruen
iji trouglova, pojmovi razloºive jednakosti i dopunske jednakostipoligona mogu se de�nisati isto kao u �18. Tada se stav 46 koji izraºavad o p u n s k u j e d n a k o s t d v a t r o u g l a s a j e d n a k im o s n o v i 
 amai v i s i n ama dobija isto onako kao u �19.Dalje se uvidja da se i na osnovu uºe aksiome III∗5 , moºe konstruisatina svakoj duºi kvadrat, tj. £etvorougao sa jednakim uglovima, od kojihsvaki iznosi π

2 , i sa jednakim stranama. U n a ² o j g e om e t r i j i s a d ai P i t a g o r i n a t e o r ema, p r ema k o j o j s u o b a k v a d r a t a n a dk a t e t ama ma k o g p r a v o u g l o g t r o u g l a z a j e d n o d o p i n s k ij e d n a k a k v a d r a t u n a d h i p o t e n u z om. Jer, mi uvidjamo da se uEuklidovom dokazu Pitagorine teoreme iskori²¢ava samo kongruen
ija trou-glova koji isto leºe i prema tome samo aksioma o kongruen
iji trouglova uuºem smislu.
e−t

etPrimenom pitagorine teoreme na trouglove OQP i OQR na str. 123,nalazimo, uz pomo¢ stava 43, da su na duºima OP i OR konstruisanik v a d r a t i d o p u n s k i j e d n a k i, m a d a o v e d u º i, kako smo ih goreizra£unali, n i s u m e dj u s o b om j e d n a k e.Veza ove okolnosti sa stavom 52 potpuno je jasna i odatle vidimo dao s n o v n i E u k l i d o v s t a v, p o k om e d v a d o p u n s k i j e d n a k a



117t r o u g l a i s t i h o s n o v i 
 a u v e k im a j u i s t e v i s i n e, t a k o dj e n ev a º i u n a ² o j g e om e t r i j i.Ustvari, ovaj stav 48 bio je dokazan u �21, pri £emu je bitno kori²¢enpojam mere povr²ine.Prema tome, na²a nas geometrija dovodi do saznanja:Nemogu¢e je zasnovati Euklidovo u£enje o povr²inama na aksiomi kon-gruen
ije trougla u uºem smislu, £ak i ako se pretpostavi da vaºi u£enje opropor
ijama.Po²to u na²oj geometriji ne vaºi poznati odnos izmedju hipotenuze ikateta pravouglog trougla, odnos koji se u obi£noj geometriji izvodi iz Pitagori-nog stava, to ¢u na²u geometriju nazvati nepitagorejskom geometrijom.Napravimo pregled najvaºnijih rezultata koji proisti£u iz na²e nepitagore-jske geometrije:Ako uzmemo aksiomu kongruen
ije trouglova u uºem smislu i ako pret-postavimo da od aksioma neprekidnosti vaºi samo aksioma susedstva, tadase ne moºe dokazati stav o jednakosti uglova na osnovi
i u ravnokrakomtrouglu, £ak ni onda ako pretpostavimo da vaºi u£enje o propor
ijama. Istotako, odatle sledi Euklidovo u£enje o povr²inama; takodje stav po komeje zbir dve strane trougla ve¢i od tre¢e strane, i tre¢i stav kongruen
ije zatrouglove koji isto leºe, nisu nuºne posledi
e iz u£injenih pretpostavki.Mi ¢emo konstruisati jo² jednu d r u g u n e p i t a g o r e j s k u g e om e t r i j ukoja se razlikuje od geometrije koju smo obradjivali time ²to u njoj vaºiArhimedova aksioma V1, ali ne vaºi aksioma susedstva V3.Uze¢emo za osnovu ove geometrije onu delimi£nu oblast Ω realnih brojevakoji se sastoji od svih brojeva dobijenih iz brojeva 1 i µ = tg1, ako kona£noputa primenimo opera
ije ra£una: sabiranje ω1 + ω2, oduzimanje ω1 − ω2,mnoºenje ω1·ω2, deljenje ω1 : ω2 (u slu£aju da je ω2 6= 0) i stepenovanje ωω2

1 .Pri tome ω1, ω2 treba da ozna£avaju brojeve koji su ve¢ dobijeni pomo¢u petpomenutih opera
ija od brojeva 1 i µ. Da bi se dobio broj ω polaze¢i odbrojeva 1 i µ, treba tih pet opera
ija primeniti n1 puta, odn. n2 puta, ...,
n5 puta. Brojevi ω oblasti Ω mogu se tada prebrojati prema rastu¢em zbiru

n1 + n2 + · · · + n5.Na ovom brojnon sistemu izgradi¢emo ravnu geometriju pomo¢u istihkonven
ija pomo¢u kojih smo izgradili na str. 114 prvu nepitagorejsku ge-ometriju na brojnom sistemu T ; iz £injeni
e da u Ω, pri prirodnoj de�ni
ijirasporeda vaºe svi zakoni ra£una 1-16 �13, saznajemo, kao i tamo, da vaºeaksiome I1−3, II, IV u na²oj geometriji.Svakom broju ω oblasti Ω pro²irene za broj ∞ odgovara beskona£nomnogo brojeva ϑ koji zadovoljavaju jedna£inu
ϑ = arctgω.Ukupnost svih brojeva ϑ dobijenih pomo¢u ove jedna£ine iz Ω obrazuju nekuoblast Θ koja se ne poklapa sa Ω, ali koja je kao i Ω prebrojiva. U ovom



118prebrojavanju postoji prvi broj koji nije proizvod ra
ionalnog broja i broja
π; ozna£i¢emo ga sa ϑk1

. Prvi broj iz oblasti Θ koji se ne moºe predstavitiu obliku
ϑ = rπ + r1ϑk1

,gde su r i r1 ma koji ra
ionalni brojevi, ozna£i¢emo, ako on uop²te postoji,sa ϑk2
. Nastavljaju¢i na ovaj na£in, ozna£i¢emo sa ϑkn+1

prvi broj ϑ oblasti
Θ koji se ne moºe predstaviti u obliku

ϑ = rπ + r1ϑk1
+ r2ϑk2

+ · · · + rnϑkn
,ako uopste postoji takav broj. Ovim je de�nisan niz ϑk1
, ϑk2

, ϑk3
, · · ·, kojisigurno sadrºi jedan £lan, a moºda, i beskona£no mnogo. Svaki broj ϑ izoblasti Θ moºe se sada predstaviti na j e d n o z n a £ a n na£in u obliku

ϑ = rπ + r1ϑk1
+ r2ϑk2

+ · · · + rnϑkn
,gde su ϑk1

, ϑk2
, ..., ϑkn

prvih n £lanova sada de�nisanog niza, a r, r1, r2, ..., rnma koji ra
inalni brojevi.Isto tako kao u prvoj nepitagorejskoj geometriji na str. 119 de�nisa¢emosada kongruen
iju duºi i kongruen
iju uglova pomo¢u k o n g r u e n t n o g p r e-s l i k a v a nj a. Kao kongruentno preslikavanje smatra¢emo ovde svaku trans-forma
iju oblika:
x′ + iy′ = 2r1eiϑ(x+iy) + λ + iµ,gde je ϑ neki broj iz oblasti Θ, r1 ra
ionalni broj koji ulazi u gornje pred-stavljanje broja ϑ, a gde su λ i µ proizvonljni brojevi oblasti Ω.Kongruentna preslikavanja obrazuju grupu, ²to se lako moºe proveriti.Ona, dakle, imaju osobine 1 i 2 navedene na str. 115. Osobina 3 sledi iz£injeni
e da brojevi

2r1 , cos ϑ =
1√

1 + tg2ϑ
, sinϑ =

tgϑ√
1 + tg2ϑpripadaju oblasti Ω. Osobina 5 dobija se na ovaj na£in:Dokaz se, sli£no kao na str. 116, svodi na jednozna£no odredjivanje dovi²estruke vrednosti od 2π broja ϑ iz oblasti Θ koji zadovoljavaju jedna£inu

2r1eiϑ =
α′ + iβ′

α + iβ
· s′

s
.Podeli¢emo imaginaran deo realnim:

tgϑ =
αβ′ − βα′

αα′ + ββ′ .Ovom jedna£inom je odredjen broj ϑ u brojnom sistemu Θ do vi²estrukevrednosti od π. Odredjivanje od vi²estruke vrednosti od 2π izvodi se isto



119kao u prvoj nepitagorejskoj geometriji (up. str. 107). Dokazi osobina 4, 6 i7 izvode se isto kao i tamo.Prema tome, iz dokazanih sedam osobina kongruentnog preslikavanjasledi, na osnovu datog op²teg dokaza na str. 108, da su u na²oj geometrijiaksiome III1−6 zadovoljene. Vaºenje aksioma III7 moºe se pokazati sli£nokao u prvoj nepitagorejskoj geometriji.Iz de�ni
ija rasporeda i kongruen
ije sledi vaºenje Arhimedove aksiome
V1, po²to je podru£je Ω delimi£no podru£je podru£ja realnih brojeva.Naprotiv, da aksioma susedstva V3 nije zadovoljena, pokazuje se na slede¢ina£in. Za svaki trougao moºe se na¢i njemu kongruentan trougao OAB satemenima O = (0, 0), A = (α, 0)B = (β, γ), gde α i γ ozna£avaju pozitivnebrojeve. Zato je dovoljno pokazati da se u svakom trouglu nalazi duº npr.duºine 1. Poluprava OB moºe se predstaviti, nezavisno od toga da li je βnula ili nije nula, u obliku

x + iy = e
iarctg

γ

β · s,gde sa s ozna£avamo pozitivan parametar koji pripada oblasti Ω. Po²to subrojevi αγ i |α−β|+γ pozitivni, moºemo sad na¢i 
eo broj r1, koji ne morabiti pozitivan, a koji zadovoljava nejedna£inu
(1) 2r1 <

αγ

|β − γ| + γ
.Za date brojeve r1, ϑk1

, arctg γ
β

> 0 postoje sigurno dva 
ela broja a i bkoji zadovoljavaju nejedna£inu
(2) 0 <

a

2b
π + r1ϑk1

< arctg
γ

β
.Iz formule

tg
ϑ

2
=

−1 ±
√

1 + tg2ϑ

tgϑuvidjamo da su π
2b , pa stoga, na osnovu teoreme o tangensu zbira, i

ϑ = a
π

2b
+ r1ϑk1brojevi iz oblasti Θ. Iz nejedna£ine (2) proizilazi da poluprava

x + iy = eiϑ · s, s > 0leºi u unutra²njosti trougla 6 AOB.
O(0, 0) A(α, 0)

B(β, γ)

C(2r1eiϑ)
1



120Slobodna krajnja ta£ka C duºi duºine 1 koja leºi na ovoj polupravoj ipolazi iz ta£ke O, moºe se predstaviti u obliku
x + iy = 2r1 · eiϑ.Ta£ke O i C leºe na istoj strani prave AB, po²to su obe determinante

∣∣∣∣∣
|β − α| γ

−α 0

∣∣∣∣∣ = αγ,.
∣∣∣∣∣

β − α γ

2r1 cos ϑ − α 2r1 sinϑ

∣∣∣∣∣ > −2r1 |β − α| − 2r1γ + αγ,.pozitivne, poslednja na osnovu nejedna£ine (1). Prema tome, ta£ka C leºi uunutra²njosti trougla OAB, tj. u unutra²njosti ovog trougla postoji duº £ijaje duºina 1.Isto tako, kao i u prvoj nepitagorejskoj geometriji, pokazuje se da sesvaki ugao moºe prepoloviti i da postoji pravi ugao; na isti na£in se dokazujeda vaºe stavovi navedeni na str. 122 i str. 123 o ogledalskim slikama, kaoi svi stavovi u£enja o propor
ijama i stavovi a�ne geometrije. Svi uglovina²e geometrije nalaze se takodje i u Euklidovoj geometriji i uporedjivanjeuglova po veli£ini u na²oj geometriji isto je kao i u Euklidovoj geometriji.Otuda sledi, dalje, da vaºi stav o spolja²njem uglu (stav 22) i stav o zbiruuglova u trouglu (stav 31). Naprotiv, ne vaºi stav o jednakosti bazisnihuglova u ravnokrakom trouglu. Naime, iz ovog stava se moºe, pomo¢u stavao spolja²njem uglu, kao ²to je ve¢ pomenuto na str. 122, neposredno dobitinjemu obrnuti stav. Ali, da ova obrnuta teorema nije zadovoljena u na²ojgeometriji, uvidja se npr. posmatranjem trougla OPQ sa temenima O =
(0, 0), P = (cos ϑk1

,− sinϑk1
), Q = (cos ϑk1

, + sinϑk1
). Ovaj trougao imajednake uglove kod P i Q, a medjutim duºine njegovih strana OP = 2 i

OQ = 2−1 nisu jednake.Ni Euklidovo u£enje o povr²inama u toj geometriji ne vaºi. Isto tako nevaºi stav da je zbir dveju strana trougla ve¢i od tre¢e strane, jer iz ovog stavaneposredno sledi da je svaka duº koja leºi u unutra²njosti trougla, manja odnjegovog obima, i prema tome vaºila bi aksioma V3.Posmatrane nepitagorejske geometrije dovode nas do saznanja:Za dokaz vaºenja stava o jednakosti uglova na osnovi
i ravnokrakog trouglaneophodna je kako Arhimedova aksioma V1, tako i aksioma susedstva V3.Ovaj Dodatak je upotpunjen u Dopuni III.



121Dodatak IIINovo zasnivanje geometrije Boljai-Loba£evskoga(Pre²tampano iz Math.Ann. knj. 57.)U svome radu �Osnove geometrije", gl. I (str. 3-27) postavio sam sistemaksioma za Euklidovu geometriju i tada sam pokazao da je mogu¢e izgra-diti Euklidovu geometriju ravni isklju£ivo na osnovu onih aksioma koje seodnose na ravan, £ak i bez primene aksioma neprekidnosti. U ovom ispi-tivanju zameni¢u aksiomu paralelnih odgovaraju¢im zahtevom geometrijeBoljaj-Loba£evskoga i tada ¢u pokazati isto tako da je mogu¢e zasnovatigeometriju Boljai-Loba£evskoga u ravni isklju£ivo na osnovu aksioma ravnibez primene aksioma neprekidnosti.Ovo novo zasnivanje geometrije Boljai-Loba£evskoga u pogledu jednos-tavnosti ne zaostaje, kako mi izgleda, iza dosad poznatih na£ina zasni-vanja, naime ni iza zasnivanja B o lj a i j a i L o b a £ e v s k o g koji su se sluºiligrani£nom sferom, ni prema zasnivanju K l a j n o v om (F.Klein) pomo¢uprojektivne metode. Pomenuta zasnivanja koristila su u bitnome kako pros-tor, tako i neprekidnost.Da bi se olak²alo razumevanje, napravi¢u, prema mome radu �Osnovegeometrije", pregled aksioma r a v n e geometrije kojima ¢emo se u navedenimizlaganjima koristiti. Naime:
I. Aksiome veze

I1. Za dve ta£ke A, B postoji uvek prava a koja pripada svakoj od ovihdveju ta£aka A, B.
I2. Za dve ta£ke A, B ne postoji vi²e od jedne prave koja pripada svakojod ovih dveju ta£aka A, B.
I3. Na svakoj pravoj postoje najmanje dve ta£ke. Postoje najmanje trita£ke koje ne leºe na jednoj pravoj.

II. Aksiome rasporeda
II1. Ako ta£ka B leºi izmedju ta£ke A i ta£ke C, onda su A, B, C trirazli£ite ta£ke prave i B leºi takodje izmedju C i A.
II2. Za dve ta£ke A i C na pravoj AC postoji najmanje jedna ta£ka Btako da C leºi izmedju A i B.
II3. Ma od koje tri ta£ke prave ne postoji vi²e od jedne koja leºi izmedjudruge dve.D e f i n i 
 i j a. Ta£ke koje leºe izmedju dve ta£ke A i B nazivaju se takodjeta£kama duºi AB ili BA.
II4. Neka su A, B, C tri ta£ke koje ne leºe na pravoj liniji i a prava uravni A, B, C koja ne prolazi ni kroz jednu od ta£aka A, B, C; ako tada prava

a prolazi kroz jednu od ta£aka duºi AB, ona izvesno takodje prolazi ili krozjednu od ta£aka duºi BC ili kroz jednu od ta£aka duºi AC.
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III. Aksiome podudarnostiD e f i n i 
 i j a. Svaka se prava deli ma kojom svojom ta£kom u dve polupra-ve ili polovine.

III1. Ako su A i B dve ta£ke na pravoj a i, dalje, ako je A′ ta£ka prave
a′, onda se na jednoj datoj polovini prave a′, odredjenoj ta£kom A′, uvekmoºe na¢i ta£ka B′ tako da je duº AB podudarna ili jednaka duºi A′B′, ²tose moºe ozna£iti:

AB ≡ A′B′.

III2. Ako je duº A′B′ podudarna duºi AB i duº A′′B′′ podudarna istojduºi AB, onda je i duº A′B′ podudarna duºi A′′B′′.
III3. Neka su AB i BC dve duºi na pravoj a bez zajedni£kih ta£akai neka su , dalje, A′B′ i B′C ′ dve duºi bez zajedni£kih ta£aka na istoj ilidrugoj pravoj a′; ako je tada AB ≡ A′B′ i BS ≡ B′C ′ bi¢e i

AC ≡ A′C ′.De f i n i 
 i j a. Par polupravih h i k koje izlaze iz ta£ke A i zajedno ne£ine pravu, nazva¢emo uglom i ozna£i¢emo ga ili sa
6 (h, k) ili sa 6 (k, h).Dalje, moºe se de�nisati pojam strane ravni u odnosu na neku pravu naosnovu aksiome II; ta£ke ravni koje u odnosu na h leºe na istoj strani kao i

k, a u isto vreme u odnosu na k na istoj strani kao i h, nazivaju se unutra²-njim ta£kama ugla 6 (h, k); one obrazuju ugao prostoru (unutra²njost) ovogugla.
III4. Neka je dat ugao 6 (h, k), prava a′ i odredjena strana od a′. Neka

h′ ozna£ava polupravu prave a′ koja izlazi iz ta£ke O′: tada postoji jedna isamo jedna poluprava k′, tako da je ugao 6 (h, k) kongruentan ili jednak uglu
6 (h′, k′), ²to ¢emo izraziti zna
ima:

6 (h, k) ≡ 6 (h′, k′),i da u isto vreme sve unutra²nja ta£ke ugla 6 (h′, k′) leºe na datoj strani odprave a′.Svaki je ugao podudaran samom sebi tj. uvek je
6 (h, k) ≡ 6 (h, k).

III5 Ako za dva trougla ABC i A′B′C ′ vaºe podudarnosti
AB ≡ A′B′, AC ≡ A′C ′, i6 BAC ≡ 6 B′A′C ′onda uvek vaºi i podudarnost.

6 ABC ≡ 6 A′B′C ′.



123Iz aksioma I-III lako se izvode stavovi o kongruen
iji trouglova i oravnokrakom trouglu, a u isto vreme se uvidja mogu¢nost da se spusti ilipodigne normala kao i da se prepolovi data duº ili dati ugao. Naro£ito, istokao i kod Euklida, iz tih aksioma sledi stav da je u svakom trouglu zbir dvestrane ve¢i od tre¢e strane.
IV Aksioma o pravama koje se seku i koje se ne sekuSada ¢emo formulisati aksiomu koja u geometriji Boljaji-Loba£evskogaodgovara aksiomi paralelnih u euklidskoj geometriji:Ako je b proizvoljna prava, a A ta£ka koja ne leºi na njoj, uvek postojedve poluprave a1 i a2 koje prolaze kroz ta£ku A i koje ne £ine jednu istupravu i ne seku pravu b, dok svaka poluprava koja leºi u unutra²njosti uglaobrazovanog sa a1 i a2 i izlazi iz ta£ke A, prese
a pravu b.

b1 b2B

a2
a1

A

bDe f i n i 
 i j a. Neka je prava b razdeljena ma kojom svojom ta£kom Bu dve poluprave b1 i b2 i neka poluprave a1, b1 leºe na jednoj strani, a a2,
b2 na drugoj strani prave AB; tada ¢emo polupravu a1 nazvati paralelnomprema polupravoj b1, a isto tako polupravu a2 nazva¢emo paralelnom prema
b2; isto ¢emo tako re¢i da su obe poluprave a1 i a2 paralelne prema pravoj bi da su obe prave, £ije su poluprave a1 i a2 paralelne prema b.Otuda neposredno sledi ta£nost narednih £injeni
a:Ako je neka prava ili poluprava paralelna prema drugoj pravoj ili polupra-voj, onda je uvek i ova druga paralelna prama prvoj.Ako su dve poluprave paralelne tre¢oj polupravoj, onda su one medju-sobom paralelne.D e f i n i 
 i j a. Svaka poluprava odredjuje kraj; o svim polupravama, kojesu jedna drugoj paralelne, re¢i ¢emo da odredjuju jedan i isti kraj. Polupravukoja izlazi iz ta£ke A i ima kraj α , ozna£i¢emo uop²te (A, α). Prava imauvek dva kraja. Pravu £iji su krajevi α i β, ozna£i¢emo uop²te sa (α, β).Ako su A, B i A′, B′ dva para ta£aka i α i α′ dva kraja takva da su duºi
AB i A′B′ medju sobom jednake, i ako je, osim toga, ugao koji obrazujuduº AB i poluprava(A, α) jednak uglu koji obrazuju duº A′B′ i poluprava(A′, α′), onda je, ²to se lako vidi, uvek i ugao obrazovan od BA i (B, α)jednak uglu obrazovanom od B′A′ i (B′, α′); ove dve �gure ABα i A′B′α′nazivaju se kongruentnim.Najzad, de�ni²emo na poznati na£in pojam ogledalske slike;



124D e f i n i 
 i j a. Ako iz jedne ta£ke spustimo normalu na pravu i ovu nor-malu produºimo preko njenog podnoºja za duº njoj kongruentnu, onda ¢emodobijenu krajnju ta£ku nazvati ogledalskom slikom prvobitne ta£ke u odnosuna tu pravu. Ogledalske slike ta£aka neke prave leºe opet na pravoj; ovuposlednju pravu nazva¢emo ogledalskom slikom prvobitne prave.
§ 1. Pomo¢ni stavoviDokaza¢emo najpre redom naredne pomo¢ne stavove:S t a v 1. Ako dve prave prese
aju tre¢u pravu pod jednakim saglasnimuglovima, onda one, sigurno, nisu paralelne.D o k a z. Pretpostavimo suprotno, naime da su te dve prave u jednomsmeru medju sobom paralelne. Ako tada izvedemo poluobrt oko sredineduºi ise£ene na tre¢oj pravoj, tj. konstrui²emo na drugoj strani te duºiodgovaraju¢i kongruentni trougao, sledovalo bi da su dve prve prave paralelnejedna drugoj i u drugom smeru, a ovo protivure£i aksiomi IV .S t a v 2. Ako su date ma koje dve prave a i b koje se ne seku, niti su par-alelne, postoji uvek tre¢a prava koja na obema istovremeno stoji normalno.D o k a z. Ma iz koje dve ta£ke A i P prave a spustimo upravne AB i PB′na pravu b. Neka je normala PB′ ve¢a od normale AB; prenesimo tada ABna B′P od ta£ke B′

a1

a

b

A

P

B′
B

A′a′
Q

h

h′

R R′

Q′

T
M

N

do A′, tako da ta£ka A′ leºi izmedju P i B′. Konstrui²imo kroz ta£ku
A′ pravu a′ koja prese
a B′A′ u ta£ki A pod istim uglom i u istom smislukao ²to normala BA prese
a pravu a u ta£ki A. Dokaza¢emo da ova prava
a′ nuºno mora prese
ati pravu a.Radi toga od dve poluprave, na koje ta£ka P deli pravu a, ozna£imo sa
a1 onu na kojoj leºi ta£ka A i povu
imo tada iz B polupravu h paralelnuprema a1. Dalje, neka je h′ ona poluprava koja izlazi iz ta£ke B′ pod is-tim uglom prema b i u istom smeru kao i poluprava h iz B. Po²to, premastavu 1, poluprava h′ nije paralelna sa pravom h, a zato nije paralelna ni sapolupravom a1 i sigurno ne prese
a h, onda ona, ²to se lako uvidja na osnovuaksiome IV , nuºno prese
a a1; neka je T prese£na ta£ka poluprave h′ i a1.



125Po²to je, prema na²oj konstruk
iji, a′ paralelno sa h′, onda, prema aksiomi
II4, prava a′ mora izlaziti iz trougla PB′T kroz stranu PT , a time je dattraºeni dokaz. Ozna£i¢emo ta£ku preseka pravih a i a′ sa Q.Iz ta£ke Q spustimo normalu QR na b; zatim, prenesimo duº B′R napravu b od ta£ke B do ta£ke R′ tako da je smer od B ka R′ isti kao i smerod B′ ka R. Isto tako prenesimo duº A′Q od ta£ke A na pravu a u istomsmeru do Q′. Nadjemo li tada sredine M i N duºi QQ′ i RR′, bi¢e prava
MN koja spaja te ta£ke traºena zajedni£ka normala na a i b.Ustvari, iz kongruen
ije £etvorouglova A′B′QR i ABQ′R′ sledi jednakostduºi QR i Q′R′ kao i £injeni
a da Q′R′ stoji upravno na b. Odatle, dalje,zaklju£ujemo da su £etvorouglovi QRMN i Q′R′MN kongruentni; time supostavljeno tvrdjenje kao i stav 2 potpuno dokazani.S t a v 3. Ako su date ma koje dve medju sobom neparalelne poluprave,postoji uvek prava paralelna ovim dvema polupravama, tj. postoji uvekprava koja ima dva unapred data kraja α i β.D o k a z. Povu
imo ma kroz koju ta£ku O paralelene prema datim polupr-avama i prenesimo na ove paralele od ta£ke O jednake duºi, napr. do A i B,tako da bude

OA = OBi da poluprava koja ide iz ta£ke O kroz A ima kraj α, a poluprava kojaide iz ta£ke O kroz B ima kraj β. Zatim, spojimo ta£ku A sa krajem β iprepolovimo ugao izmedju dveju polupravih koje izlaze iz ta£ke A; isto tako
A; isto tako spojimo ta£ku B sa krajem α i prepolovimo ugao izmedju dvejupolupravih koje izlaze iz ta£ke B. Prvu bisektrisu ozna£imo sa A, drugu sa
b. Iz kongruen
ije �gura OAβ i OBα sledi jednakost uglova;

6 (OAβ) = 6 (OBα),

6 (αAβ) = 6 (αBβ),a iz poslednje jedna£ine dobija se i jednakost uglova koji su postali polovl-jenjem, naime;
6 (αAa) = 6 (aAβ) = 6 (αBb) = 6 (bBβ).
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Najpre treba dokazati da se bisektrise a i b niti seku niti su medjusobomparalelne.Pretpostavimo da se prave a i b seku u ta£ki M . Po²to je trougao OAB,prema konstruk
iji, ravnokrak, to se dobija
6 BAO = 6 ABO,a odatle, prema prethodnim jedna£inama sledi
6 BAM = 6 ABM ;prema tome je

AM = BM.Spojimo li sad ta£ku M polupravom sa krajem α , to ¢e iz poslednjesegmentne jedna£ine i usled jednakosti uglova ugao (αAM) i ugao(αBM)slediti kongruen
ija �gura αAM i αBM , a ova bi kongruen
ija imala zaposledi
u jednakost uglova ugao (αMA) i ugao (αMB). Po²to je ovaj za-klju£ak, o£igledno neta£an, treba odba
iti pretpostavku da se bisektrise a i
b seku.Pretpostavimo, dalje, da su prave a i b paralelne; neka se kraj odredjenpomo¢u njih ozna£i tada sa µ. Neka poluprava koja ide od B ka α prese
au ta£ki C polupravu koja ide od A ka β, a pravu a u ta£ki D; dokaºimotada jednakost duºi DA i DB. Ustvari, u protivnom slu£aju prenosimo duº
DA na DB od ta£ke D, re
imo, do ta£ke B′ i spojmo B′ polupravom sa µ.



127Iz kongruen
ije �gura 6 (DAα) i 6 (DB′µ) sledila bi tada jednakost uglova
6 (DAα) i 6 (DB′µ), a stoga bi bili jednaki i uglovi 6 (DB′µ) i 6 (DBµ), ²toje nemogu¢e prema stavu 1.Jednakost duºi DA i DB ima sada za posledi
u jednakost uglova 6 (DAB)i 6 (DBA), a po²to su, prema ranijem, i uglovi 6 (CAB) i 6 (CBA) jednaki,proizilazilo bi da su jednaki i uglovi 6 (DAB) i 6 (CAB). Ovaj zaklju£ak,o£igledno, nije ta£an pa stoga treba odba
iti i pretpostavku da su prave a i
b paralelne.Po²to se, prema ovim izlaganjima, prave a i b ne seku niti su paralelne,onda, prema stavu 2, postoji prava c koja stoji upravno na obema pravima
a, b, re
imo u ta£kama E i F . Tvrdim da je ova prava c traºena prava kojavezuje medju sobom oba data kraja α i β.Radi dokaza ovog tvrdjenja pretpostavimo suprotno da c nema kraj α.Spojmo tada svaku od podnoºnih ta£aka E i F polupravom sa krajem α.Vezuju¢i medju sobom sredine duºi AB i EF , lako uvidjamo da je EA = FB.Iz toga sledi kongruen
ija �gura αEA i αFB, a iz ove jednakost uglova
6 (AEα) i 6 (BFα) i otuda su i oni uglovi jednaki koje obrazuju sa pravom
c poluprave koje izlaze iz ta£aka E i F . Ovaj zaklju£ak protivure£i stavu 1.Sli£no proisti£e da c ima i kraj β. Time je na²e tvrdjenje potpuno dokazano.S t a v 4. Neka su a i b dve paralelne prave, a O ta£ka u unutra²njostioblasti ravni obuhva¢ene izmedju a i b. Dalje, neka je Oa ogledalska slikata£ke O u odnosu na pravu a, a Ob ogledalska slika ta£ke O u odnosu napravu b i neka je M sredina duºi OaOb: tada ona poluprava, koja je polaze¢iod ta£ke M istovremeno paralelna sa a i b, stoji upravno na pravoj OaOb uta£ki M .

Oa Ob

O

M

QP

a

A

b

Dok a z. Pretpostavimo suprotno i podignimo normalu sa iste strane uta£ki m na OaOb. Neka prava OaOb prese
a a i b u ta£kama P i Q. Po²toje PO < PQ + QO, pa je zato POa < POb i isto tako je QOb < QOa, morata£ka M nuºno padati u unutra²njost oblasti ravni obuhva¢ene izmedju a i
b. Stoga bi ona upravna u M morala prese
ati jednu od pravih a ili b; ako biprese
ala npr. pravu a u ta£ki A, sledilo bi da je AOa = AO i AOa = AOb, i



128prema tome bi bilo takodje AO = AOb, tj. ta£ka A morala bi ta£ka A moralabi takodje biti jedna od ta£aka na b, ²to protivure£i pretpostav
i stava.S t a v 5. Ako su a, b, c tri prave koje imaju isti kraj ω i ako se ogledanjana ovim pravima ozna£e po redu sa Sa, Sb, Sc, onda uvek postoji prava dsa istim krajem ω tako da uzastopna primena ogledanja na pravima a, b, cbude istovetna sa ogledanjem na pravoj d, ²to se izraºava formulom:
ScSbSa = Sd.Dok a z. Pretpostavimo, najpre, da prava b pada u unutra²njost oblastiravni obuhva¢ene izmedju a i c. Neka je tada O jedna ta£ka na pravoj b,a ogledalske slike na a i c ta£ke O neka se ozna£e sa Oa i Oc. Ozna£imoli sada sa d onu pravu koja spaja sredinu duºi OaOc sa OaOc sa krajem

ω, onda su, zbog stava 4, ta£ke Oa i Oc ogledalske slike na d, a otuda jeopera
ija SdScSbSa takva da ne menja poloºaj ta£ke Oa kao ni one pravekoja spaja Oa sa krajem ω. Po²to je ova opera
ija, sem toga, sastavljena od£etiri ogledanja, onda iz stavova o kongruen
iji proizilazi da je ova opera
ijaidentitet; otuda sledi na²e tvrdjenje.D r u g o, lako uvidjamo ta£nost stava 5 u slu£aju kad se poklapaju prave
c i a. Ako je, naime, b′ ona prava koja proizilazi iz b ogledanjem na pravoj
a i ako ozna£imo sa Sb′ ogledanje na b′, odmah uvidjamo ta£nost formule:

SaSbSa = Sb′ .T r e ¢ e, pretpostavimo sad da prava c pada u unutra²njost oblasti ravniobuhva¢ene izmedju a i b. Tada, prema prvom delu ovog dokaza, postojiizvesno prava d′, tako da vaºi formula:
SaScSb = Sd′ .Ozna£imo li sa d ogledalsku sliku prave d′ u odnosu na a, bi¢e prema drugomdelu ovog dokaza

ScSbSa = SaSaScSbSa = SaSd′Sa = Sd.Time je stav 5 potpuno dokazan.
§ 2. Sabiranje krajevaUzmimo neku odredjenu pravu i ozna£imo njene krajeve sa 0 i ∞. Naovoj pravoj (0,∞) odaberimo neku ta£ku O i podignimo tada u O normalu;neka se ozna£e krajevi ove normale sa +1 i −1.De�nisa¢emo sada zbir dva kraja na ovaj na£in:D e f i n i 
 i j a. Neka su α i β ma koja dva kraja razli£ita od ∞; neka je,dalje, Oα ogledalska slika ta£ke O na pravoj (α,∞), a Oβ ogledalska slika Ona pravoj (β,∞); spojmo sredinu duºi OαOβ sa krajem ∞; drugi kraj takokonstruisane prave nazva¢emo zbirom krajeva α i β i ozna£i¢emo sa α + β.Ako oglednemo polupravu sa krajem α na pravoj (0,∞), kraj tako nastalepoluprave ozna£i¢emo sa −α.
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∞Lako se uveravamo u ta£nost jedna£ina
α + 0 = α,

1 + (−1) = 0,

α + (−α) = 0,

α + β = β + α,Poslednja jedna£ina izraºava k omu t t i v n i z a k o n z a s a b i r anj e k r a j e-v a. Da bi se dokazao a s o 
 i j t i v n i z a k o n s a b i r a nj a k r a j e v a, oz-na£imo po redu sa S0, Sα, Sβ ogledanja na pravima (0,∞), (α,∞), (β,∞);prema stavu 5 u §1, sigurno tada postoji prava (σ,∞) tako da za ogledanje
Sσ na ovoj pravoj vaºi formula:

Sσ = SβS0Sα.Po²to pri opera
iji SβS0Sα ta£ka Oα prelazi u ta£ku Oβ , onda je ta£ka Oβnuºno ogledalska slika ta£ke Oα na pravoj (σ,∞) i otuda je σ = α + β, tj.vaºi formula
Sα+β = SβS0Sα.Neka γ isto tako ozna£ava neki kraj; ponovljena primena malo£as nadjenihformula da je:

Sα+(β+γ) = Sβ+γS0Sα = SγS0SβS0Sα,

S(α+β)+γ = SγS0Sα+β = SγS0SβS0Sα,a otuda je
Sα+(β+γ) = S(α+β)+γi stoga takodje

α + (β + γ) = (α + β) + γ.Tu skoro izvedena formula
Sα+β = SβS0Sα



130pokazuje, u isto vreme, da navedena konstruk
ija zbira dva kraja ne zavisi odizbora ta£ke O na pravoj (0,∞). Ako sa O′ ozna£imo ma koju ta£ku prave
(O,∞) razli£itu od O i ako su O′

α, O′
β ogledalske slike ta£ke O′ na pravima

(α,∞) i (β,∞), onda je upravna na duºi O′
αO′

β u njenoj sredini opet pravaprava (α + β,∞).Nave²¢emo ovde jo² jednu £injeni
u £ije je poznavanje potrebno za na²aizlaganja u §4.Ako pravu (α,∞) oglednemo na pravoj (β,∞), dobija se prava
(2β − α,∞).Ustvari, ako je P ma koja ta£ka one prave koja se dobija iz prave (α, β)ogledanjem na pravoj (β,∞), onda ta ta£ka o£igledno ostaje nepromenjenaako na nju primenimo ogledanja

Sβ , S0, S−α, S0, Sβ .A na osnovu gornjih formula je:
SβS0S−αS0Sβ = S2β−α,tj. onaj sloºeni pro
es istovetan je sa ogledanjem na pravoj (2β − α,∞);stoga, ta£ka P mora leºati na toj poslednjoj pravoj.
§ 3. Mnoºenje krajevaDe�nisa¢emo sad proizvod dva kraja na naredni na£in:D e f i n i 
 i j a. Ako neki kraj leºi na istoj strani prave (0,∞) kao i kraj

+1, nazva¢emo taj kraj pozitivnim, a ako neki kraj leºi na istoj strani prave
(0,∞) kao i kraj −1, onda ¢emo taj kraj nazvati negativnim.

0

∞

O
−1+1

A
−αα

B

C
β −β

αβ −αβ

Neka su sad α i β ma koja dva kraja razli£ita od 0 i ∞. Obe prave
(α,−α) i (β,−β) stoje upravno na pravoj (0,∞); neka one seku ovu pravuu ta£kama A i B. Prenesimo, dalje, duº OA na pravu (0,∞) od ta£ke Bdo ta£ke C na taj na£in da na pravoj (0,∞) smer od O prema A bude istikao i smer od B prema C; konstrui²imo tada u ta£ki C normalu na pravu
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(0,∞) i nazovimo pozitivni ili negativni kraj ove normale proizvodom αβoba kraja α,β, prema tome da li su oba kraja pozitivna ili negativna i l i jejedan pozitivan, a drugi negativan.Uzmimo najzad formulu

α ∗ 0 = 0 ∗ α = 0.Na osnovu aksioma III1−3 o kongruen
iji duºi neposredno uvidjamovaºenje formula
αβ = βα,

α(βγ) = (αβ)γ,tj. z a mn o z e nj e k r a j e v a vaºi kako k omu t a t i v n i tako i a s o 
 i j a t i v n iz a k o n.Isto tako lako nalazimo da formule
1 ∗ α = α, (−1)α = −αvaºe i da ako krajevi α, β neke prave zadovoljavaju jedna£inu

αβ = −1,ova prava mora prolaziti kroz ta£ku O.Mogu¢nost deljenja neposredno se uvidja; takodje za svaki pozitivni kraj
Π uvek postoji pozitivni kraj (isto tako i negativni) £iji je kvadrat jednakkraju Π i koji se zato moºe ozna£iti sa √

Π.Da bismo dokazali d i s t r i b u t i v n i z a k o n z a r a £ u n s a k r a j e v im a,konstruisa¢emo najpre od krajeva β i γ kraj β + γ na pokazani na£in u
§2. Potraºimo li zatim na ranije pokazani na£in krajeve αβ, αγ, α(β + γ),uvide¢emo da se ova konstruk
ija svodi na kongruentno preslikavanje ravni usamu sebe koje na pravoj (0,∞) izaziva pomeranje za duº OA. Ako prematome pronadjemo konstruk
ijom zbir krajeva αβ i αγ polaze¢i iz ta£ke Amesto iz O, - ²to je dozvoljeno prema jednoj od primedaba u §2 - onda seustvari za ovaj zbir dobija kraj α(β + γ). tj. vaºi formula

αβ + αγ = α(β + γ).



132
0

O
−1+1

β

γ

β+γ

Aα

αβ

αγ

α(β+γ)

∞�4. Jedna£ina ta£kePo²to smo u §2 - §3 uvideli da za ra£un sa krajevima vaºe ista pravilakao i za ra£un sa obi£nim brojevima, izgradjivanje geometrije ne pruºa vi²enikakvih te²ko¢a; ono se izvodi u op²tim 
rtama na naredni na£in:Ako su ξ,η krajevi ma koje prave, onda ¢emo krajeve
u = ξη,

v =
ξ + η

2nazvati koordinatama te prave. Vaºi osnovna £injeni
a:Ako su α,β,γ tri kraja koja imaju takvu osobinu da je kraj 4αγ − β2pozitivan, onda sve prave £ije koordinate u,v zadovoljavaju jedna£inu
αu + βv + γ = 0prolaze kroz istu ta£ku.D o k a z. Ako, prema §2 - §3, konstrui²emo krajeve

χ =
2α√

4αγ − β2
, λ =

β√
4αγ − β2

,onda s obzirom na zna£enje koordinata u, v i po²to je svakako α 6= 0, postavl-jena linearna jedna£ina dobija oblik:
(χξ + λ)(χη + λ) = −1.



133Ispita¢emo sada transforma
iju proizvoljno promenljivog kraja ω, koja jedata formulom
ω′ = χω + λ.Radi toga posmatrajmo najpre transforma
ije

ω′ = χωiω′ = ω + λ.�to se ti£e prve transforma
ije, to ¢e, o£igledno, mnoºenje proizvoljnogkraja ω konstantom χ biti, prema §3, jednako pomeranju ravni duº prave
(0,∞) za neku duº zavisnu od χ.A i poslednjoj transforma
iji, tj. dodavanju kraja λ proizvoljno promen-jivom kraju ω, odgovara neko, samo od λ zavisno, kretanje ravni u samojsebi, naime kretanje se moºe shvatiti kao obrtanje ravni oko kraja ∞.Da bi se ovo uvidelo, primetimo da, prema izlaganju na kraju §2, prava
(ω,∞) pomo¢u ogledanja na pravoj (0,∞) prelazi u pravu (−ω,∞), a ovaopet pomo¢u ogledanja na pravoj (λ

2 ,∞) prelazi u pravu (ω + λ,∞), tj.dodavanje kraja λ proizvoljno promenljivom kraju ω jednako je ogledanjimauzastopno izvedenim na pravima (0,∞) i (λ
2 ,∞).Iz ranije dokazanog sledi da se, ako su χ i η krajevi prave, pomo¢u formula

ξ′ = χξ + λ,

η′ = χη + λ,odredjuju krajevi takve prave koja proizilazi iz prave sa krajevima χ, ηpomo¢u izvesnog kretanja ravni zavisnog samo od χ, λ. No, po²to gornjajedna£ina
(χξ + λ)(χη + λ) = −1za krajeve χ′, η′ ima za posledi
u rela
iju

χ′η′ = −1i kako je prema primedbi u §3 ova rela
ija uslov da doti£ne prave prolaze krozta£ku O, vidimo da i sve prave (ξ, η) koje zadovoljavaju prvobitnu jedna£inu
(χξ + λ)(χη + λ) = −1prolaze kroz jednu ta£ku; time je potpuno dokazan postavljeni stav.Po²to smo saznali da je jedna£ina ta£ke u linijskim koordinatama lin-earna, lako je izvesti spe
ijalni Paskalov stav za par pravih i Dezargov stav zaperspektivno poloºene trouglove, kao i druge stavove projektivne geometrije.Isto tako se tada mogu bez te²ko¢a izvesti poznate formule geometrije Boljaji-Loba£evskoga, a time se zavr²ava izgradjivanje ove geometrije pomo¢u ak-sioma I − IV .



134Dodatak IVO osnovama geometrijeR iman o v a (Riemann) i H e lmh o l 
 o v a (Helmholtz) ispitivanja os-nova geometrije postakla su Li-a (S.Lie) da se prihvati problema aksiomati£keobrade geometrije polaze¢i od pojma grupe i dovela su ovog o²troumnogmatemati£ara do sistema aksioma za koje je, pomo¢u svoje teorije transfor-ma
ionih grupa, dokazao da su dovoljne za izgradjivanje geometrije.Pri zasnivanju svoje teorije transforma
ionih grupa Li je uvek pretpostavl-jao da se funk
ije koje de�ni²u grupu mogu diferen
irati i zato u Li-ovimizlaganjima ostaje neraspravljeno da li je pretpostavka diferen
ijabilnostikod pitanja o aksiomama geometrije stvarno neizbeºna ili je pak diferen
ija-bilnost doti£nih funk
ija samo posledi
a pojma grupe i ostalih geometrijskihaksioma. Usled svoga postupka Li je bio prinudjen i da izri£ito postavi ak-siomu da je grupa kretanja proizvedena in�nitezimalnim transforma
ijama.Ovi zahtevi kao i bitni sastavni delovi ostalih Li-ovih aksioma koji se odnosena prirodu jedna£ine koja de�ni²e ta£ke istog rastojanja, mogu se izraziti£isto geometriski samo na veoma usiljen i komplikovan na£in i, osim toga,izgledaju uslovljeni samo analiti£kom metodom kojom se koristio Li, a nesamim problemom.Zato sam u ovom izlaganju teºio da postavim za geometriju ravni takavsistem aksioma koji bi, isto tako zasnivaju¢i se na pojnu grupe, sadrºao samoproste i geometriski pregledne zahteve i naro£ito, ne bi pretpostavljao difer-en
ijabilnost funk
ija koje posreduju kretanje. Aksiome sistema koji sam japostavio sadrºane su kao spe
ijalni sastavni delovi u Li-ovim aksiomama ilise kako ja mislim mogu iz njih neposredno izvesti.Moje dokazivanje potpuno je razli£ito od Li-ove metode: ja operi²empoglavito pojmovima teorije mnoºina ta£aka, koje je izgradio G. Kantor(G.Cantor) i koristim stav K.�ordana (C.Jordan), po kome svaka ravnaneprekidno zatvorena kriva bez dvojnih ta£aka deli ravan na unutra²nju ispolja²nju oblast.I u sistemu koji sam ja postavio pojedini su sastavni delovi, sigurno,izli²ni; ipak sam odustao od ²ireg istraºivanja ove okolnosti s obzirom da suove formula
ije aksioma proste i pre svega zato ²to sam hteo da izbegnemodve¢ komplikovano i geometrijski nepregledno dokazivanje.U narednim izlaganjima obradi¢u aksiome samo za ravan, mada mislimda se moºe postaviti i za prostor analogan sistem aksioma koji omogu¢ujeizgradjivanje prostorne geometrije na sli£an na£in.Da¢emo unapred neke de�ni
ije.D e f i n i 
 i j a. Pod brojnom ravni podrazumevamo obi£u ravan sa pravou-glim koordinatnim sistemom x, y.Kriva u ovoj brojnoj ravni koja nema dvojnih ta£aka i koja je neprekidnauklju£uju¢i i krajeve, naziva se �ordanovom krivom. Ako je �ordanova



135kriva zatvorena, onda se u n u t r a ² nj o s t oblasti brojne ravni ograni£enetom krivom naziva �ordanovom obla²¢u.Da bih izlaganje u£inio lak²im i ²vatljivijim uze¢u u ovom istraºivanjuuºu de�ni
iju ravni no ²to moje dokazivanje zahteva, naime pretpostavi¢uda se sve ta£ke na²e geometrije mogu istovremeno uzajamno jednozna£nopreslikati na ta£ke brojne ravni koje leºe u kona£nom ili na odredjenomnjenom delu, tako da je svaka ta£ka na²e geometrije karakterisana parombrojeva x, y . Ovo zna£enje pojma ravni formulisa¢u na ovaj na£in:D e f i n i 
 i j a r a v n i.Ravan je sistem stvari koje se nazivaju ta£kamai koje se mogu uzajamno jednozna£no preslikati na ta£ke brojne ravni kojeleºe u kona£nom ili na neki delimi£ni sistem tih ta£aka; ovim ta£kama brojneravni (tj. slikama ta£aka) koristi¢emo se istovremeno i za ozna£avanje ta£akana²e ravni.Za svaku ta£ku A na²e ravni postoje u brojnoj ravni �ordanove oblastiu kojima leºi slika ta£ke A i £ije sve ta£ke isto tako predstavljaju ta£ke na²eravni. Ove �ordanove oblasti nazivaju se okolinama ta£ke A.Saka u okolini ta£ke A sadrºana �ordanova oblast, u £ijoj unutra²njostileºi ta£ka A (slika ta£ke A), opet je okolina ta£ke A.Ako je B ma koja ta£ka u okolini ta£ke A, onda je ova okolina u istovreme i okolina ta£ke B.Ako su A i B ma koje dve ta£ke na²e ravni, to uvek postoji okolina ta£ke
A, koja istovremeno sadrzi ta£ku B.De�nisa¢emo kretanje kao uzajamno jednozna£nu transforma
iju na²eravni u samu sebe. O£igledno je u samom po£etku da se mogu razlikovatidve vrste uzajamno jednozna£nih neprekidnih transforma
ija brojnih ravniu samu sebe. Naime, ako pretpostavimo u brojnoj ravni neku zatvorenu �or-danovu krivu koja ima izvesan smer obilaºenja. Pretpostavi¢emo u sada²n-jem istraºivanju da je, ako primenimo transforma
iju brojne ravni u samusebe koje de�ni²e kretanje, ovaj smer obilaºenja isti kao i kod prvobitne �or-danove krive. Ova pretpostavka uslovljava ovu formula
iju pojma kretanja:D e f i n i 
 i j a k r e t a n j a. Kretanje je takva uzajamno jednozna£naneprekidna transforma
ija ta£aka brojne ravni u sebe pri kojoj smer obi-laºenja zatvorene �ordanove krive ostaje uvek isti. Transforma
ija obrnutatransforma
iji kretanja opet je kretanje.Kretanje pri kome jedna ta£ka M ostaje nepromenjena naziva se obrtan-jem oko ta£ke M .Posle uvodjenja pojma "ravni"i "kretanja", postavi¢emo ove tri aksiome:A k s i oma I. Ako se uzastopno izvedu dva kretanja, dobivena transfor-ma
ija ravni u samu sebe opet je kretanje.To ¢emo kratko re¢i:A k s i oma I. Kretanja obrazuju grupu.A k s i oma II. Ako su A i M dve proizvoljne, medju sobom razli£iteta£ke ravni, onda se ta£ka A uvek moºe dovesti obrtanjem oko M u beskon-a£no mnogo razli£itih poloºaja.



136Nazovemo li ukupnost ovih ta£aka koje proizilaze iz jedne ta£ke razli£iteod M pomo¢u svih obrtanja oko M istinskim krugom u na²oj ravnoj ge-ometriji, moºemo iskaz aksiome II ovako, formulisati:A k s i oma II. Svaki istinski krug sastoji se iz beskona£no mnogo ta£aka.Pre poslednje, jo² potrebne aksiome postavi¢emo narednu de�ni
iju:D e f i n i 
 i j a. Neka je AB neki odredjeni par ta£aka u na²oj geometriji;ozna£i¢emo istim slovima i slike ovog para ta£aka u brojnoj ravni. Ograni£imooko ta£aka A i B u brojnoj ravni po jednu okolinu α i β. Ako neka ta£ka
A∗ pada u okolinu α, a istovremeno ta£ka B∗ pada u okolinu β, re¢i ¢emo:par ta£aka A∗B∗ leºi u okolini αβ para AB. Iskaz da je ova okolina αβproizvoljno mala treba da zna£i da je α proizvoljno mala okolina ta£ke A, aistovremeno β proizvoljno mala okolina ta£ke B.Neka je ABC odredjena trojka ta£aka u na²oj geometriji; istim slovima¢emo ozna£iti i slike ove trojke ta£aka u brojnoj ravni. Ograni£imo okota£aka A,B,C u brojnoj ravni po jednu okolinu α,β,γ. Ako ta£ka A∗ pada uokolinu α, a u isto vreme ta£ka B∗ pada u okolinu β, a ta£ka C∗ u okolinu
γ, re¢i ¢emo: trojka ta£aka A∗B∗C∗ leºi u okolini αβγ trojke ABC. Iskazda je ova okolina αβγ proizvoljno mala treba da zna£i da je α proizvoljnomala okolina ta£ke A i istovremeno β proizvoljno mala okolina ta£ke B, a γproizvoljno mala okolina ta£ke C.Pri upotrebi re£i "par ta£aka"i "trojka ta£aka"ne pretpostavlja se da suta£ke para ta£aka ili trojke ta£aka jedna od druge razli£ite.A k s i oma III. Ako postoji kretanje kojim se moºe prevesti trojkata£aka koja se nalazi u proizvoljnoj blizini trojke ta£aka ABC, u proizvoljnublizinu trojke ta£aka A′B′C ′, onda uvek postoji takvo kretanje kojim trojkata£aka ABC prelazi ta£no u trojku ta£aka A′B′C ′.Iskaz ove aksimoe ukratko ¢emo ovako izraziti:A k s i oma III. Kretanja obrazuju zatvoreni sistem.Ako u aksiomi III dopustimo da se izvesne ta£ke trojke ta£aka poklapaju,lako se dobijaju neki spe
ijalni slu£ajevi aksiome III koje ¢emo posebnoista¢i na ovaj na£in:Ako postoje obrtanja oko ta£ke M kojima se mogu prevesti parovi ta£akakoji leºe u proizvoljnoj blizini para ta£aka AB u proizvoljnoj blizini parata£aka A′B′, onda uvek postoji i takvo obrtanje oko ta£ke M kojim parta£aka AB prelazi ta£no u par ta£aka A′B′.Ako postoje kretanja kojima se parovi ta£aka koji leºe u proizvoljnojblizini para ta£aka AB mogu prevesti u proizvoljnu blizinu para ta£aka A′B′,to uvek postoji i takvo kretanje kojim par ta£aka AB prelazi ta£no u parta£aka A′B′.Ako postoje obrtanja oko ta£ke M kojima se ta£ke koje leºe u proizvoljnojblizini ta£ke A mogu prevesti u proizvoljnu blizinu ta£ke A′, to uvek postojii takvo obrtanje oko ta£ke M kojim ta£ka A prelazi ta£no u ta£ku A′.Ovaj poslednji spe
ijalni slu£aj aksiome III primenjiva¢u £esto u nared-nom dokazivanju, ozna£avaju¢i pri tome obrtnu ta£ku slovom M , a ne A.



137Dokaza¢u sad ovo tvrdjenje:R a v n a g e om e t r i j a u k o j o j s u a k s i om e I−III z a d o v o lj e n ei l i j e E u k l i d o v a i l i B o lj a i - L o b a £ e v s k o g a r a v n a g e om e t r i j a.Ako ho¢emo da dobijemo jedino Euklidovu geometriju, treba samo ak-siomu I dopuniti zahtevom da grupa kretanja ima invarijantnu podgrupu.Ova dopuna zamenjuje aksiomu paralelnih. Hteo bih sad ukratko da ski
iramtok misli mog daljeg dokazivanja.U okolini ma koje ta£ke M konstrui²e se pomo¢u naro£itog postupkaneki odredjeni oblik kk od ta£aka i na njemu neka ta£ka K (�1 - �2), a zatimpodvrgava ispitivanju istinski krug χ opisan oko ta£ke M , koji prolazi krozta£ku K (�3). Dobiva se da je istinski krug χ zatvorena i u sebi gusta, tj.perfektna mnoºina ta£aka.Najbliºi 
ilj na²ih izlaganja sastoji se u tome da se pokaºe da je istinskikrug χ zatvorena �ordanova kriva. Ovo se postiºe na taj na£in, ²to najpreuvidimo mogu¢nost rasporeda ta£aka istinskog kruga (�4 - �5), zatim otudazaklju£ujemo na mogu¢nost uzajamnog jednozna£nog preslikavanja ta£aka χna ta£ke obi£nog kruga (�6 - �7) i, najzad, dokazujemo da ovo preslikavanjenuºno mora biti neprekidno (�8). Posle toga se dobija i da je prvobitnokonstruisani oblik kk od ta£aka identi£an sa istinskim krugom (�9). Dalje,vaºi stav da je svaki istinski krug koji leºi u unutra²njosti kruga χ takodjezatvorena �ordanova kriva.Pre¢i ¢emo sada na ispitivanje grupe transforma
ija koje pretrpi istinskikrug u sebi (�13) pri obrtanjima ravni oko ta£ke M . Ova grupa ima ovasvojstva: 1) Svako obrtanje oko ta£ke M koje ne menja poloºaj j e d n o jta£ki istinskog kruga, ne menja poloºaj ni jednoj ta£ki tog kruga (�14). 2)Postoji uvek jedno obrtanje oko ta£ke M koje ma koju datu ta£ku kruga χprevodi u ma koju drugu ta£ku toga kruga (�15). 3) Grupa obrtanja okota£ke M je neprekidna (�8). Ova tri svojstva potpuno odredjuju strukturugrupe transforma
ija koje odgovaraju svima obrtanjima istinskog kruga usebi. Naime, postavi¢emo ovaj stav: grupa svih transforma
ija istinskogkruga χ u sebe koje su obrtanja oko M jeste holoedarski-izomorfna sa grupomobi£nih obrtanja obi£nog kruga u sebi (§17 - §18).Ispitajmo sada grupu transforma
ija s v i h ta£aka na²e ravni pri obrtanjuoko ta£ke M . Pri tome vaºi stav da osim identiteta ne postoji ni jednoobrtanje ravni oko ta£ke M pri kome bi ostale nepokretne sve ta£ke nekogistinskog kruga µ (�19). Sada uvidjamo da je s v a k i istinski krug zatvorena�ordanova kriva i dobivamo formule za transforma
ije grupe svih obrtanjaoko ta£ke M (�20 - �21). Najzad se lako dobijaju stavovi: ako ma koje dveta£ke pri nekom kretanju ravni ostaju nepokretne, onda sve ta£ke ostajunepokretne, tj. kretanje je identitet. Svaka ta£ka ravni moºe se podesnimkretanjem prevesti u svaku drugu ta£ku ravni (�22).Na² najvaºniji dalji 
ilj sastoji se u tome da se u na²oj geometriji de�ni²epojam istinske prave i da se razviju nuºne osobine ovog pojma za izgrad-jivanje geometrije. Najpre se de�ni²u pojmovi poluobrtanja i sredine duºi



138(�23). Duº ima najvi²e jednu sredinu (�24)i ako se za neku duº zna da imasredinu, otuda sledi da i svaka manja duº ima sredinu (�25 - �26).Da bi se pro
enio poloºaj sredine duºi, potrebni su nam neki stavovi oistinskim krugovima koji se dodiruju; pre svega, stvar se svodi na to da sekonstrui²u dva medju sobom kongruentna kruga koji jedan drugog dodirujuspolja u jednoj i samo jednoj ta£ki (�27). Izve²¢emo, dalje, jedan op²ti stav okrugovima koji se dodiruju iznutra (�28), a zatim stav o spe
ijalnom slu£ajukada krug koji iznutra dodiruje drugi prolazi kroz 
entar dodirnutog kruga(�29).Uzmimo sada za osnovu kao jedini£nu duº neku odredjenu dovoljno maluduº; konstrui²imo polovljenjem i poluobrtanjem sistem ta£aka takve vrste,da svakoj ta£ki ovog sistema odgovara odredjeni broj a koji je ra
ionalani ima kao imenila
 samo neki stepen od 2 (�30). Po²to se postavi zakonove koresponden
ije (�31), ta£ke dobijenog sistema ta£aka se medju sobomrasporeduju,pri £emu vaºe raniji stavovi o krugovima koji se dodiruju (�32).Sada polazi za rukom da se dokaºe da ta£ke koje odgovaraju brojevima 1
2 ,

1
4 , 1

8 ,... konvergiraju prema ta£ki O (�33). Ovaj se stav postupno uop²tavadok najzad ne uvidimo da svaki niz ta£aka na²eg sistema konvergira akokonvergira odgovaraju¢i niz brojeva (�34 - �35).Posle ovih priprema moºe se de�nisati istinska prava kao sistem ta£akakoji se dobiva od dve ta£ke uzete za osnovu, ako se stalno uzimaju sredine,izvode poluobrtanja i dodadu mesta nagomilavanja svih dobijenih ta£aka(�36). Zatim moºemo dokazati da je istinska prava neprekidna kriva (�37),da nema dvojnih ta£aka (�38)i da ma sa kojom drugom istinskom pravom imanajvi²e jednu zajedni£ku ta£ku (�39). Pokazuje se, dalje, da istinska pravaprese
a svaki krug koji je opisan oko neke njene ta£ke, a otuda sledi da se dveproizvoljne ta£ke ravni mogu uvek spojiti istinskom pravom (�40). Takodjeuvidjamo da u na²oj geometriji vaºe stavovi o kongruen
iji, pri £emu se dvatrougla prikazuju samo tada kongruentnim, ako imaju i isti smer obilaºenja(�41).�to se ti£e uzajamnog poloºaja sistema svih istinskih pravih, treba raz-likovati dva slu£aja, prema tome da li vaºi aksioma paralelnih ili kroz svakuta£ku prema datoj pravoj postoje dve prave koje razdvajaju prave koje sekuod pravih koje ne seku. U prvom slu£aju dolazimo do euklidske geometrije,a u drugom do geometrije Boljaji-Loba£evskog (�42).�1. Neka je M ma koja ta£ka u na²oj geometriji i u isto vreme njena slikau brojnoj ravni x, y. Na² najbliºi 
ilj je tada da konstrui²emo oko M nekeoblike od ta£aka koji ¢e se najzad pokazati kao istinski krugovi oko ta£ke M .Opi²imo u brojnoj ravni oko ta£ke M "brojni krug", tj. krug ℜ takomali, u smislu obi£ne odredbe mere, da su sve ta£ke na tom krugu ℜ i uunutra²njosti njega takodje slike ta£aka i da postoje ta£ke i van kruga ℜ.Tada u unutra²njosti kruga ℜ sigurno postoji takav kon
entri£ni krug Fu odnosu na ℜ, da sve ta£ke slike u unutra²njosti ovog kruga F ostaju uunutra²njosti kruga ℜ pri proizvoljnim obrtanjima oko M .



139Da bi se ovo dokazalo, posmatrajmo u brojnoj ravni beskona£ni niz kon-
entri£nih krugova F1, F2, F3,... £iji polupre£ni
i opadaju i konvergirajuprema O i pretpostavimo tada, nasuprot tvrdjenju, da u svakom od tih kru-gova postoji takva ta£ka slika koja pri nekom obrtanju oko M dolazi namesto koje leºi van kruga ℜ ili se pomera na periferiju kruga ℜ: neka je Aitakva slika ta£ke u krugu Fi, koja pri obrtanju △i prelazi na mesto koje leºivan kruga ℜ ili na njegovu periferiju. Zamislimo tada da je iz ta£ke u M usvaku ta£ku Ai povu£en polupre£nik ri doti£nog brojnog kruga Fi i uo£imokrivu γi u koju prelazi polupre£nih ri pri obrtanju △i. Po²to ova kriva γi ideiz ta£ke do neke odredjene ta£ke van kruga ℜ ili do neke ta£ke na njegovojperiferiji, to ona nuºno mora pogadjati periferiju kruga ℜ; neka je Bi jednaod ovih prese£nih ta£aka i neka je B mesto zgu²njavanja ta£aka preseka B1,
B2, B3,... Dalje, neka je uop²te Ci ona ta£ka na polupre£niku ri koja priobrtanjuχ. △i prelazi u Bi. Po²to ta£ke C1, C2, C3,... konvergiraju premata£ki M , to, prema aksiomi III, postoji obrtanje oko ta£ke M , pri kometa£ka B, koja leºi na periferiji kruga ℜ, prelazi u ta£ku M . Ovo protivure£iranije de�nisanom pojmu kretanja.�2. Neka je, kao ²to je ve¢ u �1 ustanovljeno, F brojni krug u unutra²n-josti kruga ℜ koji ispunjava uslove tamo dokazanog stava tako da sve ta£keslike u unatra²njosti F pri obrtanju oko ta£ke M ostaju u unutra²njosti kruga
ℜ, neka je, dalje, k brojni krug u unutra²njosti F £ije sve ta£ke pri obrtanjimaoko ta£ke M ostaju u unutra²njosti F. Tada ¢emo one ta£ke brojne ravni,koje pri ma kakvom obrtanju oko ta£ke M proizilaze iz ta£aka u unutra²njostikruga k ili iz ta£aka njegove periferije, ukratko ozna£iti pokrivenim. Iz ak-siome III neposredno sledi da pokrivene ta£ke obrazuju zatvorenu mnoºinuta£aka. Dalje, neka je A neka odredjena ta£ka van ℜ koja je slika neketa£ke na²e geometrije. Ako se sada nepokrivena ta£ka A′ moºe spojiti sa A�ordanovom krivom, koja se sastoji isklju£ivo iz nepokrivenih ta£aka, onda¢emo re¢i da ta£ka A′ leºi van kk. Naro£ito sve ta£ke koje leºe van brojnogkruga F, sigurno leºe van kk. Re¢i ¢emo za svaku pokrivenu ta£ku, u £ijojse proizvoljno maloj okolini nalaze ta£ke van kk, da leºi na kk. Ta£ke na kkobrazuju zatvorenu mnoºinu ta£aka. Za one ta
ke J , koje niti su van kk,niti su na kk, re¢i ¢emo da su u unutra²njosti kk. Naro£ito sve pokriveneta£ke, u £ijoj proizvoljnoj blizini ne leºe nepokrivene ta£ke, kao napr. ta£ka
M i ta£ke u unutra²njosti kruga k, sigurno leºe u unutra²njosti kk.

§3. Kad se uzme u obzir da, prema de�ni
iji kruga F, ta£ka A pri obr-tanjima oko ta£ke M nikad ne dospeva u unutra²njost kruga F, uvidjamoda, pri svakom obrtanju oko ta£ke M , ta£ke koje leºe van kk opet prelaze uta£ke van kk, dalje, ta£ke na kk opet prelaze u ta£ke na kk i ta£ke koje leºeu unutra²njosti kk opet prelaze u ta£ke unutra²njosti kk.Svaka ta£ka na kk, prema na²oj postav
i, jeste pokrivena ta£ka, a po²toznamo da ta£ke u unutra²njosti kruga k leºe takodje u unutra²njosti kruga
kk, to otuda zaklju£ujemo ovo:Za svaku ta£ku K na kk sigurno postoji obrtanje ∆ oko ta£ke M , po-



140mo¢u koga ta£ka K ′, koja leºi na periferiji kruga k, dospeva u ta£ku K.Polupre£nik MK ′ brojnog kruga k prelazi obrtanjem ∆ oko ta£ke M u �or-danovu krivu koja spaja ta£ku M sa ta£kom K na kk i koja se ina£e 
elaprostire u unutra²njosti kk.U isto vreme vidimo da najmanje jedna ta£ka periferije brojnog kruga k,naime ta£ka K ′, leºi na kk.Spojimo ta£ku A koja leºi van kk ma kojom �ordanovom krivom sata£kom M i ozna£imo sad sa K onu ta£ku ove �ordanove krive koja leºina kk i ima takvu osobinu da sve ta£ke koje leºe na toj �ordanovoj krivojimedju ta£aka K i A leºe van kk.Zatim, razmotrimo sistem svih ta£aka kojeproizilaze iz ta£e K obrtanjem oko ta£ke M , tj. razmotrimo istinski krug χkoji je opisan oko M i koji prolazi kroz ta£ku K. Sve ta£ke ovog istinskogkruga su na kk.Istinski krug, prema aksiomi II, sadrºi beskona£no mnogo ta£aka. Akoje K∗ ta£ka zgu²njavanja ta£aka istinskog kruga Ozna£ava li K1 ma kojuta£ku istingskog kruga χ, onda , ako izvedemo ono obrtanje oko ta£ke Mkoje prevodi ta£ku K∗ u ta£ku K1, sledi da je i ta£ka K1 ta£ka zgu²njavanjaistinskog kruga χ. Na taj na£in dobivamo stav:Istinski krug χ je zatvorena i u sebi gusta, tj. perfektna mno-ºina ta£aka.�4. Najvaºniji 
ilj narednih izlaganja sastoji se u tome da se pokaºe daje istinski krug zatvorena �ordanova kriva. Osim toga ¢e se pokazati da seistinski krug χ poklapa sa ta£kama na kk.Dokaºimo najpre, da se ma koje dve ta£ke K1, K2 istinskog kruga χ moguuvek medjusobno spojiti kako �ordanovom krivom, koja, izuzev krajnjihta£aka, 
ela leºi u unutra²njosti kk, tako i onom �ordanovom krivom kojase, izuzev krajnjih ta£aka, 
ela prostire van kk.Ustvari, ako, shodno gornjim izlaganjima, povu£emo �ordanove krive
MK1 i MK2, koje u unutra²njosti kk vezuju sredi²nu ta£ku M sa ta£kama
K1 i K2, i ako, polaze¢i od M odredimo na krivoj MK1 poslednju ta£ku P ,koja teºi na MK2, onda komad PK1 prve �ordanove krive i komad PK2druge �ordanove krive obrazuju prvu od traºenih spojnih krivih.Posmatrajmo, s druge strane, obrtanja oko ta£ke M pri kojim ta£ka Kprelazi u ta£ku K1, odn., u ta£ku K2; ta£ke A1 i A2, koje se pri tome dobivajuiz ta£ke A, leºe, prema �3, van kk i zato se mogu spojiti sa van kk sa ta£kom
A. Od ovih spojnih krivih i onih �ordanovih krivih, koje pri obrtanjimanastaju od �ordanove krive AK konstruisane u �3, lako se moºe sastavitijedna �ordanova kriva izmedju K1 i K1 koja 
ela leºi van kk.�5. Ovaj stav koji smo malo£as dokazali omogu¢ava nam da ta£ke istin-skog kruga χ rasporedimo na odredjeni na£in.Neka su K1, K2, K3, K4 ma koje £etiri razli£ite ta£ke istinskog kruga χ.Spojimo ta£ke K1 i K2 s jedne strane �ordanovom krivom koja 
ela (tj. i z me dj u ta£aka K1 i K2) leºi u unutra²njosti kk, a s druge strane takvom krivomkoja 
ela leºi van kk. Po²to su obe ove spojne krive, ra£unaju¢i i njihove kra-jnje ta£ke K1 i K2, neprekidne, to one zajedno obrazuju zatvorenu �ordanovu



141krivu. Jednu od krivih, dobivenih na taj na£in, polaze¢i od ta£aka K1 i K2,uvek ¢emo ozna£avati sa K1K2. Cela brojna ravan, iz koje je isklju£enakriva K1K2, raspada se, prema poznatom �ordanovom stavu, na dva po-dru£ja, naime raspada se na unutra²njost i spolja²njost ove krive K1K2. �tose ti£e poloºaja ta£aka K3 i K4, mogu¢a su sad dva slu£aja: prvo, ta£ke K3 i
K4nisu razdvojene krivom K1K2, tj. one ili obe leºe u unutra²njosti te kriveili obe van nje; drugo, ta£ke K3 i K4 razdvojene su krivom K1K2, tj. K3leºi u unutra²njosti krive K1K2, a van nje, ili obrnuto.Ako spojimo ta£ke K1 i K2 ma kako druk£ije jednim putem koji se pro-stire u unutra²njosti kk i jednim koji se prostire van kk, lako uvidjamo da,²to se ti£e poloºaja ta£aka K3 i K4 prema novodobivenoj zatvorenoj �or-danovoj krivoj K1K2, sigurno nastupa isti slu£aj kao malo£as. U stvari akose uzme prvi slu£aj i ako se obe ta£ke K3 i K4 nalaze u unutra²njosti krive
K1K2 spojimo ta£ke K3 i K4 putem W koji leºi u unutra²njosti kk. Ako biovaj put izlazilo iz unutra²njosti zatvorene krive K1K2, morao bi se najzad udaljem svom toku vratiti u ovu unutra²njost; zato se, sigurno, moºe deo ovogputa W , koji leºi van krive K1K2, zameniti putem koji leºi blizu doti£nogkomada krive K1K2 i koji se 
eo prostire kako u unutra²njosti kk, tako i uunutra²njosti K1K1: na taj na£in se dobiva spojni put W ∗ izmedju ta£aka
K3 i K4, koji se isto tako 
eo prostire i u unutra²njosti kk i u unutra²njosti
K1K1. Obrazujemo li iz dela krive K1K2 koji leºi u unutra²njosti kk i delakrive K1K2 koji leºi van kk novu zatvorenu �ordanovu krivu K1K2, onda je
W ∗ o£igledno put koji vezuje ta£ke K3 i K4 u unutra²njosti ove nove krive
K1K2, ne prese
aju¢i je tj. ta£ke K3 i K4 ne¢e biti razdvojene krivo K1K2.Iz toga, prema odgovaraju¢oj konstruk
iji izvedenoj van kk, sledi da ta£ke
K3 i K4 nisu razdvojene krivom K1K2. Mogli bismo zato u prvom slu£ajuprosto re¢i: par ta£aka K3 i K4 nije razdvojen parom ta£aka K1,K2. Otudasledi da se i u drugom slu£aju moºe prosto re¢i: par ta£aka K3, K4 razdvojenje parom ta£aka K1, K2.Izvedimo sada ma koje obrtanje oko ta£ke M pri kom ta£ke K1, K2, K3,
K4 prelaze u ta£ke K ′

1, K ′
2, K ′

3, K ′
4. Uzmimo u obzir da je obrtanje, pode�ni
iji, neprekidna i uzajamno jednozna£na transforma
ija brojne ravnikoja prevodi ta£ke koje su u unutra²njosti kk u ta£ke koje su u unutra²njosti

kk, a ta£ke van kk u ta£ke van kk. Otuda sledi da su parovi ta£aka K ′
1,

K ′
2, K ′

3, K ′
4 razdvojeni jedan drugim ili ne, prema tome da li parovi ta£aka

K1, K2, K3, K4 razdvajaju jedan drugi ili ne, tj. uzajamni poloºaj parovata£aka K1, K2, K3, K4 ostaje nepromenjen pri proizvoljnom obrtanju okota£ke M .Na sli£an na£in izvodimo i druge stavove koji odgovaraju ostalim pozna-tim £injeni
ama u pogledu uzajamnog poloºaja parova ta£aka na periferijiobi£nog brojnog kruga. Ti stavovi su:Ako su ta£ke K1, K2 razdvojene ta£kama K3, K4, bi¢e i ta£ke K3, K4razdvojene ta£kama K1,K2. Ako su ta£ke K1, K4 razdvojene ta£kama K2,
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K5, a ta£ke K2, K4 ta£kama K3, K5, bi¢e i ta£ke K1, K4 razdvojene ta£kama
K3, K5.Time smo do²li do ovog rezultata:Ta£ke istinskog kruga χ rasporedjene su 
ikli£no tj. s obzirom na uza-jamno razdvajanje parova ta£aka, one su rasporedjene isto kao i ta£ke obi£nogbrojnog kruga. Ovaj raspored je invarijantan u odnosu na obrtanja istinskogkruga χ oko 
entra M .�6. Jednu dalju vaºnu osobinu istinskog kruga χ izrazi¢emo ovako:Ma za koji par ta£aka istinskog kruga χ postoji uvek par ta£aka tog istogkruga χ koji razdvaja dati par ta£aka.Ozna£imo sa K∞ neku stalnu ta£ku istinskog kruga χ; ma o kojim drugimtrima ta£kama K1, K2, K3 istinskog kruga χ re¢i¢emo tada da je jedna odnjih, K2, leºi izmedju drugih dveju, K1 i K3 ili pak ne leºi izmedju njih,prema tome da li je par K1, K3 razdvojen parom ta£aka K2, K∞ ili nijerazdvojen.Pretpostavimo, nasuprot gornjem tvrdjenju, da su ta£ke K i K ′ dve ta£keistinskog kruga koje nisu razdvojene nijednim parom ta£aka; tada iz na²epostavke sigurno sledi i da izmedju tih ta£aka ne leºi ni jedna ta£ka kruga χ.Dalje, moºemo pretpostaviti da postoji takva ta£ka K2 da par ta£aka K1, K ′

1bude razdvojen parom ta£aka K, K∞; naime, u suprotnom slu£aju zamis-li¢emo u toku daljeg izlaganja da su uloge ta£aka K i K ′ razmenjene. Zatim,izaberimo na istinskom krugu χ beskona£an niz ta£aka R koje konvergirajuprema ta£ki K i spojmo ta£ku K1 sa K ′ nekom krivom koja se prostire uunutra²njosti kk i drugom krivom koja se prostire van kk. Sasatavljanjemovih dveju krivih dobivamo zatvorenu �ordanovu krivu K1K ′ koja K∞ razd-vaja od K, pa stoga mora razdvajati i od beskona£no mnogo ta£aka niza Rkonvergentnog prema K. Neka je K2 jedna od ovih ta£aka niza R. Po²tota£ka K2 leºi izmedju K1 i K ′, a nemoºe leºati izmedju K i K ′, onda ta£ka
K2 mora leºati izmedju K1 i K. Spojimo li sad, analogno prethodnom, K2sa K ′ zatvorenom �ordanovom krivom K2K ′, do¢i ¢emo isto tako do neketa£ke K2 i K itd. Na ovaj na£in ¢emo dobiti beskona£ni niz ta£aka K1,K2,
K3,..., od kojih svaka leºi izmedju prethodne ta£ke i K i koje konvergirajuprema ta£ki K.Izvedimo sada jedno obrtanje oko ta£ke M pri kome ta£ka K prelazi ujednu od ta£aka K1, K2, K3,..., re
imo u ta£ku Ki. Pri ovom obrtanju ta£ka
K ′ prelazi u ta£ku K ′

i. Po²to, prema na²oj pretpostav
i, ta£ke K i K ′ nisurazdvojene nijednim parom ta£aka, bi¢e isti slu£aj i sa parom ta£aka Ki,
K ′

i. Usled toga se ta£ka K ′
i mora ili poklopiti sa K1i−1 ili sa Ki+1 ili leºatiizmedju ta£aka Ki−1 i Ki+1; u svakom slu£aju ta£ka K ′

i leºi izmedju Ki−2i Ki+2, a zato i beskona£ni niz ta£aka K1,K ′
3,K5,K ′

7,K9,K ′
11,... ima sigurnoosobinu da svaka ta£ka ovog niza leºi izmedju prethodne ta£ke i ta£ke K.Sad ¢emo pokazati da i ta£ke K ′

3, K ′
7, K ′

11,... moraju konvergirati premata£ki K. Ustvari, ako bi ta£ke K ′
3, K ′

7, K ′
11,... imale kao mesto zgu²nja-vanja neku ta£ku Q, razli£itu od K, onda o-daberimo od njih neku ta£ku
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K ′

l . Po²to sve ta£ke K ′
l+4,K ′

l+8,K ′
l+12,... leºe izmedju K ′

l i K, postoji uvekzatvorena �ordanova kriva K ′
lK koja razdvaja ta£ku K∞od ta£aka K ′

l+4,
K ′

l+8, K ′
l+12,..., a otuda i od ta£ke Q, tj. ta£ka Q mora leºati izmedju K ′

li K. Zbog rasporeda koji ta£ke Ki imaju prema ta£kama K ′
l odatle sledida ta£ka Q leºi i izmedju svih ta£aka K1,K5,K9,... s jedne strane i ta£ke

K s druge strane. Prema tome, zatvorena �ordanova kriva QK∞ morala birazdvajati sve ta£ke K1, K5, K9,... od ta£ke K; ali tada ta£ke K1, K5, K9,...ne bi mogle konvergirati prema K, kako bi to trebalo da bude.Posmatrajmo sad ta£ke K3, K7, K11,... koje konvergiraju premaK i ta£ke
K ′

3,K ′
7,K ′

11,... koje isto tako, prema ve¢ dokazanom, konvergiraju prema K.Po²to nekim obrtanjem oko M ta£ka K prelazi u Ki i u isto vreme ta£ka
K ′ prelazi u K ′

i, to bi prema aksiomi III, moralo postojati i tako obrtanjekoje bi prevodilo K i u isto vreme K ′ u zajedni£ku ta£ku konvergen
ije
K. A ovo protivure£i de�ni
iji obrtanja. Na taj na£in, opovrgavanjem na²epretpostavke potpuno je dokazan stav postavljen u po£etku ovog �6.�7. S obzirom na postavke usvojene u §6, s hvati¢emo istinski krug χ,isklju£uju¢i ta£ku K∞, kao urodjenu mnoºinu ta£aka u Kantorovom smislu:tada ova mnoºina ta£aka ima redni tip linearnog kontinuuma.Da bismo to dokazali, odredimo najpre prebrojivu mnoºinu S ta£kakaistinskog kruga χ £ije ta£ke zgu²njavanja £ine sam istinski krug χ. Takvamnoºina S, po Kantoru, ima redni tip sistema svih ra
ionalnih brojeva unjihovom prirodnom redu, tj. mogu¢e je ta£kama sistema S S dodelitira
ionalne brojeve tako da od tri ra
ionalna broja broja a,b,c dodeljena makojim trima ta£kama A, B, C mnoºine S, od kojih ta£ka B leºi izmedju A i
C, uvek broj b po svojoj vrednosti leºi izmedju a i c.Neka je sad K ma koja ta£ka istinskog kruga χ koja ne pripada sistemu
S. Ako su tada A, B ta£e sistema S, onda ¢emo re¢i da A, B leºe na raznimstranama ili na istoj strani od K, prema tome dali ta£ka K leºi izmedjuta£aka A i B ili ne leºi izmedju izmedju njih. Ako prenesemo sada ovupostavku o ta£kama sistema S na ra
ionalne brojeve koji su tim ta£kamadodeljeni, dobi¢emo pomo¢u ta£ke K odredjeni D e d e k i n d o v preseku sistemu ra
ionalnih brojeva: ta£ki K dodeli¢emo ira
ionalni broj de�nisanovim presekom.Na istinskom krugu χ ne mogu postojati dve razli£ite ta£ke K i K ′ kojimabi bio dodeljen isti ira
ionalni broj. Ustvari, ako konstrui²emo zatvorenu�ordanovu krivu KK ′ i ako je H ma koja ta£ka istinskog kruga χ koja leºiizmedju K i K ′ i, stoga, u unutra²njosti krive KK ′, onda, po²to je H mestozgu²njavanja ta£aka sistema S, mora u sistemu S sigurno postojati takvata£ka A koja leºi u unutra²njosti krive KK ′ i, stoga, izmedju ta£aka K i K ′.Ra
ionalni broj a koji pripada ta£ki A, uslovljava, na taj na£in, razli£itostpreseka dobivenih pomo¢u ta£aka K i K ′.Najzad ¢emo pokazati da, i obrnuto, za svaki ira
ionalni broj α postojita£ka K na istinskom krugu χ kojoj je ovaj broj dodeljen. Radi toga uzmimo



144dva niza: niz rastu¢ih brojeva a1, a2, a3,... i niz opadaju¢ih brojeva b1, b2,
b3,... od kojih svaki konvergira prema α. Konstrui²emo ta£ke A1, A2, A3,... i
B1, B2, B3,.. koje odgovaraju ovim brojevima i ozna£imo sa K ma koju ta£kuzgu²njavanja ovih ta£aka A1, A2, A3,..., odn. B1, B2, B3,.... Tada ta£ka Knuºno pripada broju α, jer kad mi konstrui²emo zatvorenu �ordanovu krivu
AiBi uop²te, onda ta£ke Ai+1, Ai+2, Ai+3,... i Bi+1, Bi+2, Bi+3,..., pa stogai ta£ka zgu²njavanja, leºe u unutra²njosti AiBi, tj. izmedju ta£aka Ai i Bi.Prema tome presek proizveden ta£kom K nije nikakav drugi do ba² onajpresek koji odredjuje broj α.Posmatramo li ta£ke na periferiji obi£nog brojnog kruga polu-pre£nika 1i ako dodelimo jednoj od ovih ta£aka znak ±∞ i ta£ku K∞, ostalim ta£kamasve realne brojeve u neprekidnom nizu, a ovim opet odgovaraju¢e ta£ke istin-skog kruga χ, do¢i ¢emo do ovih rezultata: ta£ke istinskog kruga mogu seuzajamno jednozna£no preslikati sa zadrºanim svojim rasporedom na ta£keperiferije obi£nog brojnog kruga polupre£nika 1.�8. Da bismo postigli 
ilj nazna£en u �4, ostaje nam jo² da pokaºemoneprekidnost dobivenog preslikavanja, tj. da pokaºemo neprekidnost istin-skog kruga χ odredjene koordinatama x, y brojne ravni, a, s druge strane,ta£ke brojnog kruga polupre£nika 1 lukom t koji polazi od neke stalne ta£ke:u tom slu£aju treba dokazati da su x, y neprekidne funk
ije od t.Neka je t1, t2, t3,... jedan stalno rastu¢i ili stalno opadaju¢i niz kojikonvergira prema t∗, a K1, K2, K3,... neka su ta£ke istinskog kruga χ dodel-jene ovim vrednostima parametra, i neka vrednost t* odgovara nekoj ta£ki
K* na x. Neka je, dalje, Q ta£ka zgu²njavanja ta£aka K1, K2, K3, ....Ako konstrui²emo uop²te neku zatvorenu �ordanovu krivu KiK* ta£e Ki+1,

Ki+2, Ki+3, ..., a otuda i njihova ta£ka zgu²njavanja Q, moraju leºati u un-utra²njosti KiK*, tj. i ta£ka Q leºi izmedju Ki i K∗; prema tome vrednostparametra t, koja odgovara ta£ki Q, takodje se mora nalaziti izmedju t1 i t∗.Ova poslednja protivure£onst otpada samo kad se ta£ke Q i K∗ poklapaju;prema tome, ta£ke K1, K2, K3, ... konvergiraju prema ta£ki K∗. Time jeneprekidnost �nk
ije x, y zavisne od parametra t potpuno dokazana, a otudasledi £injeni
a koju smo u �4 postavili kao prvi vaºni 
ilj na²eg istraºivanja,naime stav:Istinski krug u brojnoj ravni je zatvorena �ordanova kriva.�9. Mi znamo da sve ta£ke istinskog kruga x pripadaju ta£kama kojeleºe na kk; pokaza¢emo takodje da ove poslednje ta£ke sve leºe na istinskomkrugu x , tako da vaºi ovaj ²iri stav:Istinski krug je identi£an sa ta£kama na kk; ta£ke koje leºe u unutra²njosti
x, u isto vreme su ta£ke koje leºe u unutra²njosti kk, a ta£ke koje leºe van
x, u isto vreme su ta£ke koje leºe van kk.Da bismo uvideli ta£nost ovog stava, pokaza¢emo najpre da se ta£ka M ,�sredi²te� istinskog kruga x, moºe spojiti sa svakom ta£kom J u unutra²njosti
x neprekidnom krivom, a da se pri tome ne prese£e istinski krug x.Ustvari, povu
imo kroz ta£ku J ma koju obi£nu pravu u brojnoj ravni,



145takozvanu �brojnu pravu�, i neka su K1 i K2 prve ta£ke te brojne prave kojeleºe na x , ra£unato na obe strane od J . Po²to su K1 i K2 takodje ta£ke na kk,to one mogu biti vezane sa M sa po jednom �ordanovom krivom MK1 odn.
MK2, koje se 
ele prostiru u unutra²njosti kk i zato, sigurno, ne prese
ajuistinski krug x. Ako jedna od ovih �ordanovih krivih prese
a komad K1K2prave, re
imo, u ta£ki B, to komad MB krive i komad JB prave obrazujuzajedno traºeni spojni put. U suprotnom slu£aju MK1 i MK2 obrazujuzajedno sa komadom K1K2 prave zatvorenu �ordanovu krivu γ. Po²to ovakriva γ 
ela leºi u unutra²njosti brojnog kruga �1, to se ta£ka A, koja leºi vanbrojnog kruga ℜ, sigurno ne moºe spojiti sa jednom ta£om u unutra²njosti
γ a da pritom ne bude prese£ena ni u jednoj ta£ki kriva γ. Kriva γ sastoji sesamo iz ta£aka u unutra²njosti kk, iz ta£aka na kk i iz ta£aka u unutra²njosti
x. Po²to se, polaze¢i iz A, ove poslednje ta£ke mogu dosti¢i samo prese
aju¢iistinski krug x u nekoj ta£ki koja je u isto vreme ta£ka koja leºi na kk, onda
ela oblast koja leºi u unutra²njosti γ mora leºati takodje u unutra²njosti
kk. Zato, ako spojimo ta£ku M sa J neprekidnim putem koji se prostireu unutra²njosti γ, to ovaj put sigurno ne prese
a istinski krug x i zato imazahtevanu osobinu.Iz toga prvo zaklju£ujemo da ta£ka M leºi u unutra²njosti x, tj. dasredi²te istinskog kruga leºi u unutra²njosti njega.Dalje, posto se svaka ta£ka na kk moºe spojiti sa ta£kom M �ordanovomkrivom, koja, izuzev krajnjih ta£aka, 
ela leºi u unutra²njosti kk pa, dakle,sigurno ne prese
a x, to svaka ta£ka koja leºi na kk mora leºati ili na x iliu unutra²njosti x. Ako bi postojala ta£ka P na kk koja leºi u unutra²njosti
x, onda se ta£ka A koja leºi van ℜ ne bi mogla spojiti sa ta£kama koje senalaze u proizvoljnoj blizini ta£ke P , a da pri tome ne bude prese£en istinskikrug x; no, po²to svaka ta£ka istinskog kruga pripada pokrivenim ta£kama,to ta£ka P ne bi mogla biti na kk; ovo je protivure£nost. Dakle, sve ta£kena kk u isto vreme leºe na x, a time je gornje tvrdjenje potpuno dokazano.�10. Oblik kk od ta£aka dobiven je u �2 iz brojnog kruga k pomo¢uodredjene konstruk
ije. Posto brojni krug, kako je pokazano u �3, sadrºinajmanje jednu ta£ku na kk, a sve ostale njegove ta£ke leºe ili na kk ili uunutra²njosti kk, a ta£ke na kk, prema �9, nisu ni²ta drugo do istinski krug
x, to u gornjoj konstruk
iji u isto vreme imamo sredstvo da konstrui²emoiz brojnog kruga k istinski krug x koji je zatvorena �ordanova kriva i kojiobuhvata brojni krug k, dodiruju¢i ga spolja; ovde, kao i u narednim izla-ganjima, re¢i ¢emo da �ordanova kriva, koja sadrºi u unutra²njosti drugu�ordanovu krivu i ima sa njom najmanje jednu zajedni£ku ta£ku, dodirujetu drugu spolja, a druga prvu iznutra.Pomo¢u neznatne izmene ranijeg postupka, naime pomo¢u razmene ulogakoje su bile pripisane ta£kama koje leºe u unutra²njosti kruga k i van njega,moºemo iz brojnog kruga k konstruisati jo² jedan drugi istinski krug; sad¢emo one ta£ke brojne ravni koje se dobivaju pri ma kakvom obrtanju oko
M od ta£aka koje leºe na krugu k ili van njega, nazvati pokrivenim; napro-



146tiv, sve ostale ta£ke nazve¢emo nepokrivenim. Ako se pak neka nepokrivenata£ka moºe spojiti sa ta£kom M �ordanovom krivom koja se sastoji iz svesamih nepokrivenih ta£aka, re¢i ¢emo za ovu ta£ku da je u unutra²njosti
kkk. O ta£kama koje su grani£ne u odnosu na te ta£ke, re¢i ¢emo da leºena kkk, a za sve ostale ta£ke re¢i ¢emo da leºe van kkk. Pokaza¢emo, za-tim, sli£no kao u �3 do �9, da ta£ke na kkk obrazuju istinski krug oko Mkoji je zatvorena �ordanova kriva, koji obuhvata sredi²te M i prostire se uunutra²njosti brojnog kruga k, dodiruju¢i ga iznutra.�11. Sada se moºe izabrati mesto brojnog kruga k proizvoljna zatvorena�ordanova kriva z koja leºi u unutra²njosti k i koja u svojoj unutra²njostisadrºi ta£ku M : primenjuju¢i istu konstruk
iju kao i ranije, dobi¢emo tadaza ovu krivu z jedan odredjeni istinski krug oko M koji nju obuhvata, kojije zatvorena �ordanova kriva i koji dodiruje spolja z, kao i jedan odredjeniistinski krug oko M koji leºi u unutra²njosti z, koji je takodje �ordanovazatvorena kriva i koji dodiruje z iznutra.Primetimo jo² da se svaki takav istinski krug, konstruisan iz �ordanovekrive z, moºe proizvesti i iz brojnog kruga: treba odabrati onaj brojni krugkoji leºi u unutra²njosti datog istinskog kruga, dodiruju¢i ga iznutra, odn.koji obuhvata taj krug, dodiruju¢i ga spolja; jer, dva istinska kruga koji suzatvorene �ordanove krive i koji dodiruju isti brojni krug, bilo obuhvataju¢iga, bilo da u njemu 
eli leºe, sigurno bi morali imati jednu zajedni£ku ta£kui zato bi bili uop²te medjusobno identi£ni.�12. Sada moºemo bez znatnih te²ko¢a dokazati vaºnu £injeni
u, naimeda je svaki istinski krug sa 
entrom u M koji prolazi kroz ma koju ta£ku
P ²to leºi u unutra²njosti x, isto kao i u §11 konstruisani istinski krugovi,zatvorena �ordanova kriva koja u unutra²njosti sadrºi ta£ku M .Da bismo ovo dokazali ,uzmimo, s jedne strane, sve istinske krugove sa
entrom u ta£ki M koji su zatvorene �ordanove krive i koji isklju£uju P :nazovimo ih krugovima prve vrste; a sa druge strane uzmimo sve one istinskekrugove koji su zatvorene �ordanove krive i koji P uklju£uju: njih nazovimoistinskim krugovima druge vrste.Zamislimo sad da je iz svakog brojnog kruga sa sredi²tem M proizvedenistinski krug koji obuhvata brojni krug i uo£imo tada one brojne krugove izkojih proizilaze istinski krugovi prve vrste. Onda potraºimo za ove brojnekrugove grani£ni krug g, tj. najmanji brojni krug koji sve njih sadrºi. Svibrojni krugovi koji su manji od g, daju tada istinske krugove prve vrste,istinski krug γ koji proizilazi iz brojnog kruga g, morao bi, ako ne ide kroz
P , ovu ta£ku isto tako isklju£ivati. Jer ako bi ta£ka P leºala u unutra²njosti
γ moºe se povu¢i zatvorena �ordanova kriva koja bi 
ela leºala u unutra²n-josti γ i koja bi obuhvatala u sebi ta£ke M i P , i od ove krive proizvestiistinski krug koji nju obuhvata. Ovaj istinski krug, po²to on sigurno ulaziu unutra²njost brojnog kruga g, mogao bi se dobiti pomo¢u brojnog krugakoji je manji od g; on bi morao, dalje, obuhvatati ta£ku P , ²to nije mogu¢e.Po²to, kako je pomenuto, svi istinski krugovi sa 
entrom u ta£ki M , koji su



147zatvorene �ordanove krive, proizilaze i iz brojnih krugova sa 
entrom u M ,to je o£igledno da je istinski krug koji proizilazi iz g takav krug prve vrstekoji obuhvata sve druge istinske krugove prve vrste.Zami²ljaju¢i, s druge strane, da iz svakog brojnog kruga, sa sredi²tem u
M proizilazi onaj istinski krug koji taj brojni krug isklju£uje, moºemo nasli£an na£in dokazati egzisten
iju istinskog kruga druge vrste koji je obuh-va¢en svim drugim istinskim krugovima druge vrste.Ako pak ni jedan od nadjenih grani£nih krugova ne bi prolazio kroz ta£ku
P , onda bi se mogla povu¢ �ordanova kriva u prstenastoj oblasti koja leºiizmedju njih; pomo¢u na²eg postupka si-gurno bismo mogli dobiti istinskikrug koji bi bio zatvorena �ordanova kriva, ali koji ne bi bio niti krug prvevrste, niti krug druge vrste; ovo je protivure£nost, a time smo dokazali tvrd-jenje postavljeno u po£etku �12.�13. Posto smo u prethodnom izlaganju na²li najvaºnije osobine istinskihkrugova sa sredi²tem u M koji prolaze kroz ta£ke u unutra²njosti x, predjimosada na istraºivanje grupe svih kretanja koja pretrpi istinski krug x u sebipri obrtanjima ravni oko ta£ke M .Neka su, prema izlaganjima u �8, ta£ke istinskog kruga x preslikane sao£uvanim svojim rasporedom na ta£ke t periferije brojnog kruga polupre£nika1; tada svakom obrtanju ∆ na²e ravni oko ta£ke M odgovara odredjenauzajamno jednozna£na i neprekidna transforma
ija ta£aka t jedini£nog krugau sebe, po²to pri obrtanju, prema �5, raspored ta£aka na istinskom kruguostaje nepromenjen, a otuda, s obzirom na �7, ostaje nepromenjen i rasporedvrednosti parametra t. Ova se transforma
ija moºe predstaviti i formulomoblika

t′ = ∆(t),gde je ∆(t) neprekidna funk
ija koja pri rastu¢em t ili uvek raste ili uvekopada i koja se pri pove¢anju argumenta za 2π isto tako promeni za iznos2π. Onim funk
ijama ∆(t), koje opadaju pri rastu¢em argumentu t, odgo-varaju transforma
ije koje menjaju smer obilaºenja po istinskom krugu; apo²to, prema na²oj formula
iji pojma kretanja, pri kretanju treba smer obi-laºenja da ostane uvek isti, to sledi da funk
ija ∆(t) mora uvek rasti prirastu¢em argumentu t.�14. Pitajmo se najpre moºe li u ovoj grupi svih obrtanja oko ta£ke Mpostojati takvo obrtanje pri kojem ta£ka A istinskog kruga ostaje nepromen-jena. Neka je t = a vrednost parametra za takvu ta£ku A i neka ova ta£kaostaje nepokretna pri nekom obrtanju ∆ koje je predstavljeno formulom
t′ = ∆(t).Dalje, neka je B ma koja ta£ka istinskog kruga sa parametrom t = b koja priobrtanju ∆ menja svoj poloºaj; pretpostvimo, naprimer, da je b < a u £emunije nikakvo ograni£enje.



148Kako funk
ija ∆(t), tako i obrnuta funk
ija ∆−1(t), takve su vrste da prirastu¢em argumentu rastu. Po²to je ∆(a) = a, odatle redom zaklju£ujemoda su sve veli£ine koje se mogu predstaviti simboli£kim stepenima
∆(b), ∆∆(b) = ∆2(b), ∆3(b), . . . ,∆−1(b), ∆−2(b), ∆−3(b), . . .manje od a. No u slu£aju da je ∆(b) > b, veli£ine

∆(b), ∆2(b), ∆3(b), . . .obrazuju niz stalno rastu¢ih vrednosti; ako je ∆(b) < b, to isto vaºi za nizveli£ina
∆−1(b), ∆−2(b), ∆−3(b), . . . .Iz ovih £injeni
a zaklju£ujemo da se u prvom slu£aju neposredna ponavl-janja obrtanja ∆, primenjena na b, a u drugom slu£aju simboli£ki stepeni od

∆(b) sa negativnim eksponentima, moraju pribliºavati grani£noj vrednosti
g koja leºi ili izmedju a i b ili se poklapa sa a. Odgovara li grani£ni broj
g, re
imo, ta£ki G na istinskom krugu x, to poten
ije od ∆ sa pozitivnimodn. negativnim eksponentima obrazuju kretanja pri kojim ta£ka B prelazinajzad u proizvoljnu blizinu ta£ke G, i u isto vreme ta£ke koje se nalaze uproizvoljno maloj okolini ta£ke G ostaju u proizvoljno maloj okolini ta£ke G.Prema aksiomi III, moralo bi, dakle, postojati kretanje koje prevodi ta£ku Bu G i u isto vreme ta£ku G ostavlja nepromenjenom; ovo protivure£i pojmukretanja. Prema tome je obrtanje ∆, koje ostavlja ta£ku A nepokretnom,nuºno takvo obrtanje koje sve ta£ke kruga x ostavlja nepokretnim, tj. zaovaj krug je identitet.� 15. Iz de�ni
ije istinskog kruga neposredno je jasna ova £injeni
a:Postoji takvo obrtanje oko ta£ke M koje prevodi neku proizvoljno datuta£ku O istinskog kruga x u drugu proizvoljno datu ta£ku S tog istog kruga.� 16. Izve² ¢emo sada jo² jednom svojstvo grupe kretanja istinskog krugau sebi.Neka su O, S, T , Z takve £etiri ta£ke na istinskom krugu x da onoobrtanje oko ta£ke M , pomo¢u koga ta£ka O prelazi u S, ta£ku T kre¢e u Ztako da je poloºaj ta£ke Z jednozna£no odredjen ta£kama O, S, T . Ako nemenjamo poloºaj ta£ki O, a kre¢emo ta£ke S i T po istinskom krugu, to ¢ese pri neprekidnoj promeni poloºaja ta£aka S i T menjati i poloºaj ta£ke Zneprekidno.Da bismo ovo dokazali, odaberimo jedan beskona£ni niz ta£aka S1, S2,
S3, · · · koje konvergiraju prema ta£ki S i jedan beskona£an niz ta£aka T1,
T2, T3, · · · koje konvergiraju prema T . Obrtanja oko ta£ke M , pomo¢u kojihta£ka O prelazi u S1, S2, S3, · · ·, ozna£i¢emo sa ∆1, ∆2, ∆3, · · ·, a ta£kekoje proizilaze pri ovim obrtanjima ∆1, ∆2, ∆3, · · ·, iz T1 odn. T2, T3, · · ·ozna£imo sa Z1 odn. Z2, Z3,· · ·; tada treba da dokaºemo da ta£ke Z1, Z2,
Z3, · · · konvergiraju prema ta£ki Z. Neka je ta£ka Z∗ ta£ka zgu²njavanja



149ta£aka Z1, Z2, Z3, · · · . Prema aksiomi III, postoji tada obrtanje oko ta£ke
M , pomo¢u koga ta£ka O prelazi u S i u isto vreme ta£ka T u Z∗. A timese pokazuje da je ta£ka Z∗ jednozna£no odredjena i sa ta£kom Z identi£na.�17. U �14-�16 saznali smo da grupa svih obrtanja istinskog kruga u sebiima ova svojstva:1. Ne postoji nikakvo obrtanje oko ta£ke M , osim identiteta, pri kom bineka ta£ka istinskog kruga x ostala nepokretna.2. Ako su O i S ma koje dve proizvoljne ta£ke istinskog kruga x, sigurnopostoji obrtanje oko ta£ke M koje prevodi ta£ku O u S.3. Neka pri nekom obrtanju oko ta£ke M , koje kre¢e ta£ku O u S, is-tovremeno ta£ka T prelazi u Z; time ta£ka Z ,jednozna£no odredjena pomo¢u
O, S, T , neprekidno menja svoj poloºaj na x, kad ta£ke S i T neprekidnomenjaju svoj poloºaj na x.Ove tri osobine potpuno odredjuju strukturu grupe transforma
ija ∆(t)koje odgovaraju kretanjima istinskog kruga u sebi. Naime, postavi¢emo ovajstav:Grupa svih kretanja istinskog kruga x u sebi, koja su obrtanja oko ta£ke
M , jeste holoedarski izomorfna sa grupom obi£nih obrtanja jedini£nog bro-jnog kruga u samom sebi oko ta£ke M .�18. Ako zamislimo ono obrtanje oko ta£ke M koje prevodi ta£ku Oistinskog kruga x sa perametrom 0 u ta£ku S sa vredno²
u parametra s,predstavljeno pomo¢u transforma
ione formule

t′ = ∆(t, s),pri £emu uzimamo vrednost funk
ije ∆(t, 0) = t, uvide¢emo na osnovu nad-jenih osobina grupe obrtanja da je funk
ija ∆(t, s) jednozna£na i neprekidnaza sve vrednosti obeju promenljivih t i s. Takodje sledi, po²to je s odredjenodo vi²estruke vrednosti od 2π pomo¢u dve odgovaraju¢e vrednosti t i t′, dafunk
ija ∆(t, s), pri konstantnom t i rastu¢em s, stalno ili raste ili opada, ipo²to ona za t = 0 prelazi u s, to nastupa nuºno prvi slu£aj. Prema tome je
∆(t, t) > ∆(0, t), ∆(0, t) = t; (t > 0),a po²to je

∆(2π, s) = 2π + ∆(0, s) = 2π + sto sledi
∆(2π, 2π) = 4π.Prema tome funk
ija ∆(t, t)(> t) jedne promenljive t ima osobinu da stalnoraste od 0 do 4π, kad argument t raste od 0 do 2π. Iz ove okolnosti odmahzaklju£ujemo:Ako je dat ma koji pozitivan broj t′ ≤ 2π, onda uvek postoji jedan isamo jedan pozitivan broj t, tako da je

∆(t, t) = t′;



150pri tome je t < t′. Vrednost parametra t daje nam jednu takvu ta£ku istin-skog kruga, da se, pri izvesnom obrtanju oko ta£ke M , ta£ka t = 0 pomerau ta£ku t, a istovremeno ta£ka t u ta£ku t′.Ozna£imo sada onu vrednost t za koju je
∆(t, t) = 2πsa ϕ(1

2), vrednost t za koju je
∆(t, t) = ϕ(

1

2
),sa ϕ( 1

22 ), a vrednost t za koju je
∆(t, t) = ϕ(

1

22
),sa ϕ( 1

23 ),. . .; dalje, uzmimo uop²te
∆[ ϕ(

a

2n
), ϕ(

1

2n
)] = ϕ(

a + 1

2n
),gde a zna£i 
eo broj i n 
eo broj ≥1, i dalje uzmimo

ϕ(0) = 0, ϕ(1) = 2π.Time je funk
ija ϕ neprotivure£no de�nisana za sve ra
ionalne vrednostiargumenta £iji je imenila
 neki stepen od 2.Ako je ta£ka σ proizvoljni pozitivni argument <1, razvijmo σ u dijadskirazlomak oblika
σ =

z1

2
+

z2

22
+

z3

23
+ · · · ,gde su z1, z2, z3, . . . 
ifre od kojih je svaka 0 ili 1. Po²to brojevi niza

ϕ(
z1

2
), ϕ(

z1

2
+

z2

22
), ϕ(

z1

2
+

z2

22
+

z3

23
), . . .sigurno nikad ne opadaju i svi ostaju ≤ ϕ(1), to se oni pribliºavaju nekojgrani£noj vrednosti; ovu ¢emo ozna£iti sa ϕ(σ). Funk
ija ψ(σ) bi¢e funk
ijakoja sa rastu¢im argumentom stalno raste; dokaza¢emo da je ona i neprekidna.Ustvari, ako ona na nekom mestu

σ =
z1

2
+

z2

22
+

z3

23
+ · · · = n=1

an + 1

2n
,

(
an

2n
=

z1

2
+

z2

22
+ · · · + zn

2n
)ne bi bila neprekidna, to bi obe grani£ne vrednosti

Lϕ(
an

2n
) i lϕ(

an + 1

2n
)



151morale bi biti razli£ite jedna od druge i, prema tome bi beskona£ni niz ta£akakoje odgovaraju parametrima
t = ϕ(

a1

2
), t = ϕ(

a2

22
), t = ϕ(

a3

23
), . . . ,morao konvergirati prema jednoj drugoj ta£ki, razli£itoj od ta£ke kojoj kon-vergira beskrajni niz ta£aka koje odgovaraju parametrima

t = ϕ(
a1 + 1

2
), t = ϕ(

a2 + 1

22
), ϕ(

a3 + 1

23
), . . . .Isto obrtanje, pri kome ta£ka t = ϕ(an

2n ) prelazi u ta£ku t = ϕ(an+1
2n ), prevodiistovremeno i ta£ku t = ϕ( 1

2n ) u ta£ku t = ϕ( 1
2n−1 ); a po²to brojevi t =

ϕ(1
2), t = ϕ( 1

22 ), t = ϕ( 1
23 ) stalno opadaju i zato ta£ke koje odgovaraju ovimparametrima moraju konvergirati prema nekoj ta£ki A, onda ¢e, s obziromna aksiomu III na osnovu jednog £esto primenjivanog na£ina zaklju£ivanjai oba gore pomenuta beskona£na niza ta£aka konvergirati prema istoj ta£ki.Po²to funk
ija ϕ(σ) stalno raste i neprekidna je, ona dopu²ta takodjejednozna£nu i neprekidnu inverziju.Obrtanje oko ta£ke M , pri kom ta£ka t = 0 prelazi u ta£ku t = ϕ(an

2n ),prevodi istovremeno ta£ku t = ϕ( bm

2m ) u ta£ku t = ϕ( bm

2m + an

2n ), gde se pod bmpodrazumeva ma koji 
eo broj. Po²to za n = vrednosti ϕ(an

2n ) konvergirajuprema ϕ(σ), a brojevi t = ϕ( bm

2m + an

2n ) istovremeno konvergiraju prema
ϕ( bm

2m +σ), to, prema aksiomi III, postoji obrtanje koje pomera ta£ku t = 0u t = ϕ(σ) i istovremeno ta£ku t = ϕ( bm

2m ) u t = ϕ( bm

2m + σ), tj.
∆(ϕ(

bm

2m
), ϕ(σ)) = ϕ(

bm

2m
+ σ),a po²to je ϕ neprekidna funk
ija, iz toga uop²te za proizvoljne parametre τi σ sledi

∆(ϕ(τ), ϕ(σ)) = ϕ(τ + σ).Time je dokazano da, ako u transforma
ionu formulu
t′ = ∆(t, s)uvedemo pomo¢u izvesne uzajamno jednozna£ne funk
ije ϕ mesto param-etara t, t′, s nove parametre τ , τ ′, σ za koje je

t = ϕ(τ), t′ = ϕ(τ ′), s = ϕ(σ),onda se obrtanje u novim parametrima izraºava formulom
τ ′ = τ + σ.Ovaj stav pokazuje da je tvrdjenje postavljeno u § 17 ta£no.



152Stavi¢emo jo² umesto parametra σ parametar ω = 2πσ i taj parametar
ω nazvati uglom ili duºinom luka izmedju ta£aka O(σ = 0) i S (tj. σ) naistinskom krugu x; obrtanje pri kome ta£ka O(σ = 0) prelazi u ta£ku S (tj.
σ), nazva¢emo obrtanjem ∆[ω] istinskog kruga x u sebi za ugao ω.�19. Ovim dokazom stava u �17 zavr²ili smo istraºivanje obrtanja istin-skog kruga x u sebi. Na osnovu �11 i �12 uvidjamo da u �13 do �18 primenjenipostup
i i dokazane £injeni
e za istinski krug x vaºe takodje za sve istinskekrugove oko M koje leºe u unutra²njosti x.Pridjimo sada istraºivanju grupe transforma
ija svih ta£aka pri obrtan-jima ravni oko stalne ta£ke M i dokaºimo redom naredne stavove:Neka se zna o nekom istinskom krugu µ oko M da je on zatvorena �or-danova kriva u £ijoj unutra²njosti leºi ta£ka M ; tada ne postoji, osim iden-titeta, nikakvo obrtanje ravni oko M koje bi svaku ta£ku istinskog kruga µostavilo nepokretnom.Da bismo ovo dokazali, ozna£imo obrtanje oko M , pri kome svaka ta£kana µ ostaje nepokretna, sa M i pretpostavimo, prvo, nasuprot tvrdjenju, dapostoji na µ neka ta£ka A u £ijoj proizvoljnoj blizini leºe ta£ke koje menjajusvoj poloºaj pri nekom obrtanju M . Opi²imo oko A, ²to je prema �12 svakakomogu¢e, istinski krug α koji bi prolazio kroz jednu prema M promenljivuta£ku i koji bi bio dovoljno mali, tako da bi, na osnovu gornje primedbe,za njega vaºio stav u �14. Neka je B prese£na ta£ka ovog kruga sa µ; tadase kretanje M istodobno karakteri²e kao obrtanje kruga α u sebi pri kometa£ka B ostaje nepokretna. Ali, pri jednom takvom obrtanju, ostaju, prema�14, sve ta£ke na α nepokretne, ²to nije mogu¢e; prema tome, na²a se prvapretpostavka pokazuje kao nedopu²tena.Konstrui²imo sada oko M sistem zatvorenih krivih kome bi pripadao krug
µ i pri £emu bi svaka od ovih ili sadrºala 
elu drugu krivu, ili bi bila potpunosadrºana u toj krivoj, tako da bi kroz svaku ta£ku brojne ravni prolazilajedna i samo jedna kriva tog sistema. Pretpostavimo tada, drugo, nasuprotgornjem tvrdjenju, da je λ jedna kriva ovog sistema u unutra²njosti ili van µ,tako da sve ta£ke u prstenastoj oblasti izmedju µ i λ, pri savakom obrtanju
M , ostaju nepokretne, dok u proizvoljnoj blizini krive λ postoje takve ta£kekoje ne ostaju nepokretne pri svakom obrtanju M .Neka je A ta£ka na λ, u £ijoj se blizini, pri obrtanjima M ,nalaze pokretneta£ke; opi²imo tada oko A istinski krug α koji prolazi kroz jednu od ovihpokretnih ta£aka i koji je dovoljno mali tako da za njega vaºi stav u �14.Po²to ovaj krug pri dovoljnoj malenosti, svakako prolazi kroz jedan deo prste-naste oblasti koja se ne kre¢e pri kretanjima M , onda se kretanje M u istovreme moºe karakterisati kao kretanje kruga α u sebi, pri kome beskrajnomnoge ta£ke kruga α ostaju nepokretne. Zato bi prema �14, pri obrtan-jima M morale sve ta£ke kruga α ostati nepokretne, ²to protivure£i na²ojpretpostav
i. Time je pokazano da pri obrtanjima M sve ta£ke ravni ostajunepokretne.�20. Postavi¢emo sad ovo vaºno tvrdjenje:



153Svaki istinski krug je zatvorena �ordanova kriva; sistem svih istinskihkrugova opisanih oko ma koje ta£ke M ispunjava bez praznina na²u ravantako da svaki istinski krug opisan oko ta£ke M obuhvata svaki drugi takavkrug ili je njime obuhva¢en. Sva obrtanja ∆[ω] na²e ravni oko ta£ke Mizraºavaju sa transforma
ionim formulama oblika
x′ = f(x, y; ω), y′ = g(x, y; ω);tu x, y i x′, y′ ozna£avaju koordinate ta£aka u brojnoj ravni, a f , gjednozna£ne neprekidne funk
ije triju promenljivih x, y, ω. Dalje, za svakuta£ku x, y funk
ije f , g, u pogledu argumenta ω, imaju broj 2π za najmanjusimultanu periodu, tj. svaka ta£ka istinskog kruga kroz ta£ku (x, y) dobivase po jedanput i samo po jedanput, ako se pusti da ω prelazi sve vrednostiod 0 do 2π. Najzad, za slaganje dva obrtanja za uglove ω, ω′ vaºi formula

∆[ω]∆[ω′] = ∆[ω + ω′].�21. Radi dokaza postavljenih tvrdjenja uzmimo opet istinski krug χ oko
M , ispitivan prvo u �3 do �18, koji je zatvorena �ordanova kriva i posma-trajmo obrtanje ovog istinskog kruga χ u sebi. Prema �18, uve²¢emo ugao
ω tako da, kad je data neka vrednost od ω izmedju 0 i 2π, bude jednozna£noodredjeno jedno kretanje istinskog kruga χ u sebi. Dakle, svakom obrtanjuistinskog kruga χ u sebi odgovara samo jedno odredjeno obrtanje ravni okota£ke M , po²to, prema �19, kad su sve ta£ke na χ nepokretne, uop²te sveta£ke ravni ostaju nepokretne. Otuda sledi da su funk
ije f i g, koje ulaze upostavljanje formule u �20 za obrtanje ravni oko ta£ke M , za sve vrednosti
x, y, ω jednozna£ne funk
ije, koje, u pogledu ω, imaju period 2π.Dokaºimo sad da su funk
ije f i g neprekidne u odnosu na x, y, ω. Raditoga neka je O ma koja ta£ka na χ; neka je, dalje, ω1, ω2, ω3,. . . beskona£niniz vrednosti koje konvergiraju prema nekoj odredjenoj vrednosti ω, a T1,
T2, T3,. . . beskona£ni niz ta£aka na²e ravni koje konvergiraju prema makojoj ta£ki T . One ta£ke koje pri izvodjenju obrtanja za ugao ω1, ω2, ω3,. . .proizilaze iz O ozna£i¢emo sa S1, S2, S3,. . . a, ta£ke koje proizilaze iz ta£aka
T1, T2, T3,. . . pri obrtanjima ω1, ω2, ω3,. . . ozna£i¢emo sa Z1, Z2, Z3,. . .. Najzad, neka ta£ke koje proizilaze iz O i T obrtanjem za ugao ω, buduozna£ene sa S i Z. Treba dokazati da ta£ke Z1, Z2, Z3,. . . konvergirajuprema Z.Po²to ta£ke T1, T2, T3,. . . konvergiraju prema ta£ki T , to se moºe odred-iti �ordanova oblast G u £ijoj unutra²njosti leºe sve ta£ke M , T , T1, T2,
T3,. . . . Primenimo tada na ovu �ordanovu oblast ono obrtanje oko ta£ke
M koje ta£ku O pomera u S. Tako iz oblasti G dobivenu �ordanovu oblastozna£i¢emo sa H; ona, svakako, sadrºi ta£ke M i Z. Najzad, konstrui²imozatvorenu �ordanovu krivu α koja sadrºi 
elu oblast H u unutra²njosti, tj.ovu oblast obuhvata tako, da nijedna njena ta£ka ne leºi na H.



154Dokaza¢emo sad da od ta£aka Z1, Z2, Z3,. . . svakako samo jedan kona£anbroj leºi van krive α. Ustvari, ako bi beskona£no mnogo od tih ta£aka, npr.ta£ke Zi1 , Zi2 , Zi3 ,. . . leºalo van α, uop²te mogli bismo zamisliti da su ta£ke
M i Tih vezane nekom �ordanovom krivom γh koja se prostire u unutra²njostioblasti G, i tada izvesti sa γh obrtanje za ugao ωih . Tako postala kriva spajata£ku M sa ta£kom Zih i zato bi, svakako, morala prese
ati krivu α u nekojta£ki, na primer u ta£ki Bh; neka je Ah ta ta£ka na γh koja pri obrtanju zaugao ωih prelazi u Bh. Po²to ta£ke A1, A2, A3,. . . ostaju sve u unutra²njostioblasti G, a sve ta£ke B1, B2, B3,. . . na krivoj α, to sigurno postoji takavbeskona£ni niz indeksa h1, h2, h3,. . . pri kojim bi ta£ke Ah1

, Ah2
, Ah3

,. . .konvergirale prema ta£ki A koja leºi u unutra²njosti oblasti G ili na njenojgrani
i i u isto vreme bi ta£ke Bh1
, Bh2

, Bh3
,. . . konvergirale prema ta£ki

B koja leºi na krivoj α. No mi znamo da ta£ke S1, S2, S3,. . . konvergirajuprema ta£ki S; prema tome, s obziriom na aksiomu III, moralo bi postojatiobrtanje oko ta£ke M koje kre¢e ta£ku O u S i istovtremeno A u B; a tonije mogu¢e, jer bi pri ovim obrtanjima morala ta£ka A pre¢i u ta£ku uunutra²njosti oblasti H ili na njenu grani
u; naprotiv, ta£ka B je na krivoj
α koja 
elu oblast H sadrºi u svojoj unutra²njosti.Na taj na£in smo uvideli da sistem ta£aka Z1, Z2, Z3,. . . mora 
eo leºatiu unutra²njosti neke �ordanove oblasti.Neka je Z∗ ta£ka zgu²njavanja ta£aka Z1, Z2, Z3,. . . . Po²to ta£ke S1, S2,
S3,. . . konvergiraju prema ta£ki S, to, prema aksiomi III, postoji obrtanjeoko ta£ke M pri kome ta£ka O prelazi u ta£ku S i istovremeno ta£ka T uta£ku Z∗. Ali po²to bi, pri onom obrtanju oko ta£ke M koje prevodi O u S,morala ta£ka T pre¢i u ta£ku Z, to, zbog prethodno dokazane jednozna£nostifunk
ija f i g, nuºno sledi da je Z∗ = Z, tj. ta£ke Z1, Z2, Z3,. . . zgu²njavajuse samo na jednom mestu, naime na mestu Z. Time je dokazana neprekidnostfunk
ija f i g u odnosu na promenljive x, y, ω.Stavimo sad u funk
ije f i g mesto x, y koordinate ma koje ta£ke P na²eravni koja leºi u unutra²njosti kruga χ ili van njega. Tako dobijene funk
ije
f(ω), g(ω) samo po jednoj promenljivoj ω, ne mogu imati proizvoljno malesimultane periode. Jer po²to su one neprekidne funk
ije od ω, bile bi u ovomslu£aju konstante; no tada bi, pri svim obrtanjima ravni oko ta£ke M , ta£ka
P ostala nepokretna, ²to protivure£i aksiomi II. Najmanji simultani periodovih dveju funk
ija f(ω), g(ω) morao bi zato biti oblika 2π

n
, gde je n neki
eo pozitivan broj. Iz ovoga sledi da se dobija istinski krug koji prolazi krozta£ku P ako se u formulama

x = f(ω), y = g(ω)pusti da promenljiva ω predje vrednosti od 0 do 2π
n
. Ova kriva je zatvorenai bez dvojnih ta£aka; ona zato predstavlja istinski krug koji prolazi kroz Psa 
entrom u ta£ki M . Ako sad ravan obrnemo za ugao 2π

n
, onda pri tomesve ta£ke ovog istinskog kruga, koji prolazi kroz ta£ku P , ostaju nepokretne



155i stoga bi, prema �19, sve ta£ke ravni morale ostati nepokretne; no ta£ke naistinskom krugu χ ostaju nepokretne samo pri onom obrtanju kad je n = 1.Time smo potpuno dokazali sva tvrdjenja stava postavljenog u �20.�22. Sada lako uvidjamo i ta£nost ovih £injeni
a:Ako ma koje dve ta£ke pri kretanju ravni ostaju nepokretne, onda sveta£ke ravni ostaju nepokretne, tj. kretanje je identitet.Svaka se ta£ka ravni uvek moºe prevesti kretanjem (tj. pomo¢u dvaobrtanja) u svaku drugu ta£ku ravni.Prva £injeni
a neposredno sledi iz stava u �20; druga £injeni
a sa dobijaako se oko svake ta£ke opi²e istinski krug koji prolazi kroz drugu ta£ku; pritome se ovi krugovi nuºno moraju se¢i.�23. Na² najvaºniji dalji 
ilj sastoji se u tome da se uvede pojam istinskeprave u na²u geometriju i razviju osobine ovog pojma neophodne za izgrad-jivanje geometrije.Radi toga ustanovimo najpre naredne nazive. Ako su A, B i A′, B′ dvatakva para slika ta£ka da se pri nekom kretanju moºe prevesti ta£ka A u A′i istovremeno B u B′, onda ¢emo re¢i: (istinska) duº AB je kongruentna (uzna
ima ≡) (istinskoj) duºi A′B′. Dalje, dva istinska kruga nazva¢emo kon-gruentnim ako postoji kretanje koje prevodi sredi²te jednog kruga u sredi²tedrugoga i istovremeno njih same prevodi jedan u drugi.Pod poluobrtom H oko ta£ke M razume¢emo obrtanje za ugao π, tj.obrtanje koje jo² jednom izvedeno daje identitet. Ako su A, B, C takve trita£ke da A pri jednom poluobrtu oko B prelazi u C i istovremeno takodje priovom poluobrtu prelazi C u A, onda ¢emo nazvati ta£ku B sredinom duºi
AC.Duº AC nazva¢emo ve¢om ili manjom od duºi AB, prema tome da lita£ka C leºi u unutra²njosti ili van istinskog kruga koji je opisan oko ta£ke A,a prolazi kroz ta£ku B. Da bismo na sli£an na£in de�nisali pojmove �manje� i�ve¢e� za proizvoljne duºi i proizvoljne krugove, treba izvesti kretanja pomo¢ukojih po£etne ta£ke duºi odn. sredi²ta krugova padaju u istu ta£ku.�24. Istinska duº AC ima najvi²e jednu sredinu; ako bi, naime, za duº
AC postojale dve sredine i ako ozna£imo poluobrtanja oko ovih sredina sa
H1 i H2, onda bi sloºena supstitu
ija H1H

−1
2 predstavljala kretanje koje bisvaku od ta£aka A i C ostavljalo nepokretnom; prema tome na osnovi �22dobijamo, ozna£avaju¢i identitet simboli£ki sa 1, da je

H1H
−1
2 = 1, tj. H1 = H2;na taj na£in se i same sredine poklapaju. Posebno, odavde proisti£e daljistav:Ako su dve duºi medju sobom kongruentne, onda su i njihove polovinekongruentne.�25. Za dalje izvodjenje potreban nam je ovaj pomo¢ni stav:Neka ta£ke A1, A2, A3,. . . konvergiraju prema ta£ki A, a ta£ke M1, M2,

M3,. . . prema ta£ki M ; ako tada uop²te pri izvodjenju poluobrta oko ta£ke
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Mi, ta£ka Ai prelazi u Bi, onda ¢e isto tako konvergirati ta£ke B1, B2, B3,. . .i to prema onoj ta£ki B koja proizilazi iz ta£ke A poluobrtom oko ta£ke M .Pre svega uvek se moºe na¢i �ordanova oblast u £ijoj se unutra²njostinalazi sistem ta£aka B1, B2, B3,. . . . U to se moºemo uveriti istim postup-kom koji smo u �21 primenili na sistem ta£aka Z1, Z2, Z3,. . . .Ozna£imo sad sa B∗ ta£ku zgu²njavanja ta£aka B1, B2, B3,. . . . Tada,na osnovu aksiome III, mora postojati takvo kretanje koje prevodi ta£ke
A, M , B∗ u ta£ke B∗, M , A, tj. ta£ka B∗ proizilazi iz A poluobrtom okota£ke M . A po²to i B proizilazi iz A poluobrtom oko ta£ke M , to sledi daje B∗ = B, ²to je i trebalo dokazati.�26. Neka je M sredina neke duºi AB; tada ¢emo pokazati da svaka duº
AC koja je manja od AB takodje ima sredinu N .Da bismo to dokazali povu
imo ma koju neprekidnu �ordanovu krivu γod ta£ke A od M i potraºimo za svaku ta£ku M ′ ove krive ta£ku B′ tako da
M ′ bude sredina duºi AB′; tada je mesto ta£aka B′, ²to se moºe zaklju£iti izpomo¢nog stava dokazanog u �25, neprekidna kriva γ′. Ova kriva γ′ sigurnodolazi u ta£ku A kad ta£ka M ′ na krivoj γ dolazi u ta£ku A. U drugom pakslu£aju pretpostavimo da je M1, M2, M3,. . . beskona£an niz ta£aka na krivoj
γ koje konvergiraju prema A i da su B1, B2, B3,. . . odgovaraju¢e ta£ke nakrivoj γ′. Ako bi sada niz ta£aka B1, B2, B3,. . . imao ta£ku zgu²njavanja
A∗ razli£itu od A, iz toga bismo zaklju£ili da postoji kretanje koje izvesneta£ke koje se nalaze u proizvoljnoj blizini ta£ke A ostavlja u proizvoljnojblizini te ta£ke A i u isto vreme dovodi ta£ku A u proizvoljnu blizinu ta£ke
A∗. Tada bi, dakle, na osnovu aksiome III, ta£ka A pri izvesnom kretanjumorala ostati nepokretnom i u isto vreme pre¢i u ta£ku A∗, ²to je nemogu¢e.Po²to je, prema na²oj pretpostav
i, duº AC manja od AB, to istinskikrug koji je opisan oko ta£ke A i koji prolazi kroz ta£ku C mora prese
atiu nekoj ta£ki B′ neprekidnu krivu γ′ koja vezuje ta£ku A sa B. Ta£ka M ′koja odgovara toj ta£ki na krivoj γ jeste sredina istinske duºi AB′, a po²to je
AC ≡ AB′, to se podesnim obrtanjem oko ta£ke A moºe iz ta£ke M ′ dobititraºena sredina N duºi AC.Po²to duº AC poluobrtom oko svoje sredine N prelazi u duº CA, to izgore dokazanog stava sledi:Duº AC uvek je kongruentna duºi CA � pod pretpostavkom da je duº
AC manja od odredjene duºi AB od koje smo po²li u po£etku ovog �26.Istovremeno uvidjamo da, ako ta£ke C1, C2, C3,. . . konvergiraju premata£ki A, uvek i sredine N1, N2, N3,. . . duºi AC1, AC2, AC3,. . . konvergirajuprema istoj ta£ki A.�27. Za na²a dalja razvijanja potrebni su nam neki stavovi o istinskimkrugovima koji se dodiruju, i to pre svega je neophodno da se konstrui²udva medju sobom kongruentna kruga koji se dodiruju spolja u jednoj i samojednoj ta£ki.Radi toga odaberimo tako mali krug χ′ da u njegovoj unutra²njosti neleºi ni jedna duº koja bi bila kongruentna odredjenoj duºi AB uzetoj za



157osnovu u �26; stav u �11 pokazuje da je ovo sigurno mogu¢e, po²to se ina£eta£ke A i B mogu istovremeno proizvoljno pribliºavati ta£ki M . Zatim, nekaje χ krug koji leºi u unutra²njosti χ′, a oko istog sredi²ta kao χ′. Uzmimosad ma koje dve ta£ke na krugu i opi²imo oko njih medju sobom kongruentnekrugove α i β tako male da ma koje dve ta£ke na χ koje leºe u unutra²njosti
α, nikad ne mogu biti razdvojene ma od kojih dveju ta£aka na χ koje leºe uunutra²njosti β, u smislu rasporeda ta£aka na χ. Osim toga ovi krugovi α i
β moraju biti tako mali da 
eli leºe u unutra²njosti χ′. Tada uzmimo ta£ku
P ′ koja leºi u unutra²njosti α i van χ, i ta£ku R koja leºi u

β

ℵ
′

ℵ

P ′π′

π′′

R′
̺′

C

̺

π

α

unutra²njosti β i u unutra²njosti χ, i opi²imo oko P ′ i R′ medju sobomkongruentne krugove π′ i ρ′ koji bi morali biti tako mali da krug π′ 
eo leºiu unutra²njosti α i van χ, a da, dalje, krug ρ′ 
eo leºi u unutra²njosti β iu unutra²njosti χ. Izvedimo sad obrtanje oko sredi²ta kruga α pri kome bikrug π′ pre²ao u krug π′′ koji spolja dodiruje krug χ: dodirne ta£ke obrazujusistem ta£aka koji ¢emo ozna£iti sa S. Dalje, izvedimo takvo obrtanje okosredi²ta kruga β, pri kome bi krug ρ′ pre²ao u krug ρ koji krug χ dodirujeiznutra. Ove ta£ke dodira obrazuju sistem ta£aka koji ¢emo ozna£iti sa T .Po²to usled na²eg izbora krugova α, β, nijedan par ta£aka sistema S nijerazdvojen parom ta£aka sistema T , to je sigurno mogu¢e obrtanjem ravnioko sredi²ta kruga χ tako dovesti do poklapanja jednu od krajnjih ta£akasistema S koji leºi na χ sa jednom krajnjom ta£kom sistema T koji leºi na
χ a da ostale ta£ke S prelaze u ta£ke koje su potpuno razli£ite od ta£akasistema T . Pri ovom obrtanju dospeva krug π′′ u dodir sa krugom ρ na tajna£in ²to je ta£ka C, u kojoj je poklapanje, jedina ta£ka dodira. Ozna£imokrug π′′ u njegovom novom poloºaju sa π, a sredi²ta krugova π i ρ sa P i R.



158Sad ¢emo dokazati da je dodirna ta£ka C nuºno sredina izmedju obasredi²ta P i R. Ustvari, s obzirom na izbor kruga χ′, duº PR mora bitimanja od odredjene duºi AB i zato, prema �26, sigurno ima sredinu; nekata sredina bude C∗. Tada svaki od oba kruga π, ρ poluobrtom oko ta£ke
C∗ prelazi u drugi, a zato iz svake ta£ke jednog kruga postaje ta£ka drugogkruga. Po²to je ta£ka C zajedni£ka ta£ka za oba kruga π i ρ, to ona mora, prijednom takvom poluobrtu, takodje pre¢i u jednu zajedni£ku ta£ku krugova
π i ρ; ona mora, zato, ostati nepokretna pri ovom poluobrtu i samim timpoklopiti se sa ta£kom C∗ oko koje je izvedeno obrtanje.Iz malo£as dokazanog stava istovremeno saznajemo ove £injeni
e:Iz kruga π, poluobrtom oko ta£ke C na π, proizilazi krug ρ koji spoljadodiruje π u ta£ki C; osim ρ ne postoji nijedan drugi krug koji je sa πkongruentan i koji ga spolja dodiruje u ta£ki C i samo u ovoj ta£ki.�28. Dalje vaºi stav:Ako krug π obuhvata ma koji krug ι i dodiruje ga, onda se ovaj dodirde²ava samo u jednoj ta£ki.Da bismo to dokazali pretpostavimo da su Q i Q′ dve razli£ite dodirneta£ke krugova ι i π. Izvedimo tada poluobrt oko ta£ke Q′; pri ovom poluobrtukrug π prelazi u krug π′ koji dodiruje π samo u ta£ki Q′, a krug ι prelazi ukrug ι′ koji leºi u unutra²njosti π′ i zato, sigurno, 
eo leºi van π, dodiruju¢ioba kruga π i π′ samo u ta£ki Q′. Ako izvedemo sad ono obrtanje oko sredi²takruga π, pri kome ta£ka Q prelazi u Q′, to ¢e iz kruga ι proizi¢i krug ι′′

Q′

Q

π

π′

ı′

ı

koji ¢e 
eo leºati u unutra²njosti π, a zato, svakako, van ι′, dodiruju¢iovaj samo u ta£ki Q′. Na taj na£in dobijamo dva kruga ι i ι′′ od kojih svakidodiruje spolja njima kongruentni krug ι′ u ta£ki Q′ i to samo u ovoj ta£ki,²to protivure£i stavu u �27.�injeni
e, nadjene u �27 i �28, vaºe i tada kada mesto krugova π i ρuzmemo manje krugove.



159�29. Neka je P sredi²te kruga π konstruisanog u �27, Q ta£ka na π, i,najzad, neka je O proizvoljna ta£ka. U tom slu£aju moºemo, koriste¢i seprimedbom na kraju �26 i oslanjaju¢i se, kao u �27, na stav u �20, zamislitita£ku E u takvoj blizini prema O da u unutra²njosti kruga ι koji je opisanoko sredine M duºi OE i koji prolazi kroz ta£ke O i E, ne postoji nijednaduº kongruentna sa PQ i da isto vaºi za svaku ta£ku E′ i odgovaraju¢i krug
ι′, ako E′ leºi jo² bliºe ta£ki O nego E.Tada vaºi stav:Krug ι (odn. ι′) opisan oko sredine M (odn. M ′) duºi OE (odn. OE′),koji prolazi kroz ta£ku O, potpuno je obuhva¢en krugom sa sredi²tem u ta£ki
O koji prolazi kroz ta£ku E (odn. E′) i dodirnut je njime samo u ta£ki E(odn. E′).Radi dokaza konstrui²imo najpre oko ta£ke O takav krug ω koji krug ιobuhvata i istovremeno dodiruje. Ovaj krug ω mora biti manji od kruga
π, jer bi u suprotnom slu£aju krug, opisan oko ta£ke O i kongruentan sa
π, ulazio u unutra²njost kruga ι, a tada bi morala postojati u unutra²njostikruga ι duº kongruentna sa PQ, ²to je nemogu¢e. Prema dokazanom stavuu �28, ovaj krug ω moºe imati sa ι samo jednu dodirnu ta£ku; neka je tata£ka E1. Ako bi ta£ka E1 bila razli£ita od ta£ke E, moglo bi se izvesti takvoobrtanje oko ta£ke M pri kome bi ta£ka E1 dospela u O; pri ovom obrtanjudospela bi tada ta£ka O u neku ta£ku E2 kruga ι koja bi morala biti razli£itaod ta£ke E1.

E

E1

M

O

ı

ω

E2

Po²to je duº OE1 kongruentna duºi E2O, pa stoga i duºi OE2, ta£ka E2bi morala biti isto tako ta£ka kruga ω; ovo protivure£i okolnosti da bi trebaloda ta£ka E1 bude jedina zajedni£ka ta£ka krugova ω i ι; dakle, krug ω prolazikroz ta£ku E, a time je na²e tvrdjenje dokazano.�30. Uzmimo za osnovu narednih izlaganja duº OE konstruisanu u �29i dodelimo ta£kama O i E brojne vrednosti 0 i 1; tada konstrui²imo sredinuduºi OE i dodelimo ovoj sredini brojnu vrednost 1
2 , dalje dodelimo sredi-nama duºi (0, 1

2) i (1
2 , 1) vrednosti 1

4 i 3
4 i zatim sredinama duºi (0, 1

4), (1
4 , 1

2),
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(1
2 , 3

4), (3
4 , 1) vrednosti 1

8 , 3
8 , 5

8 , 7
8 ; i tako dalje. Dalje, izvedimo sa 
elom duºi

(0, 1) poluobrt oko ta£ke O i dodelimo uop²te onoj ta£ki, koja proizilazi izta£ke koja odgovara broju a, brojnu vrednost −a; zatim, izvedimo poluobrtoko ta£ke 1 i dodelimo uop²te onoj ta£ki, koja proizilazi iz ta£ke koja odgo-vara broju a, brojnu vrednost 2 − a i tako dalje; zamislimo da se poluobrtinaizmeni£no izvode £as oko ta£ke O, £as oko ta£ke E i da su novopostaleta£ke odgovaraju¢i imenovane, dok se, najzad, svaki broj a ne pojavi dodel-jen odredjenoj ta£ki, kad a zna£i ra
ionalan broj £iji je imenila
 stepen od
2. �31. Lako ¢emo se uveriti pomo¢u ovog dodeljivanja u ta£nost ovogzakona:Poluobrtom oko ta£ke koja pripada broju a, svaka ta£ka x prelazi u ta£ku
2a − x. Prema tome, ako prvo izvedemo poluobrt oko ta£ke O = 0, a zatimpoluobrt oko ta£ke a, to se svaka ta£ka x preobraºava u ta£ku x + 2a.�32. Da bismo rasporedili ta£ke kojima pripadaju brojevi i da bismouporedili duºi njima ograni£ene, koristi¢emo se stavom postavljenim u �29 okrugovima koji se dodiruju na ovaj na£in:Krug koji je opisan oko ta£ke 0 i koji prolazi kroz ta£ku 1

2 potpunoobuhvata krug koji je opisan oko ta£ke 1
4 i koji prolazi kroz ta£ku 1

2 ; a po²toovaj poslednji obuhvata krug opisan oko ta£ke 1
8 koji prolazi kroz ta£ku 2

8 = 1
4i krug opisan oko ta£ke 3

8 koji prolazi kroz ta£ku 4
8 = 1

2 , a ovaj poslednji opetkrugove: oko 1
16 koji prolazi kroz 2

16 = 1
8 , oko 3

16 koji prolazi kroz 4
16 = 1

4 , oko
5
16 koji prolazi kroz 6

16 = 3
8 , oko 7

16 koji prolazi kroz 8
16 = 1

2 itd., uvidjamoda je duº (0, 1
2) ve¢a od svih duºi (0, a) kad a zna£i pozitivni ra
ionalni broj£iji je imenila
 stepen od 2 i £ija je vrednost manja od 1

2 .Dalje krug sa sredi²tem u ta£ki 0 koji prolazi kroz 1
4 , obuhvata krug sasredi²tem u ta£ki 1

8 koji prolazi kroz 2
8 = 1

4 . Ovaj drugi obuhva¢eni krugobuhvata, sa svoje strane, krug opisan oko ta£ke 1
16 , koji prolazi kroz 2

16 ikrug opisan oko 3
16 , koji prolazi kroz 4

16 ; ovi opet obuhvataju manje krugoveopisane oko 1
32 , 3

32 , 5
32 , 7

32 itd.; iz toga doznajemo da je duº (0, 1
4) ve¢a odsvih duºi (0, a), kad a zna£i pozitivni ra
ionalni broj £iji je imenila
 stepenod 2 i £ija je vrednost manja od 1

4 .
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O

1

2

1

4

1

8

3

8

1

16

Zatim posmatrajmo krug sa sredi²tem u ta£ki 0, koji prolazi kroz 1
8 ; onobuhvata krug opisan oko 1

16 koji prolazi kroz 2
16 = 1

8 , a ovaj opet obuhvatamanji krug opisan oko 1
32 koji prolazi kroz 2

32 = 1
16 itd.; onda zaklju£ujemoda je duº (0, 1

8) ve¢a od svih duºi (0, a) kad je a pozitivni ra
ionalni broj£iji je imenila
 stepen od 2 i £ija je vrednost manja od 1
8 . Produºuju¢i ovajpostupak zaklju£ivanja dobijamo ovaj op²ti rezultat:Ako je a pozitivni ra
ionalni broj £iji je imenila
 neki stepen od 2 i £ijaje vrednost manja od 1

2m , bi¢e duº (0, a) uvek manja od duºi (0, 1
2m ).�33. Sada moºemo redom dokazati naredne pomo¢ne stavove:Ta£ke koje odgovaraju brojevima 1

2 , 1
4 , 1

8 , 1
16 ,. . . konvergiraju prema ta£ki

0. Ako uzmemo suprotan slu£aj, po²to se duºi (0, 1
2), (0, 1

4), (0, 1
8), (0, 1

16),. . .stalno smanjuju, morale bi ta£ke 1
2 , 1

4 , 1
8 , 1

16 ,. . . imati svoje mesto zgu²nja-vanja na nekom odredjenom istinskom krugu χ sa sredi²tem u ta£ki 0. Nekaje, naprimer, 1
2n1

, 1
2n2

, 1
2n3

,. . . niz ta£aka koje konvergiraju prema ta£ki Kna χ; neka tada ta£ke
1

2n1+1
,

1

2n2+1
,

1

2n3+1
, . . .imaju mesto zgu²njavanja u ta£ki K∗. Iz stava u �25 sledi da tada K∗ morabiti sredina duºi OK; a ovaj zaklju£ak, na osnovi stava dokazanog na kraju�27, protivure£i okolnosti da ta£ka K∗ mora leºati i na krugu χ.�34. Neka su a1, a2, a3,. . . pozitivni ra
ionalni brojevi £iji su imenio
istepeni od 2. Ako tada beskrajni brojni niz a1, a2, a3,. . . konvergira prema

0, to ¢e i niz ta£aka koje odgovaraju ovim brojevima, takodje konvergiratiprema ta£ki 0.Da bismo ovo dokazali, odaberimo 
ele eksponente n1, n2, n3,. . . tako dabude
a1 <

1

2n1
, a2 <

1

2n2
, a3 <

1

2n3
, . . .



162i da niz brojeva 1
2n1

, 1
2n2

, 1
2n3

,. . . isto tako konvergira prema 0. Kako premastavu u �32, svaka ta£ka ai leºi u unutra²njosti kruga opisanog oko ta£ke
0 koji prolazi kroz ta£ku 1

2ni
, a po²to, prema pomo¢nom stavu dokazanomu �33, krugovi opisani oko ta£ke 0 koji prolaze kroz ta£ke 1

2n1
, 1

2n2
, 1

2n3
,. . .konvergiraju prema 0, to otuda neposredno sledi tvrdjenje koje je trebalodokazati.�35. Najzad vaºi naredni stav:Neka a1, a2, a3,. . . bude beskrajni niz ra
ionalnih brojeva £iji su imenio
istepeni od 2 i neka ti brojevi konvergiraju prema nekom realnom broju a:tada odgovaraju¢e im ta£ke a1, a2, a3,. . . isto tako konvergiraju prema nekojodredjenoj ta£ki.Radi dokaza pretpostavimo suprotno. Neka su, na primer, V ′ i V ′′ dvemedju sobom razli£ite ta£ke zgu²njavanja a1, a2, a3,. . . , i to neka ta£ke

a1′ , a2′ , a3′ ,. . . konvergiraju prema V ′, a ta£ke a1′′ , a2′′ , a3′′ ,. . . prema ta£ki
V ′′. Prema primedbi u �31, za svaku ta£ku ak postoji kretanje sloºeno oddva poluobrta, koje uop²te prevodi ta£ku ai′ u ta£ku ai′ − ak i istovremenota£ku ai′′ u ta£ku ai′′ − ak, a po²to brojne vrednosti ai′ − ak i ai′′ − aksa rastu¢im indeksima dolaze proizvoljno blizu 0, to uvidjamo, s obziromna stav u �34, da postoje kretanja koja ta£ku proizvoljno blisku ta£ki V iistovremeno ta£ku proizvoljno blisku ta£ki V ′′ dovode u proizvoljnu blizinuta£ke 0. A to je nemogu¢e s obzirom na aksiomu III, ²to sa lako pokazujepomo¢u jednog £esto primenjivanog postupka zaklju£ivanja.�36. Ako sada ta£ki prema kojoj konvergiraju ta£ke a1, a2, a3,. . . , do-delimo brojnu vrednost a, a time ¢e uop²te svakoj realnoj brojnoj vrednostibiti dodeljena odredjena ta£ka na²e ravni; sistem svih ovih ta£aka nazva¢emoistinskom pravom, tako da se pod ovom istinskom pravom razume onaj sis-tem ta£aka koji proizilazi iz ta£aka O, E ako se neprestano uzimaju sredine,izvode poluobrti i dodadu ta£ke nagomilavanja svih dobijenih ta£aka. Svesisteme ta£aka dobijene kretanjem iz ove istinske prave, nazva¢emo isto takoistinskim pravama. Istinska prava se razdeljuje svakom svojom ta£kom u dvepoluprave.�37. Koriste¢i se pomo¢nim stavom u �25, lako ¢emo uvideti da poluo-brtom na²e istinske prave oko proizvoljne ta£ke a, ta£ka x prelazi u ta£ku
2a−x; pri izvodjenju dva poluobrta oko ta£ke 0 i oko ta£ke a, ta£ka x prelaziu x + 2a.Na osnovu stava u �35 lako zaklju£ujemo da je tada, kad su a1, a2,
a3,. . . proizvoljni konvergentni brojevi prema a, odgovaraju¢e ta£ke a1, a2,
a3,. . . uvek konvergiraju prema odgovaraju¢oj ta£ki a, tj. istinska prava jeneprekidna kriva.�38. Razmotrimo pretpostavku da postoje dve brojne vrednosti a i bkoje na istinskoj pravoj pretstavljaju istu ta£ku P . Ta£ka a+b

2 je sredinaduºi (a, b); ona bi se zato morala poklopiti sa ta£kom P . Isto bi tadamoralo vaºiti za sredine duºi (a, a+b
2 ) i (a+b

2 , b), tj. za ta£ke 3a+b
4 i a+3b

4 .



163Uzimaju¢i neprestano sredine, uvidjamo da bi sve ta£ke Ana+Bnb
2n , gde An,

Bn zna£e pozitivne 
ele brojeve sa zbirom 2n, morale biti identi£ne sa P ;a iz ovog, prema �37, sledi da uop²te svi realni brojevi koji leºe izmedju ai b moraju odgovarati istoj ta£ki P prave. Ova protivure£nost pokazuje daistinska prava nema nijednu dvojnu ta£ku. Isto tako uvidjamo i to da seistinska prava ne moºe sama u sebe povratiti.�39. Dve prave imaju najvi²e jednu zajedni£ku ta£ku.Ustvari, ako bi one imale dve zajedni£ke ta£ke A i B i ako bi na jednojpravoj ovim ta£kama odgovarale brojne vrednosti a, b, a na drugoj pravojbrojne vrednosti a′, b′, to bi se, prema �24, i sredine a+b
2 i a′+b′

2 morale medjusobom poklopiti. Produºuju¢i da uzimamo sredine, kao u �38, na sli£an na£indolazimo do zaklju£ka da su sve ta£ke koje leºe na obe prave izmedju a i bodn. a′ i b′ medju sobom identi£ne, a time same ove prave medju sobomidenti£ne.�40. Na²a istinska prava se£e svaki krug opisan oko njene jedne ta£ke,re
imo, oko ta£ke 0.Ustvari, ako pretpostavimo suprotno, mogu¢a su samo dva slu£aja: ilipostoji odredjeni krug χ koji ima 
entar u ta£ki 0 i koji jo² pogadja istinskaprava g, dok krugove oko 0 koji obuhvataju krug χ prava g vi²e ne pogadja;ili postoji odredjeni krug χ koji prava g ne pogadja, dok sve krugove kojileºe u unutra²njosti χ sa 
entrom u ta£ki 0 prava g pogadja.Po²to prava g, prema svojoj konstruk
iji, moºe uvek preko svake svojeta£ke biti produºena i, kako je to bilo pokazano u �38, ne moºe imati nijednudvojnu ta£ku, to bi u prvom slu£aju sigurno morao postojati u unutra²njosti
χ krug sa 
entrom u 0, koji prava g prese
a u dvema ta£kama A i B naistoj strani od 0, pri £emu se ta£ka B uzima na produºenju prave g iza Ai dovoljno blisko prema A u unutra²njosti χ. Izvedemo li sad obrtanje okota£ke 0, pri £emu bi ta£ka A pre²la u B, na²a prava g bi pri tome pre²lau drugu pravu koja prese
a pravu g osim u ta£ki 0 jo² i u ta£ki B; premadokazanom stavu u �39, ovo je nemogu¢e.U drugom pak slu£aju ozna£imo na krugu χ onu ta£ku sa K u £ijuproizvoljnu blizinu dospeva istinska prava g. Opi²imo tada oko ta£ke Kistinski krug π∗ koji je manji od χ i koji prese
a pravu g, re
imo, u ta£ki
M . Zatim, opi²imo oko ta£ke M krug π koji bi bio ve¢i od π∗, a manji od
χ. Ovaj krug π, po²to je ve¢i od π∗, sadrºi u unutra²njosti ta£ku K, to izna²e pretpostavke, u vezi sa prethodno dokazanim, sledi da se prava g kojaprolazi kroz ta£ku M , neprekidno prostire u unutra²njosti π, i produºena najednu ili drugu stranu izlazi kroz neku ta£ku na π van kruga π i zatim se vi²ene vra¢a u krug π. Po²to, s druge strane, prava g treba da se proizvoljnopribliºi ta£ki K koja leºi u unutra²njosti π, to bi ona morala sadrºati i samuta£ku K; a to protivure£i pretpostav
i od koje smo po²li.Po²to sistem svih krugova, opisanih oko neke proizvoljne ta£ke, pokrivabez praznina 
elu ravan, to iz prethodnog istovremeno sledi da se ma kojedve ta£ke na²e ravne geometrije mogu spojiti istinskom pravom.



164�41. Sad imamo da pokaºemo da aksiome podudarnosti vaºe u na²ojravnoj geometriji.Izaberimo radi toga neki odredjeni istinski krug χ i uvedimo, prema �18,za njegove ta£ke parametarsko predstavljanje pomo¢u ugla ω; tada se, kad
ω dobiva vrednosti od 0 do 2π, istinski krug obilazi u odredjenom smeru.Iz ovoga uvodjenja sledi za svaki drugi krug, kongruentan sa χ, isto takoodredjeni smer obilaºenja, naime onaj smer koji se dobija, ako, pomo¢udva uzastopna izvedena obrtanja, prema �22, poklopimo sredi²te kruga χsa sredi²tem datog kruga. Po²to, s obzirom na de�nisani pojam kretanjau po£etku ove rasprave, nije mogu¢e poklopiti krug χ sa samim sobom uobrnutom smeru obilaºenja, to stvarno postoji za svaki krug jedan odredjenismer obilaºenja.Uzmimo sad dve poluprave koje izlaze iz jedne ta£ke M , a koje zajedno ne£ine istinsku pravu; opi²imo oko ta£ke M krug, kongruentan sa χ i �ksirajmoonaj komad tog kruga ise£en tim polupravama koji odgovara parametarskomintervalu manjem od broja π. Ustanovljeni smer obilaºenja vodi tada uunutra²njost �ksiranog luka kruga od jedne poluprave ka drugoj polupravoj;prvu polupravu nazva¢emo desnim, a drugu polupravu levim krakom uglaizmedju obe poluprave, dok ¢e nam sam interval (< π) sluºiti kao mera zaovaj ugao. Tada iz na²eg pojma kretanja sledi prvi stav o podudarnostidvaju trouglova u ovakvom obliku:Ako za dva trougla ABC i A′B′C ′ vaºe podudarnosti

AB ≡ A′B′, AC ≡ A′C ′, 6 BAC ≡ 6 B′A′C ′,i ako su, dalje, AB i A′B′ desni, AC i A′C ′ levi kra
i uglova 6 BAC, odn.
6 B′A′C ′, to uvek vaºe podudarnosti

6 ABC ≡ 6 A′B′C ′ i 6 ACB ≡ 6 A′C ′B′,

BC ≡ B′C ′.�42. Po²to smo u �30 - �40 de�nisali istinsku pravu i izveli njene osobine,treba da razlikujemo dva slu£aja:Pretpostavimo, prvo, da postoji samo jedna prava koja prolazi kroz datuta£ku i ne prese
a datu pravu (aksioma paralelnih). U tom slu£aju za na²uravan vaºe sve aksiome ravni koje sam postavio u glavnom delu ove knjige (gl.
I), samo ²to treba uzeti aksiomu III5 u uºem zna£enju kako je formulisanau �41. No i pri ovoj uºoj formula
iji poslednje aksiome podudarnosti nuºnose dobija Euklidova ravna geomettrija (uporedi dodatak II, str.124 kao igl. I, str.29-30).Drugo, pretpostavimo da kroz svaku ta²ku A postoje dve poluprave kojezajedno ne sa£injavaju istu pravu i koje ne seku datu pravu g, dok svakapoluprava koja leºi u unutra²njosti ugla koji obrazuju date poluprave i kojapolazi iz ta£ke A, prese
a pravu g; neka pri tome ta£ka A leºi van g.



165Ako se tada iskoristi neprekidnost, dobija se da, i obrnuto, ma kojimdvema polupravama koje polaze iz ta£ke A i ne sa£injavaju zajedno istupravu, uvek odgovara odredjena prava g koja ove dve poluprave ne prese
a,a se£e svaku polupravu koja polazi iz ta£ke A i prostire se u unutra²njostiugla izmedju dveju datih polupravih. Pri ovim uslovima dobija se tadaravna geometrija Boljai-Loba£evskoga, £ak i kad uzmemo za osnovu aksiomukongruen
ije III5 u njenoj uºoj formula
iji, ²to se moºe pokazati pomo¢umog ra£una �krajevima".U zaklju£ku bih hteo da ukaºem na karakteristi£nu razliku izmedju ovogzasnivanja geometrije i onog zasnivanja koje sam pokushao da dam u glavnomdelu ove knjige. Tamo sam se pridrºavao takvog rasporeda aksioma prikome je neprekidnost zahtevana na p o s l e d nj em mestu, iza svih ostalihaksioma, tako da se pri tome prirodno u prvom redosledu javlja pitanje uko-liko su poznati stavovi i dokazi elementarne geometrije nezavisni od zahtevaneprekidnosti. Naprotiv, u prethodnom istraºivanju zahteva se neprekidnostna p r v, om mestu, pre svih ostalih aksioma, pomo¢u de�ni
ije ravni ikretanja tako da bi se ovde najvaºniji zadatak sastojao u tome da se nadjenajmanji broj zahteva, iz kojih bi se mogli, pri najshirem korish'
enju neprekidnosti, dobiti elementarni geometrijski obli
i (krug i prava)i njihove nuºne osobine za izgradjivanje geometrije. I stvarno, prethodnoistraºivanje je pokazalo da su za ovo dovoljni zahtevi iskazani u gornjimaksiomama I − III.G e t i n g e n, 10. maj 1902.



166Dodatak VO povr²inama konstantne Gausove krivineO povr²inama negativne krivinePo B e l t r am i - u (Beltrami) povr²ina negativne konstantne krivineostvaruje deo ravni L o b a £ e v s k o g a (ne-euklidske ravni) ako se kao praveu ravni Loba£evskoga uzmu geodezijske linije te povr²ine konstantne kriv-ine, a kao duºine i uglovi u ravni Loba£evskoga - strvarne duºine i uglovina toj povr²ini. Medju dosad ispitivanim povr²inama negativne konstantnekrivine ne nalazimo n i j e d n u koja bi se prostirala neprekidno i neprekidnomenjala svoju tangentnu ravan u okolini svake svoje ta£ke; naprotiv, svedosad poznate povr²ine konstantne negativne krivine imaju singularne linije,preko kojih nije mogu¢e neprekidno produºavati te povr²ine sa neprekidnompromenom tangentne ravni. Iz ovog razloga ne uspeva da se ostvari, nijed-nom dosad poznatom povr²inom negativne konstantne krivine, 
 e l a ravanLoba£evskog, i izgleda nam da je od prin
ipijalnog interesa pitanje d a l is e mo º e u o p ² t e p r e d s t a v i t i 
 e l a r a v a n L o b a £ e v s k o g a n aB e l t r am i j e v n a £ i n p omo ¢ u a n a l i t i £ k e p o v r ² i n e n e g a t i v n ek o n s t a n t n e k r i v i n e.Da bismo odgovorili na ovo pitanj, po¢i ¢emo od pretpostavke anali-ti£ke povr²ine negativne konstantne krivine -1, koja se u kona£nom svudaregularno pona²a i nema singularnih mesta; tada ¢emo pokazati da ova pret-postavka vodi protivure£nosti. Takva povr²ina kakvu pretpostavljamo, pot-puno je karakterisana ovim iskazom:S v a k o me s t o n a g om i l a v a nj a t a £ a k a p o v r ² i n e k o j e l e º iu k o n a £ n om, t a k o dj e j e t a £ k a t e p o v r ² i n e.Ako je O ma koja ta£ka te povr²ine, uvek je mogu¢e pravougle koordinateose x, y, z postaviti tako da ta£ka O bude po£etna ta£ka koordinatnog sistemai da jedna£ina povr²ine u okolini ove ta£ke O glasi
(1) z = ax2 + by2 + (x, y),gde konstante a i b zadovoljavaju rela
iju:

4ab = −1,a stepeni red (x, y) sadrºi samo £lanove tre¢e ili vi²ih dimenzija u odnosu na
x i y. O£igledno je tada z−osa normala povr²ine, a ose x i y daju prav
ekoji su odredjeni glavnim krivinama povr²ine.Jedna£ina

ax2 + by2 = 0odredjuje obe glavne tangente povr²ine kroz ta£ku O koja leºi u xy−ravni;zato su te tangente uvek odvojene jedna od druge i pokazuju prav
e u kojima



167se prostiru obe asimtotske linije povr²ine kroz proizvoljnu ta£ku O. Svakaod ovih asimptotskih linija pripada nekoj porodi
i asimptotskih linija kojepokrivaju regularno i bez praznina 
elu okolinu ta£ke O na povr²ini. Zato,ako shvatimo pod u i v dovoljno male vrednosti, moºemo, svakako, izvestinarednu konstruk
iju. Prenesimo na jednu od dveju asimptotskih linija, kojeprolaze kroz ta£ku O, parametarsku vrednost u od O kao duºinu, kroz dobi-jenu krajnju ta£ku povu
imo drugu mogu¢u asimptotsku liniju i prenesimona nju parametarsku vrednost v kao duºinu: tako dobijena krajnja ta£kapovr²ine koja je jednozna£no odredjena vrednostima parametara u i v. S-hvatimo li, shodno tome, pravougle koordinate x, y, z povr²ine kao funk
ijeod u i v, stavljaju¢i
x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v),onda su ove, svakako, za dovoljno male vrednosti od u i v regularne analiti£kefunk
ije od u i v.Poznata teorija povr²ina konstantne krivine -1 pruºa nam, dalje, ove£injeni
e:Ako ϕ ozna£ava ugao izmedju dveju asimptotskih linija koje prolaze krozta£ku u, v, onda tri osnovne veli£ine povr²ine dobijaju vrednosti:
e ≡ (

∂x

∂u
)2 + (

∂y

∂u
)2 + (

∂z

∂u
)2 = 1,

f ≡ ∂x

∂u

∂x

∂v
+

∂y

∂u

∂y

∂v
+

∂z

∂u

∂z

∂v
= cos ϕ,

g ≡ (
∂x

∂v
)2 + (

∂y

∂v
)2 + (

∂z

∂v
)2 = 1,i zato, kvadrat izvoda duºine luka proizvoljne krive na toj povr²ini po nekomparametru t dobija oblik:

(2) (
ds

dt
)2 = (

du

dt
)2 + 2 cos ϕ

du

dt

dv

dt
+ (

dv

dt
)2.Ugao ϕ kao funk
ija od u i v zadovoljava par
ijalnu diferen
ijalnu jedna£inu

(3)
∂2ϕ

∂u∂v
= sin ϕ.Ako se odreknemo jednozna£ne korespoden
ije izmedju para vrednosti

u, v i ta£aka povr²ine, izvedena konstruk
ija moºe se pro²iriti na proizvoljnevrednosti od u, v. Svakako, u−linija koja prolazi kroz ta£ku O moºe even-tualno biti zatvorena; no, ipak, na osnovu u£injene pretpostavke o povr²inistr. 181, moºe se na ovu liniju, od ta£ke O na obe strane, preneti proizvoljnovelika duºina. Dakle, svakoj vrednosti od u odgovara ta£ka na asimptotskojliniji.



168Posmatrajmo sad u svakoj takvoj ta£ki P drugu asimptotsku liniju kojaprolazi kroz nju. Uze¢emo na ovoj liniji kao parametar v duºinu luka ra£u-natu od ta£ke P (u jednom smeru); opet se mogu preneti na obe strane od
P proizvoljno velike duºine na asimptotsku liniju.Svakom paru vrednosti u, v odgovara, na taj na£in, jednozna£no - ali uop²tem slu£aju nipo²to uzajamno jednozna£no - neka ta£ka na²e ravni. Takodobijamo, geometrijski re£eno, preslikavanje 
ele Euklidove ravni (u, v) naneku povr²inu superpozi
ije na²e date povr²ine ili na njen deo.Sad, pre svega, treba pokazati da je svaka u−linija koje pripadaju okolinita£ke (u, 0).Za op²ti dokaz dovoljno je pokazati ovo:Ako je a pozitivan broj, a b proizvoljan realan broj, onda je slika svakeduºi

−a ≤ u ≤ +a, v = bna na²oj povr²ini komad asimptotske linije ili niz komada na njoj, a u pred-stavlja na ovoj liniji duºinu luka.Ovaj stav je, pre svega, ta£an za b = 0. Dalje se dokazuje:1. Ako stav vaºi za b = b0, onda on vaºi i za svako b koje se dovoljnomalo razlikuje od b0.2. Ako stav vaºi za b1 < b < b2, onda on vaºi i za b = b1 i za b = b2.Dokaz toga se izvodi pomo¢u iskori²¢avanja neprekidnosti i primene Hajne-Borelovog (Heine, Borel) stava o pokrivanju.Time je tada izveden dokaz za svako b.Ozna£ava li sad ϕ = ϕ(u, v) (kao i na str. 182) ugao izmedju dvejuasimptotskih linija koje prolaze kroz ta£ku (u, v) povr²ine, pri £emu je ugaora£unat od pozitivnog u−smera do pozitivnog v−smera, onda je ϕ(u, v) zasve vrednosti u, v de�nisana neprekidna funk
ija i ima neprekidne par
ijalneizvode koji zadovoljavaju d i f e r e n 
 i j a l n u j e d n a £ i n u (3).Pomo¢u podesnog izbora pozitivnog u− i v− smera moºemo, svakako,posti¢i da u ta£ki u = v = 0 vaºe jedna£ine:
0 < ϕ < π

∂ϕ

∂u
≥ 0.Po²to ϕ nigde nije ni 0, ni π, mora biti, zbog neprekidnosti funk
ije

ϕ(u, v), za sve vrednosti u, v:
0 < ϕ(u, v) < π,dakle

sinϕ > 0.Ali funk
ija ϕ(u, v) sa ovakvim osobinama ne moºe postojati.Jer iz diferen
ijalne jedna£ine
∂2ϕ

∂u∂v
= sinϕ



169sledi, najpre, da je
∂2ϕ

∂u∂v
> 0,i, zato, ∂ϕ

∂u
pri rastu¢em v raste.Naro£ito mora biti

∂ϕ

∂u
(0, 1) >

∂ϕ

∂u
(0, 0) ≥ 0,a zato se moºe odrediti pozitivna veli£ina a tako da za 0 ≤ u ≤ 3a bude:

∂ϕ

∂u
(u, 1) > 0.Neka m ozna£ava pozitivni minimum od

∂ϕ
∂u

(u, 1) za 0 ≤ u ≤ 3a.Tada je za v ≥ 1:
ϕ(a, v) − ϕ(0, v) =

∂ϕ

∂u
(ϑa, v) · a ≥ ∂ϕ

∂u
(ϑa, 1) · a ≥ m · a, (0 < ϑ < 1)i, isto tako

ϕ(3a, v) − ϕ(2a, v) ≥ m · a,dakle
ϕ(a, v) ≥ ϕ(0, v) + m · a > m · ai

ϕ(2a, v) ≤ ϕ(3a, v) − m · a < π − m · a.Dalje je za
0 ≤ u ≤ 3a, v ≥ 1 :

∂ϕ

∂u
(u, v) ≥ ∂ϕ

∂u
(u, 1) > 0;dakle, ϕ(u, v) monotono raste zajedno sa u. Zato za

a ≤ u ≤ 2a, v ≥ 1vaºi:
0 < m · a < ϕ(a, v) ≤ ϕ(u, v) ≤ (2a, v) < π − m · a,dakle

sinϕ(u, v) > sin(m · a) = M,pri £emu je M > 0 i nezavisno od u, v.Prema tome je vrednost dvostrukog integrala
∫ ∫

sinϕ(u, v)dudv,



170primenjenog na pravougaonik sa temenima
(a, 1), (2a, 1), (2a, V ), (a, V ) (V > 1)ve¢a od

M · a(V − 1),dakle, pri podesnom izboru V ve¢a od π.S druge strane, iz diferen
ijalne jedna£ine (3) dobija se
∫ ∫

sinϕdudv =

∫ 2a

a

∫ V

1

∂2ϕ

∂u∂v
dudv = [ϕ(2a, V )−ϕ(a, V )]−[ϕ(2a, 1)−ϕ(a, 1)] < π,po²to je

ϕ(2a, V ) − ϕ(a, V ) < ϕ(2a, V ) < πi
ϕ(2a, 1) − ϕ(a, 1) > 0.Do²li smo, dakle, do protivure£nosti i zato smo prinudjeni da odba
imona²u, u po£etku usvojenu, pretpostavku, tj. uvidjamo da ne postoji anali-ti£ka povr²ina konstantne negativne krivine koja bi bila bez singulariteta isvuda regularna. Zato, posebno, treba odgovoriti negativno na postavljenopitanje u po£etku da li se moºe na B e l t r am i j e v na£in ostvariti 
ela ravanL o b a £ e v s k o g pomo¢u regularne analiti£ke povr²ine u prostoru.O povr²inama pozitivne konstantne krivine.U po£etku ovog istraºivanja po²li smo od pitanja o povr²ini negativnekonstantne krivine koja bi se svuda u kona£nom prostirala regularno anali-ti£ki i do²li smo do rezultata da takva povr²ina ne postoji. Sad ¢emo obra-diti pomo¢u analogne metode isto pitanje za pozitivnu konstantnu krivinu.O£igledno, sfera je zatvorena povr²ina pozitivne konstantne krivine bez sin-gulariteta i prema dokazu koji je izveo H. L i bman (H.Liebmann), na mojpodsti
aj, ne postoji nikakva druga zatvorena povr²ina istog svojstva. Ovu¢emo £injeni
u sada izvesti iz jednog stava koji vaºi za proizvoljni komadpovr²ine pozitivne konstantne krivine bez singulariteta i ovako glasi:Neka je na povr²ini pozitivne konstantne krivine +1 ograni£eno u kon-a£nome neko jednostruko ili vi²estruko povezano podru£je bez singulariteta;zamislimo tada da su u svakoj ta£ki ovog podru£ja, kao i u ta£kama nje-gove grani
e, konstruisani glavni polupre£ni
i krivine povr²ine, onda ve¢i odglavnih polupre£nika krivine sigurno ne dostiºe svoj maksimum i, zato, manjine dostiºe svoj minimum ni u jednoj ta£ki koja leºi u unutra²njosti podru£ja- osim ako je na²a povr²ina deo sfere polupre£nika 1.Radi dokaza primetimo, najpre, da je, usled na²e pretpostavke, proizvodoba glavna polupre£nika krivine svuda = 1, a zato ve¢i od glavnih polupre£nikakrivine uvek mora biti ≥ 1. Iz ovog razloga maksimum ve¢ih glavnih polupre-£nika krivine o£igledno je samo tada = 1, ako su oba glavna polupre£nikakrivine u svakoj ta£ki na²eg komada povr²ine = 1. U ovom naro£itom



171slu£aju, svaka ta£ka tog komada povr²ine je pup£asta ta£ka i otuda se napoznati na£in lako zaklju£uje da posmatrani komad povr²ine mora biti ko-mad sfere polupre£nika 1.Neka je sad maksimum ve¢eg od oba glavna polupre£nika krivine na²epovr²ine > 1; tada ¢emo pretpostaviti, nasuprot na²em tvrdjenju, da postojita£ka O u u n u t r a ² nj o s t i tog komada povr²ine, u kojoj se taj maksimumpostiºe. Po²to ova ta£ka O sigurno ne moºe biti pup£asta, a povrh toga, reg-ularna je ta£ka na²e povr²ine, to ¢e okolina ove ta£ke biti pokrivena svakomod porodi
a linija krivine povr²ine jednostruko i bez praznina. Uzmemoli ove linije krivine za koordinatne linije, a samu ta£ku O za po£etak togkrivolinijskog koordinatnog sistema, to ¢e, prema poznatoj teoriji povr²inapozitivne kostantne krivine, vaºiti ove £injeni
e:Neka r1 ozna£ava ve¢i od oba glavna polupre£nika krivine za ta£ku (u, v)koja leºi u okolini po£etne ta£ke O = (0, 0); u ovoj okolini je r1 > 1. Stavimo
ρ =

1

2
log

r1 + 1

r1 − 1
;tada pozitivna realna veli£ina ρ kao funk
ija od u i v zadovoljava narednupar
ijalnu diferen
ijalnu jedna£inu

(4)
∂2ρ

∂u2
+

∂2ρ

∂v2
=

e−2ρ − e2ρ

4
.Po²to kad r1 opada funk
ija ρ nuºno raste, to ρ, kao funk
ija od u i v, morana mestu u = 0, v = 0, imati minimalnu vrednost, pa prema tome ρ razvijenopo stepenima promenljivih u i v ima nuºno oblik:

ρ = a + αu2 + 2βuv + γv2 + ...,gde a, α, β, γ ozna£avaju konstante, pri £emu kvadratna forma
αu2 + 2βuv + γv2za realno u i v nikad ne sme imati negativnu vrednost. Iz ove poslednjeokolnosti za konstante α i γ nuºno slede nejedna£ine:

(5) α ≥ 0 i γ ≥ 0Unesimo, s druge strane ρ razvijeno u red u diferen
ijalnu jedna£inu (4);za u = 0 i v = 0 dobi¢emo tada:
2(α + γ) =

e−2α − e2α

4
.Po²to konstanta a predstavlja vrednost od ρ u ta£ki O = (0, 0) i prema tome,ispada pozitivna, bi¢e izraz sa desne strane svakako < 0; zato poslednjajedna£ina vodi nejedna£ini

α + γ < 0,



172koja stoji u protivure£nosti sa nejedna£inama (5). Time smo saznali daje na²a prvobitna pretpostavka, po kojoj bi umesto maksimuma leºalo uunutra²njosti komada povr²ine, nezasnovana; samim tim je dokazana ta£nostgore postavljenog stava.Otuda, kao ²to je ve¢ pomenuto, neposredno sledi stav da zatvorenapovr²ina sa pozitivnom konstantnom krivinom 1 bez singulariteta uvek morabiti sfera polupre£nika 1. Ovaj rezultat istovremeno pokazuje da se sfera kao
elina ne moºe izviti, a da se na povr²ini nigde ne pojavi singularitet.Najzad, ovo istraºivanje dovodi za nezatvorenu povr²inu do rezultata:ako zamislimo iz povr²ine lopte ise£en proizvoljan komad, pa taj komadproizvoljno izvijemo, onda se maksimum svih ve¢ih glavnih polupre£nikakrivina, dobijenih na taj na£in, uvek nalazi na grani
i tog komada povr²ine.G e t i n g e n, 1900.



173Dopuna ISistem aksioma za realne brojeve, naveden u �13, uzet je uglavnomiz Hilbertovog predavanja �O pojmu broja"Jahrb.d.Deutsch.Math.V er. 8(1900), u kome su oni, u �13 kao stavovi nabrojani, zahtevi iskazani kaoaksiome. Iz tog predavanja nave²¢emo ovde naredne primedbe:1. Egzisten
ija broja 0 (stav 3, str. 41) je posledi
a stavova 1 i 2 iaso
ijativnog zakona sabiranja.2. Egzisten
ija broja 1 (stav 6, str. 41) je posledi
a stavova 4 i 5 iaso
ijativnog zakona mnoºenja.3. Komutativni zakon sabiranja (stav 8, str. 41) posledi
a je stavova 1 -6 i aso
ijativnog zakona sabiranja i oba distributivna zakona: Naime bi¢e
(a + b)(1 + 1) = (a + b)1 + (a + b)1 = a + b + a + b

= a(1 + 1) + b(1 + 1) = a + a + b + bprema tome
a + b + a + b = a + a + b + b,i stoga prema stavu 2

b + a = a + bDa se komutativni zakon mnoºenja (stav 12, str. 42) moºe izvesti izstavova 1�11, 13�16 i 17 (Arhimedov stav), ali ne moºe bez kori²¢enja stava17, pokazano je u �32, 33. P. BernajsDopuna IIUpro²¢eno zasnivanje nauke o propor
ijamaOno zasnivanje nauke o propor
ijama bez kori²¢enja Arhimedove ak-siome, tj. na osnovu aksioma I − IV , koje je dato u tre¢oj glavi �14�16,moºe se uprostiti.Koristimo one na po£etku �15 str. 55 � 56 uvedene oznake za duºi,jednakost duºi, zbir duºi kao i tamo zabeleºenu £injeni
u da za zbir duºivaºi aso
ijativni i komutativni zakon.Kao razmeru a : b duºi a, b de�ni²emo sad ugao (jednozna£no odredjenu smislu kongruen
ije), koji u pravouglom trouglu kome su katete a, b leºinaspram katete a. Kaºemo, da su razmere jednake, ako su podudarni uglovikoji ih de�ni²u, i u ovom smisli pi²emo �propor
iju (srazmeru)"a : b = c : d.Prema tome, odmah vaºi da je svaka razmera duºi sama sebi jednaka i dasu dve razmere duºi, jednake nekoj tre¢oj, i medju sobom jednake, kao i:ako je a = c i b = d, onda je a : b = c : d.



174Na osnovu stava o zbiru uglova u trouglu vaºi osim toga:ako je a : b = c : d, onda je b : a = d : c.Dalje se pomo¢u aksioma III5 i IV (vidi sliku) dobija stav:ako je a : b = c : d, onda je a : b = (a + c) : (b + d),i na osnovu stava o spolja²njem uglu:ako je a : b = a : c, onda je b = c.
c

d

b b

a

a

Iz poslednjeg stava posebno proizilazi, da za tri duºi a, b, c moºe postojatisamo jedna £etvrta propor
ionala, tj. samo jedno re²enje x propor
ije a : b =
c : x. Egzisten
ija £etvrte propor
ionale proisti£e iz mogu¢nosti preno²enjauglova u vezi sa aksiomom paralelnih.Stav o medjusobnoj razmenljivosti unutra²njih £lanova u nekoj propor-
iji, tj. iskaz: ako je a : b = c : d, onda je a : c = b : d, dobija seposmatranjem dva pravugla trougla, koji imaju katete a, b odnosno c, d atako su postavljeni, da kateta c drugog trougla leºi u produºenju katete bprvog trougla preko temena pravog ugla, a isto tako d u produºenju a (vidisliku).

a

b

c

dOvde na osnovu pretpostavljene propor
ije krajevi obe hipotenuze leºe nakrugu, ²to se zaklju£uje iz stava o jednakosti periferijskih uglova nad istimlukom, odn. iz njemu obrnutog stava. Iz ovog stava onda proizilazi i propor-
ija: a : c = b : d posmatranjem trouglova sa katetama a, c i b, dKao posledi
a medjusobne razmenljivosti unutra²njih £lanova propor
ijeposebno dobija se sastavljivost propor
ija:



175ako je a : b = a′ : b′ i b : c = b′ : c′, onda je i a : c = a′ : c′.Naime, iz datih propor
ija dobija se razmenom unutra²njih £lanova a : a′ =
b : b′ = c : c′, pa time a : c = a′ : c′.Uzimanjem u obzir egzisten
ije £etvrte propor
ionale dobija se narednodrugo pravilo o sastavljanju propor
ija:ako je a : b = b′ : a′ i b : c = c′ : b′, onda je i a : c = c′ : a′.Naime, ako je u £etvrta propor
ionala za a, b, c′, tako da bude a : b = c′ : u,vaºi¢e na osnovu ove pretpostavke c′ : u = b′ : a′, dakle c′ : b′ = u : a′ i dalje
u : a′ = b : c, a onda se sastavljanjem propor
ija c′ : u = a : b i u : a′ = b : c(prema prethodnom pravilu) dobija: c′ : a′ = a : c.Sad treba dokazati osnovni stav nauke o propor
ijama koji glasi: Akodve prave odse
aju duºi a, a′, odn. b, b′ na kra
ima proizvoljnog ugla, ondavaºi propor
ija a : a′ = b : b′. Dokaz se izvodi (na odgovaraju¢i na£in kaodokaz stava 41 u �16) pomo¢u stava, da se simetrale uglova trougla seku ujednoj ta£ki. Ovaj stav se primenjuje na trouglove OAB i OA′B′, gde je Oteme uo£enog ugla, a A, B, odn. A′, B′ su ta£ke u kojima jedna i druga oddve paralelne se£e krake ugla, i gde je dalje OA = a, OB = b, OA′ = a′,
OB′ = b′ (vidi sliku).

O

B
B′

A
A′

S S′

b′

a′Neka S bude presek simetrala uglova u trouglu OAB, a S′ u trouglu
OA′B′: tada S ima isto rastojanje r od pravih OA i OB, a isto tako ima S′isto rastojanje r′ od ovih pravih. Pokaza¢emo da je a : a′ = r : r′. Na istina£in se onda dobija b : b′ = r : r′, a time i samo tvrdjenje.Propor
iju a : a′ = r : r′ dobijamo posmatranjem trouglova OAS i
OA′S′, za koje je 6 SOA = 6 S′OA′ = 6 SAO = 6 S′A′O. Ova dva uglasu uostalom (kao polovine ugla u trouglu) o²tri uglovi; stoga podnoºja D i
D′ normala iz S i S′ na pravoj OA, padaju u unutra²njost duºi OA i OA′.Razloºimo OA u odse£ke u, v, a OA′ u odse£ke u′, v′; tada je

r : u = 6 SOA = 6 S′OA′ = r′ : u′

r : v = 6 SAO = 6 S′A′O = r′ : v′prema tome
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r : r′ = u : u′ = v : v′ = (u + v) : (u′ + v′) = a : a′tako da je,ustvari,

a : a′ = r : r′Primenom osnovnog stava nauke o propor
ijama, moºe se posebno stav,koji je H i l b e r t nazvao P a s k a l o v im, svesti na malo£as pomenuto drugopravilo o sastavljanju propor
ija. Taj stav (stav 40 u �14) tvrdi: Ako su
A, B, C odn. A′, B′C ′ po tri ta£ke na dvema pravima koje se seku i svesu razli£ite od prese£ne ta£ke te dve prave, onda, ako je BC ′ prema CB′i CA′ prema AC ′ paraleleno, bi¢e i AB′ prema BA′ paralelno. Obeleºimoli duºi OA, OB, OC sa a, b, c, a duºi OA′, OB′, OC ′ sa a′, b′, c′, bi¢e premaosnovnom stavu nauke o propor
ijama na²a pretpostavka ekvivalentna ovimdvema propor
ijama

b : c = c′ : b′ (1) c : a = a′ : c′ (2)a tvrdjenje ekvivalentno propor
iji
a : b = b′ : a′.Medjutim, ova propor
ija se dobija iz dve prethodne prema drugom praviluo sastavljanju propor
ija.Po²to je na taj na£in nauka o propor
ijama dobijena bez upotrebe mnoºe-nja duºi, moºe se ovo naknadno uvesti, za ²to je potrebno utvrditi nekujedini£nu duºinu e. Naime, kao proizvod duºi a, b (u odnosu na jedini
u e)de�ni²e se £etvrta propor
ionala za e, a, b.�to se ti£e zakona ra£unanja za tako de�nisano mnoºenje duºi, to sekomutativni zakon dobija iz medjusobne razmenljivosti unutra²njih £lanovapropor
ije. Aso
ijativni zakon kaºe: ako je e : a = b : u; e : b = c : vi e : u = c : w, tada je e : a = v : w. Ovo se dobija na ovaj na£in: izdruge date propor
ije dobijamo b : e = v : c; ova zajedno sa tre¢om datompropor
ijom daje sastavljanjem b : u = v : w, a time na opsnovu prve datepropor
ije e : a = v : w. Distributivni zakon kaºe: ako je e : a = b : u;

e : a = c : v, onda je e : a = (b + c) : (u + v). Za dokaz je dovoljno pokazati:ako je b : u = c : v, onda je b : u = (b+ c) : (u+v); ovo medjutim vaºi premajednom stavu koji smo u po£etku pomenuli.Na ovako uvedeni segmentni ra£un moºe se sad, kao ²to je to pokazanou �17, nadovezati zasnivanje jedne analiti£ke geometrije ravni. P. BernajsDopuna IIIU dodatku II pokazano je izmedju ostalog (up. str. 126), da se naaksiomi kongruen
ije trouglova u uºem smislu ne moºe zasnovati euklid-ska nauka o povr²ini, po²to se na ovoj osnovi (bez kori²¢enja Arhimedove



177aksiome) ne moºe dokazati Euklidov stav, da dopunski jednaki trouglovijednakih osnovi
a imaju uvek jednake visine, pa stoga ni stav 52.U ranijim izdanjima je dodatak II sadrºao i jednu inverziju ovog razma-tranja, naime dokaz, da uzimanje jedne stavu 52 ekvivalentne aksiome sme²-tanja (Einlagerung) omogu¢ava, da se iz uºe aksiome kongruen
ije III∗5dobije prvobitno ²ira aksioma kongruen
ije III5. Ovo rasudjivanje nave²-¢emo ovde u narednim izlaganjima sa samo nebitnim promenama koje suprilagodjene ovom novom izdanju."Pomenuli smo ranije (up. str. 112) da iz aksiome o podudarnosti trou-glova u uºoj formula
iji III∗5 i prethodnih aksioma pored aksioma III6 i III7nuºno sledi aksioma konvergen
ije III5, a time uop²te kongruen
ija �gura u²iroj formula
iji, £im uzmemo da vaºi stav o jednakosti uglova na osnovi
i uravnokrakom trouglu.Izgleda mi od zna£aja da se ovo upotpunjavanje aksiome kongruen
ije uuºoj formula
iji III∗5 moºe izvesti jo² na jedan sasvim drugi na£in, naimepomo¢u jednog sasvim intuitivnog zahteva, £iji se sadrºaj poklapa sa stavom52 koji sam u Osnovama ja dokazao (str. 66), a koji zahtev sa druge strane,kako smo to pokazali u dodatku II (up. str. 126), nije posledi
a stavovakongruen
ije u uºem smislu.Neka su pojmovi �razloºivo jednako"i �dopunski jednako" de�nisani kaou �18 �Osnova geometrije" - ali ipak tako, da se pri tome razume pojamkongruen
ije u uºem smislu. U tom smislu ¢e se u narednim izlaganjimaprimenjivati uvek samo aksioma kongruen
ije u uºoj formula
iji III∗5 i njojprethodne aksiome I, II, III1−4 kao i aksioma paralelnih IV .Taj zahtev u pitanju, koji ovde treba da sluºi kao dopuna, glasi:Aksioma sme²tanja. Poligon nije nikad razloºivo jednak drugom poligonu£ije ograni£enje sadrºi unutra²nje ta£ke, ali ne sadrºi ni jednu spolja²njuta£ku prvog poligona, tj. koji je u prvom sme²ten.Iz ove aksiome se prvo lako izvodi stav:Poligon nije nikad dopunski jednak drugom poligonu koji je u prvompoligonu sme²ten.I zaista, kad bi neki poligon P bio dopunski jednak poligonu Q kojise nalazi u unutra²njosti P , tada bi morala postojati dva jedna drugomrazloºivo jednaka poligona P ′ i Q′ tako, da poligon P + P ′ bude razloºivojednak poligonu Q + Q′. Kako bi onda i P + P ′ sa P + Q′ bilo razloºivojednako, morali bi i poligoni P + Q′ i Q + Q′ biti razloºivo jednaki, ²toprotivure£i usvojenoj aksiomi sme²tanja.Sad ¢emo redom dokazati naredne stavove:Ako su u nekom trouglu ABC oba ugla kod A i B jedan drugomjednaka, bi¢e onda uvek i ovim uglovima naspramne strane jednake.Radi dokaza odredimo na AB ta£ke E i D, tako da bude AD = BC i
BE = AC. Iz prvog stava kongruen
ije u uºoj formula
iji sledi kongruen
ijatrouglova DAC i CBE; oba ova trougla su stoga i dopunski
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A B

C

DE D′

jednaka. Odavde zaklju£ujemo da se i njihove osnovi
e AD i BE jedna sadrugom poklapaju.Ako ovo ne bi bio slu£aj, pa uzmemo, re
imo, AD′ = BE, onda bi izpoznatog Euklidovog postupka (up. str. 58) proizilazilo da su oba trougla
AD′C i BEC jedan drugom dopunski jednaka. Medjutim, tada bi i trouglovi
ADC i AD′C morali jedan drugom biti dopunski jednaki, ²to protivure£iprethodnom stavu koji smo dobili iz aksiome sme²tanja. Jednakost duºi ADi BE vodi neposredno tvrdjenju koje smo postavili.Ako su u nekom trouglu ABC dve strane AC i BC jedna drugoj jednake,bi¢e uvek i ovim stranama naspramni uglovi jedan drugom jednaki.Radidokaza uzmimo nasuprot da je ugao 6 CAB ve¢i od ugla 6 CBA. Zatimodredimo na pravoj AB ta£ke A′ i B′ na taj na£in da bude

A B

C

A′ B′

CA′B = CBA i CB′A = CAB.Prema prethodno dokazanom stavu je stoga
CA′ = CB i CB′ = CA,a odavde se kori²¢enjem pretpostavke dobija

(1∗) CA′ = CB′Ako na trouglove ACA′ i BCB′ primenimo stav o spolja²njem uglu,dobi¢emo jedna£ine
6 ACA′ = 6 CAB − 6 CA′B
6 BCB′ = 6 CB′A − 6 CBA;
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(2∗) 6 ACA′ = 6 BCB′.Obras
i (1∗) i (2∗) u vezi sa pretpostavkom kazuju, da su trouglovi ACA′i BCB′ jedan drugom kongruentni u uºem smislu; medjutim u tom slu£ajuposebno bi bilo

6 AA′C = 6 BB′COvaj zaklju£ak je besmisli
a, po²to su ova dva ugla unutra²nji odn. ne-susedni spolja²nji ugao u trouglu A′B′C.Time je postavljeni stav dokazan, i mi odmah uvidjamo da su stavovi opodudarnosti trouglova u ²irem smislu nuºna posledi
a aksiome kongruen
ijeu uºem obliku III∗5 , ako se jo² uzme u pomo¢ gornja intuitivna aksiomasme²tanja koja se odnosi na pojam razloºive jednakosti."Iz ovog dokaza je odmah jasno, da se aksioma sme²tanja za ovu primenumoºe zameniti slede¢om prostijom aksiomom:Ako u trouglu ABC ta£ka D leºi na strani AB izmedju A i B, tadatrouglovi ABC i ADC nisu dopunski jednaki.


