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PREDGOVOR

Ovaj novi otisak Hilbertovih ,,Osnovi geometrije” nije neka prava nova
prerada. Upravo udinjene su samo neke ispravke i manje dopune.

U dopuni I su skupljene neke zavisnosti u sistemu aksioma realnih bro-
jeva, ranije navedene u dodatku VI. Dopuna III je u suStini ponavljanje
jedne dopune dodatka Il u petom izdanju, koja se odnosi na izvodljivost
jedne dalje aksiome podudarnosti iz uze aksiome uz pomoé jedne aksiome
smestanja.

Kao dopuna I dodata je nova uproséena formulacija nauke o proporci-
jama, Cija je rana formulacija zadrzana u glavnom tekstu §§14-16.

Od dodatka I — X sedmog izdanja uneti su opet samo oni geometrijskog
karaktera, tj. I — V.

Radi orijentacije o sedmom izdanju nave§¢emo iz Hilbertovog predgovora
tom izdanju sledecée: ,,Ovo sedmo izdanje moje knjige ,Osnovi geometrije” je,
spram ranijih izdanja, znatno popravljeno i dopunjeno, i to delom prema
mojim kasnijim predavanjima o ovom predmetu, a delom kako su to zahte-
vali rezultati koje su u medjuvremenu postigli drugi autori. U zavisnosti
od toga je preradjen tekst glavnog dela knjige. Retko dragocenu pomo¢
pri tome pruzio mi je jedan od mojih uéenika H. Arnold Smit (H. Arnold
Schmidt). On ne samo $to je za mene vr§io sav rad koji je zalazio u po-
jedinosti, ve¢ od njega poti¢u i mnogobrojne samostalne primedbe i dodaci;
posebno, on je samostalno dao novu stilizaciju dodataka II. Za ovu nje-
govu pomo¢ izrazavam mu najsrda¢niju zahvalnost”. Dalje treba jo§ ukazati
i na istorijski pregled , O Hilbertovom zasnivanju geometrije” (Zur Hilberts
Grundlegung der Geometrie) koji je dao A. Smit u Hilbertovim ,Saku-
pljenim spisima"(Gesammelte Abhandlungen) sv. II ( Berlin 1933), str.
404-414.

Cirih, marta 1956. P. Bernajs
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Kant, Kritika ¢istog uma
Ucenje o elementima, deo 2, odeljak 2.

Uvod

Za potpuno izgradjivanje geometrije — isto kao i aritmetike — potreban

je samo mali broj prostih osnovnih stavova. Ovi osnovni stavovi nazivaju se

aksiomama geometrije. Postavljanje aksioma geometrije i ispitivanje

njihovih uzajamnih odnosa jeste zadatak koji je jo§ od vremena Euklida

bio predmet mnogobrojnih izvrsnih rasprava matematicke literature. Ovaj
se zadatak svodi na logicku analizu naSeg prostornog opazanja.

Sledece istrazivanje predstavlja nov pokusaj da se u geometriji postavi
potpun i Sto prostiji sistem aksioma i da se iz ovih aksioma izvedu
najvazniji geometrijski stavovi tako da se jasno vidi kako znacaj razli¢itih
grupa aksioma tako i domasaj posledica koje slede iz pojedinih aksioma.



Prva glava
Pet grupa aksioma
§1. Elementi geometrije i pet grupa aksioma

Definicija. Mi zamisljamo tri razli¢ita sistema stvari: stvari prvog

sistema nazivamo tackama i oznafavamo ih sa A, B,C,...; stvari drugog
sistema nazivamo pravima i oznaavamo ih sa a,b,c,...; stvari treceg sis-
tema nazivamo ravnima i ozna¢avamo ih sa «,(3,7,...; tacke se nazivaju i

elementima linearne geometrije, tacke i prave se nazivaju elementima ravne
geometrije, a tacke, prave i ravni nazivaju se elementima prostorne geometri-
je ili elementima prostora.

Mi zamisljamo tacke, prave i ravni u izvesnim medjusobnim odnosima i
oznacavamo ove odnose re¢ima ,lezati", ,izmedju", ,podudarno", ,paralelno",
,heprekidno"; tacan i za matematicke svrhe potpun opis ovih odnosa postize
se pomoc¢u aksioma geometrije.

Aksiome geometrije mozemo podeliti u pet grupa; svaka pojedina¢no od
ovih grupa izrazava izvesne povezane osnovne Cinjenice naseg opazaja. Mi
¢emo ove grupe aksioma nazivati na slede¢i naéin:

I 1-8. aksiome veze,

IT 1-4. aksiome rasporeda,

111 1-5. aksiome podudarnosti,

v aksioma paralelnih,

V' 1-2. aksiome neprekidnosti.

§2. Grupa aksioma [I: Aksiome veze

Aksiome ove grupe postavljaju vezu izmedju gore navedenih stvari: tacaka,
pravih i ravni i glase:

I1. Za dve tacke A, B, postoji uvek prava a koja pripada svakoj od ovih
dveju tacaka A, B.

12. 7a dve tacke A, B, ne postoji viSe od jedne prave koja bi pripadala
svakoj od dveju tacaka A, B.

Ovde, kao i u daljim izlaganjima, pod dvema, trima, ... tackama odn.
pravama, ravnima uvek se podrazumevaju razlicite tacke odn. prave,
ravni.

Umesto ,pripadati” upotrebljava¢emo i druge nacine izrazavanja, npr.
prava a prolazi kroz tacke A i B, prava a vezuje A i B ili vezuje A sa B, A
lezi na a, A je tacka prave a, postoji tacka A na a itd. Ako tacka A lezi na
pravoj a i osim toga, na drugoj pravoj b, upotrebi¢emo takodje izraze: prave
a i b se seku u tacki A, imaju tacku A zajednicku itd.

I13. Na pravoj postoje uvek najmanje dve tacke. Postoje najmanje tri
tacke koje ne leze na jednoj pravoj.



I14. Ma za koje tri tacke A, B, C' koje ne leZe na istoj pravoj, postoji uvek
ravan « koja pripada svakoj od ove tri tacke A, B, C. Za svaku ravan uvek
postoji tacka koja joj pripada.

Mi ¢emo upotrebljavati i izraze: A leZzi u «; A je tacka ravni « itd.

I15. Ma za koje tri tacke A, B,C koje ne leze na istoj pravoj ne postoji
viSe od jedne ravni koja pripada svakoj od ovih triju tacaka A, B, C.

16. Ako dve tacke A, B prave a leZe u ravni «, onda svaka tacka prave a
lezi u ravni a.

U ovom slucaju kazemo: prava a lezi u ravni « itd.

I17. Ako dve ravni «, § imaju zajednicku tacku A, onda one imaju naj-
manje jo§ jednu zajednicku tacku B.

18. Postoje najmanje Cetiri tacke koje ne leze u jednoj ravni.

Aksioma I7 izrazava da prostor nema vise od tri dimenzije; naprotiv,
aksioma I8 izrazava da prostor ima manje od tri dimenzije.

Aksiome 71-8 mogu se nazvati aksiomama ravni grupe I za razliku od
aksioma I4-8 koje nazivamo prostornim aksiomama grupe I.

Od stavova koji slede iz aksioma I1-8 ,pomenué¢emo samo ova dva:

Stav 1. Dve prave koje leze u istoj ravni imaju ili jednu zajednicku
tacku, ili nemaju nijednu zajednic¢ku tacku; dve ravni ili nemaju nijednu
zajednicku tacku, ili imaju zajednicku pravu i osim toga nijednu drugu za-
jednicku tacku; ravan i prava koja ne lezi u ovoj ravni ili nemaju nijednu
zajednicku tacku ili imaju jednu zajednicku tacku.

Stav 2. Kroz pravu i tacku koja ne lezi na ovoj pravoj, kao i kroz dve
razli¢ite prave sa zajednic¢kom tackom, prolazi uvek jedna i samo jedna ravan.



§3. Grupa aksioma II: Aksiome rasporeda

Aksiome ove grupe defini§u pojam ,jizmedju” i omogucavaju na osnovu
ovog pojma raspored tacaka na pravoj, u ravni i u prostoru.

Definicija. Tacke neke prave stoje u izvesnim medjusobnim odnosima.
Za opis ovih odnosa sluzimo se narocito recju ,jizmedju".

I111. Ako tacka B lezi izmedju tacaka A i C, onda su A, B, C tri razli¢ite
tacke prave i B lezi takodje izmedju C'i A.

A B ¢

112. Za dve tacke A i C' uvek postoji najmanje jedna tacka B na pravoj

AB, tako da C' le7i izmedju A i B.

A 9 B

I1I3. Od ma kojih triju tacaka prave ne postoji vise od jedne koja lezi
izmedju one druge dve.

Osim ovih linearnih aksoma rasporeda, potrebna je jo$ jedna aksioma
rasporeda za ravan.

Definicija. Posmatramo na pravoj a dve tacke A i B; sistem dveju
tacaka A 1 B zvacemo duZ i oznaCavati sa AB ili BA. Tacke izmedju A i
B zvacemo tackama duzi AB ili tackama koje leZze u unutragnjosti duzi AB;
tacke A, B nazivaju se krajnjim tackama duzi AB. Sve ostale tacke prave a
nazivaju se tackama koje leze van duzi AB.

I174. Neka su A, B, C tri tacke koje ne leze na jednoj pravoj i neka je a
prava u ravni ABC' koja ne prolazi ni kroz jednu od tih tacaka A, B, C: ako
tada prava a prolazi kroz jednu od tac¢aka duzi AB, ona mora prolaziti kroz
jednu od tacaka duzi AC ili kroz jednu od tacaka duzi BC'.

A B
S

Izrazavajuéi se ocigledno moZemo rec¢i: ako prava ulazi u unutrasnjost
trougla, ona i izlazi iz njega. Da prava a pri tome ne mo7e presecati obe
duzi AC i BC, moze se dokazati.



§4. Posledice iz aksioma veze i rasporeda

Iz aksioma grupa I i I1 slede stavovi:
Stav 3. Za dve tactke A i C postoji najmanje jedna tacka D na pravoj

AC koja lezi izmedju A i C.

Dokaz. Prema aksiomi 13 postoji van prave AC' jedna tacka E, a prema
aksiomi [I2 postoji na pravoj AF tacka F' tako da je E tatka duzi AF.
Prema istoj aksiomi i prema aksiomi 113 postoji na pravoj F'C tacka G koja
ne lezi na duzi F'C. Tako, prema aksiomi 14 prava EG mora seéi duz AC
u nekoj tacki D.

Stav 4. Od ma kojih triju tacaka A, B, C jedne prave uvek postoji jedna
koja lezi izmedju drugih dveju.

Dokaz. Neka A ne lezi izmedju A i B. Spojimo tacku D koja ne lezi na
pravoj AC sa tackom B i odaberimo, prema aksiomi 112, na spojnoj pravoj
tacku G tako da D lezi izmedju B i G.

G

Primenom aksiome 174 pokazuje se da se prave AD i CG seku u nekoj
tacki E koja lezi izmedju C' i G; na isti nadin se dobija da se prave CD i
AG seku u tacki F koja lezi izmedju A i G. Ako se sada primeni aksioma
114 na trougao AEG i na pravu CF, pokazuje se da D lezi izmedju A i E,
a primenom iste aksiome na trougao AEC i pravu BG saznaje se da tacka
B lezi izmedju A i C.

Stav 5. Ma koje cetiri tacke jedne prave mogu se uvek oznaciti sa
A, B, C, D tako da tatka oznacena sa B lezi izmedju A i C i takodje izmedju
Ai D i, dalje , da tactka oznacena sa C lezi izmedju A i D i takodje izmedju
BiD.



Dokaz. Neka su A, B,C, D Cetiri tacke prave g. Dokaza¢emo najpre
ovo:

1. Ako tacka B lezi na duzi AC, a tacka C na duzi BD onda tacke B i
C leze i na duzi AD. Izabra¢emo, prema aksiomama I3 i I12, tacku E koja
ne lezi na pravoj g i tacku F' tako da F lezi izmedju C i F. ViSestrukom
primenom aksioma I713 i 14 pokazuje se da se duzi AE i BF seku u nekoj
tacki G i, dalje, da prava C'F preseca duz GD u tacki H. Posto na taj nacin
H le7i na duzi GD, a F, prema aksiomi 173, ne lezi na duzi AG, to prema
aksiomi I14 prava FH preseca duz AD, tj. C lezi na duzi AD. Isto se tako
dokazuje simetri¢no da i tacka B lezi na ovoj duzi.

2. Ako tacka B lezi na duzi AC, a tacka C na duzi AD, onda i tacka C
lezi na duzi BD, a i tacka B na duzi AD. Odaberemo neku tacku G van
prave g i jednu drugu tacku F' tako da G lezi na duzi BF'. Prema aksiomama
12, 113 prava C'F ne preseca ni duz AB ni duz BG, i zato, prema aksiomi
174 ona takodje ne preseca ni duz AG. Ali, posto tacka C lezi na duzi AD,
to prava C'F' preseca duz GD u nekoj tacki H. No, prava F'H, opet prema
aksiomama I3 i 114, preseca duz BD. Dakle, C lezi na duzi BD. Ostali
deo tvrdjenja sledi, prema tome, iz tvrdjenja 1.

Neka su sad date ma koje Cetiri tacke jedne prave. Uzmimo tri od tih
tacaka i ozna¢imo sa ) onu od njih koja, prema stavu 4 i aksiomi I13, lezi
izmedju dveju drugih, a obe ove oznac¢imo sa S. Tada opet iz aksiome I13 i
stava 4, proizilazi da tacka S mozZe imati jedan od ovih pet polozaja:

R le7i izmedju P i S,

ili P lezi izmedju R1i S,

ili S lezi izmedju P i R i u isto vreme @ izmedju P i S,

ili S lezi izmedju P i Q,

ili P lezi izmedju Qi S.

Prve Cetiri moguénosti pruzaju pretpostavke pod 2, a poslednju pret-
postavke pod 1. Time je stav 5 dokazan.

Stav 6 (uopstenje stava 5). Ako je dat ma koji konacan broj tacaka na
pravoj, onda se one mogu uvek oznaciti sa A, B,C, D, F, ..., K, tako da tacka
oznacena sa B lezi izmedju A s jedne strane i C, D, E, ..., K s druge strane,
dalje C izmedju A, B s jedne strane, zatim D izmedju A, B, C' s jedne strane



i ..., K s druge strane, zatim D izmedju A, B,C s jedne strane i E, ..., K
s druge strane itd.

A B CD FE K

Osim ovog nacina oznacavanja postoji jo§ samo jedan obrnuti nacin oz-
nacavanja K, ..., E, D, C, B, A koji ima isto svojstvo.

Stav 7. Izmedju ma koje date tacke jedne prave postoji uvek beskrajno
mnogo tacaka.

Stav 8. Svaka prava a koja lezi u ravni « razdvaja tacke ove ravni «
koje ne leZe na toj pravoj u dve oblasti sledeéeg svojstva: svaka tacka A
jedne oblasti sa svakom tackom B druge oblasti odredjuje duz AB u ¢ijoj
unutragnjosti lezi jedna tacka prave a; naprotiv, ma koje dve tacke A 1 A’
iste oblasti odredjuju duz AA’ koja ne sadrzi nijednu od tacaka prave a.

Definicija. Reéi ¢emo da tacke A i A’ leZe u ravni « sa iste strane od
prave a i da tactke A i B leZe u ravni « sa raznih strana od prave a.

Al

Definicija. Neka su A, A, O, B ¢etiri tacke na pravoj a tako da tacka
O lezi izmedju A i B, ali ne lezi izmedju A i A’. Tada ¢emo kazati: tacke A
i A’ leZe na pravoj a sa iste strane od tacke O, a tatke A, B leZe na pravoj
a sa raznih strana od tacke O. Sve tacke prave a koje leze sa iste strane
od tacke O, nazivaju se i polupravom koja polazi od tacke O; prema tome,
svaka tacka prave deli tu pravu na dve poluprave.

A A 9] B

Definicija. Sistem duzi AB, BC,CD,...KL koji vezuje tatke A i L
naziva se izlomljenom linijom; ova izlomljena linija oznacava se kratko sa
ABCD...K L. Tacke koje leZe u unutragnjosti duzi AB, BC,CD,...K L, kao

itatke A, B,C, D, ..., K, L nazivaju se sve zajedno tackama izlomljene linije.



Ako se tacke A, B,C, D, ..., K, L sve nalaze u jednoj pravoj, a osim toga
ako se tacka L poklapa sa tatkom A, takva Ce se izlomljena linija nazvati
poligonom i oznaciti kao poligon ABCD...K. Duzi AB,BC,CD,...KA
nazivaju se stranama poligona, a tacke A, B,C, D, ..., K temenima poligona.
Poligon sa 3.4,....,n temena naziva se trouglom, ¢etvorouglom,...

n-touglom.

Definicija. Ako su sva temena poligona razli¢ita i nijedno teme polig-
ona ne lezi na jednoj njegovoj strani i ako ma koje dve strane poligona
nemaju nijednu zajednicku tacku, taj se poligon naziva prostim.

Pomocu stava 8 doc¢i ¢emo sada bez znatnih teskoca do sledeéih stavova:

Stav 9. Svaki prosti poligon koji lezi u ravni « razdvaja one tacke ravni
« koje ne pripadaju poligonu na dve oblasti, unutrasnju i spoljasnju, sa ovim
svojstvom: ako je A tacka unutra$nje oblasti (unutragnja tacka), a B
tacka spoljasnje oblasti (spoljagnja tacka), svaka izlomljena linija koja
le7i u ravni « i vezuje tacke A 1 B ima najmanje jednu zajednicku tacku sa
poligonom; naprotiv, ako su A, A’ dve unutrasnje tacke poligona, B, B’ dve
spoljagnje tacke poligona , to u ravni « postoje uvek izlomljene linije koje
spajaju tacku A sa A’ i tacku B sa B’ i nemaju nijednu zajednicku tacku sa
poligonom.

Pri podesnom izboru naziva za obe oblasti postoje uvek prave u ravni «
koje cele leze u spoljagnjoj oblasti poligona, a naprotiv, ne postoji nijedna
prava koja bi cela lezala u unutrasnjoj oblasti poligona.

Stav 10. Svaka ravan « razdvaja ostale tacke prostora u dve oblasti koje
imaju ovo svojstvo: svaka tacka A jedne oblasti sa svakom tackom B druge
oblasti odredjuje duz AB koja u sebi sadrzi jednu tacku ravni «; naprotiv,
ma koje dve tacke A1 A’ jedne i iste oblasti odredjuju duz AA’ koja ne sadrzi
nijednu tacku ravni a.

Definicija. Koristedi se oznakama iz stava 10, re¢i ¢emo: tacke A1 A’
leZe u prostoru sa iste strane od ravni «, a tacke A i B leZe u prostoru sa
razli¢itih strana od ravni a.

Stav 10 izrazava najvaznije ¢injenice u odnosu na raspored elemenata u
prostoru; otuda su ove ¢injenice iskljuc¢ivo posledica dosad posmatranih
aksioma i nije potrebna nijedna nova prostorna aksioma grupe II.
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§5. Grupa aksioma I71I: Aksiome podudarnosti

Aksiome ove grupe definiSu pojam podudarnosti a time i pojam kretanja.

Definicija. DuZi stoje u izvesnim odnosima medju sobom, za ¢ija nam
oznacavanja sluze reci ,podudarno” (kongruentno) ili ,,jednako".

IIT 1. Ako su A, B dve tacke na pravoj a i ako je, dalje, A’ tacka na
istoj ili na drugoj pravoj a’, onda se moze uvek naci takva tacka B’ prave
a’ na datoj strani od tacke A’, da duz AB bude podudarna ili jednaka duZzi
A’ B’ sto éemo oznaciti na sledeéi nacin:

AB =A'B’

Ova aksioma zahteva moguénost prenosenja duzi. Jednoznacnost takvog
prenoSenja bi¢e docnije dokazana.

Duz je bila definisana prosto kao sistem dveju tac¢aka i oznacena sa AB
ili BA. Poredak ovih tacaka nije u definiciji uzet u obzir; zato formule

AB = A'B',AB = B'A'
BA= A'B',BA=PBA'

imaju isto znacenje.

II12. Ako su duzi A’B’ i A”B” podudarne jednoj istoj duzi AB, bice
i duz A’B’ podudarna duzi A”B”, ili kratko: ako su dve duZ podudarne
tre¢oj, podudarne su i medju sobom.

Posto se podudarnost ili jednakost uvodi tek pomoéu ovih aksioma, to
najpre nije samo po sebi razumljivo da je svaka duz sama sebi podudarna;
ali ova ¢injenica sledi iz prvih dveju aksioma podudarnosti, kad prenesemo
du? AB na ma koju polupravu tako da je konstruisana duz A’B’ podudarna
du#i AB i tada primenimo aksiomu III2 na podudarnosti AB = A'B’ i
AB = A'B'.

Na osnovu toga dobija se dalje, primenom aksiome I3, da podudarnost
duzi ima svojstvo simetije i tranzitivnosti, tj. da vaze stavovi:

ako je AB = A'B/,
onda jei A’B’ = AB,
ako je AB = A'B’

i AB" = A"B"

onda jei AB = A"B".
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Na osnovu simetrije podudarnosti duzi moze se re¢i: dve duzi su ,med-
jusobno podudarne”.

I1I5. Neka su AB i BC dve duzi na pravoj a bez zajednickih tacaka i
neka su, dalje, A’B’ i B'C" dve duzi na istoj pravoj a ili na nekoj drugoj
pravoj a’ koje isto tako nemaju zajednickih tacaka; ako je AB = A’B’ i

BC = B'C" i bice uvek i AC = A'C".

A B C a
A’ B’ c’ a’

Ova aksioma izrazava zahtev mogucnosti sabiranja duzi. PrenosSenje
uglova bice isto tako ispitano kao i prenogenje duzi. Osim mogucénosti pre-
nosenja uglova svakako se mora aksiomaticki zahtevati jos jednoznacnost;
naprotiv, tranzitivnost i aditivnost mogu se dokazati.

Definicija. Neka je a proizvoljna ravan, a h i k neka su dve ma
koje razli¢ite poluprave koja izlaze iz tacke O u ravni « i pripadaju raznim
pravima. Sistem ove dve poluprave h,k nazivacéemo uglom i oznaci¢émo
L(h,k) ili sa Z(k,h).

Poluprave h, k nazivaju se kracima ugla, a tacka O naziva se temenom
ugla.

Polozeni i ispupceni uglovi isklju¢eni su ovom definicijom.

Neka poluprava h pripada pravoj h, a poluprava k pravoj k. Poluprave h
i k uzete zajedno sa tackom O, dele ostale tacke ravni u dve oblasti: za sve
tacke koje sa h leZe na istoj strani od k i sa k na istoj strani od h, kazemo
da leze u unutasnjosti ugla Z(h,k); za sve druge tacke kazemo da leze u
spoljasnjosti ili van ovog ugla.

Na osnovi aksioma I i 11 lako se pokazuje da obe oblasti sadrze tacke i da
duz koja vezuje dve tacke u unutragnjosti ugla, uvek cela lezi u unutrasnjosti
ugla. Isto se tako lako mogu dokazati sledeée Cinjenice: ako tacka H lezi
na h i tacka H na k, to cela duz HK lezi u unutragnjosti. Poluprava koja
polazi iz tacke O ili cela lezi u unutrasnjosti ugla ili cela lezi van tog ugla;
poluprava koja lezi u unutradnjosti ugla preseca duz HK. Ako je A tacka
jedne oblasti, a B tacka druge oblasti, to svaka izlomljena linija koja vezuje
A i B ili prolazi kroz tatku O ili ima sa h ili k¥ najmanje jednu zajdnicku
tacku; naprotiv, ako su A, A’ tacke iste oblasti, to uvek postoji izlomljena
linija koja vezuje tacku A sa A’ i niti prolazi kroz tacku O niti kroz ijednu
od tacaka polupravih hi k.

Definicija. Uglovi stoje u izvesnim medjusobnim odnosima za &ije
nam oznacavanje takodje sluze rec¢i ,podudarno”(kongurentno) ili ,jednako”.

ITIl4. Neka je dat ugao /(h,k) i ravni a i prava o’ u ravni o kao i
odredjena strana ravni o/ prema pravoj a’. Neka h’ oznacava polupravu
prave a’ koja polazi iz tacke O'; onda u ravni o’ postoji jedna i samo jedna
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poluprava k' tako da ugao Z(h, k) podudaran ili jednak uglu Z(h', k') i u isto
vreme sve unutrasnje tacke ugla /(h', k') nalaze se na datoj strani od prave
a’, §to ¢emo oznaciti na ovaj nadin:

L(h,k) = /(W K).
Svaki ugao je podudaran samom sebi, tj. uvek je
L(h,k) = /(h, k)

Ukratko rec¢eno: svaki ugao se moze na jednoznacan nacin preneti u datoj
ravni na datu polupravu sa date strane. Pri definisanju ugla nismo uzimali
u obzir smer obrtanja, kao $to nismo uzimali u obzir smer kod duzi. Otuda
i oznake

L(hKk) = LW, K, L(h,k) = LK /), L(k,h) = LW, K), L(k,h) = L(K,])

imaju isti smisao.

Definicija. Ugao sa temenom u tacki B na ¢ijem jednom kraku lezi
tacka A, a na drugom tacka C, oznacCava se i sa ZABC ili kratko, sa /B .
Uglovi se oznacavaju i sa malim grékim slovima.

III5. Ako za dva trougla ABC i A'B'C’ vaze podudarnosti

/ABC = /A'B'C'

onda uvek postoji i podudarnost.

Aksiome II1Ii_3 sadrze samo iskaze o podudarnosti duZi; zato se one
mogu nazivati linearnim aksiomama I11. Aksioma I114 sadr7i iskaze o podu-
darnosti uglova. Aksioma II15 vezuje medju sobom pojmove podudarnosti
duzi i uglova.

A B B

Aksiome I'11y 1 I115 sadrze iskaze o elmentima ravanske geometrije i zato
se mogu nazvati aksiomama ravni grupe I11.

Jednozna¢nost prenosenja duzi sledi iz jednoznacnosti prenogenja uglova
uz pomo¢ aksiome III; . Pretpostavimo da se duz AB moZe preneti na
polupravu koja polazi iz tacke A’ na dva nacina, naime do tacke B’ i do
tacke B”. Uze¢emo tada tacku C’ van prave A’B’ i dobi¢emo kongruencije
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A'B = AB" AC' = AC', [AB'C' = /B"A'C’
dakle, prema aksioma Iy
(A"C'B' = /A'C'B”

Sto protivuredi jednozna¢nosti prenosenja ugla koja se zahteva u aksiomi
I11y.

§6. Posledice aksioma podudarnosti

Definicija. Dva ugla koja imaju zajednicko teme i jedan zajednicki
krak, a ¢iji nezajednicki kraci obrazuju pravu nazivaju se uporednim uglovoma.
Dva ugla sa zajednic¢kim temenom ¢iji kraci obrazuju dve prave nazivaju se
unakrsnim uglovima. Ugao koji je svom uporednom uglu podudaran naziva
se pravim uglom.

Dokazac¢emo sada redom ove stavove:

Stav 11. U trouglu sa dve podudarne strane uglovi koji leZe naspram
tih strana su podudarni, ili, krac¢e: u ravnokrakom trouglu uglovi na osnovici
su jednaki. Ovaj stav sledi iz aksiome 1115 i poslednjeg dela aksiome I11,.

Definicija. Za trougao ABC kaZe se da je podudaran trouglu A’B'C’,
ako su podudarnosti

AB = A'B’, AC = A'C', BC = B'C'
(A= /A /B=/B,/C=/C
sve zadovoljene.

Stav 12 (prvi stav o podudarnosti trouglova). Trougao ABC' je podu-
daran trouglu A’B’C’, ako vaZe podudarnosti

AB=A'B', AC=A'C", / A=/ A

Dokaz. Prema aksiomi I1]5 postoje podudarnosti
/B=/B' /C=/C",

i zato ostaje samo jo§ da se dokaZe da vazi podudarnost BC=B'C’. Pret-
postavimo suprotno, naime da BC' nije podudarno sa B'C’ i odredimo na
B'C’ tatku D’ tako da je BO=B'C’. Tada se, primenom aksiome III5; na
trouglove ABC i A’B'C’, dobija da je /ZABC = /A’B'D’. Bio bi, dakle,
ugao /BAC kongruentan kako uglu /B’'A’D’, tako i uglu /B’A'C’; ovo je
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moguce, posto se prema aksiomi I114 svaki ugao moze u ravni preneti samo
na jedan nacin na datu polupravu sa date strane u ravni. Time je dokazano
da je trougao ABC kongruentan trouglu A’B’C’. Isto tako lako se dokazuje
slededi stav.

Stav 13 (drugi stav o podudarnosti trouglova). Trougao ABC' podu-
daran je drugom trouglu A’B’C" ako vaze podudarnosti

AB=AB', /A= /A", /B=/B.

Stav 14. Ako je ugao /ABC podudaran drugom uglu /A’B'C’ bice i
njegov uporedni ugao /C'BD podudaran uporednom uglu
/C'B'D’ onog drugog ugla.

¢ c’

Dokaz. Izaberimo tacke A’, C’, D' na kracima koji polaze iz tacke B’
tako da bude

AB=A'B',CB=C'B,DB=DB.

Iz stava 12 tada sledi da je trougao ABC podudaran trouglu A’B’'C’ tj. vaze
podudarnosti

AC = A'C'"i /BAC = /B'A'C".

A osim toga kako je prema aksiomi I1I3 du? AD podudarna duzi A'D’, iz
istog stava 12 sledi da je trougao CAD podudaran trouglu C'A’'D’, tj. vaze
podudarnosti:

CD=C'D'i /ADC = [A'D'C’,
a odatle sledi, posmatrajuci trouglove BCD i B'C'D’ prema aksiomi 115,
/CBD = /C'B'D'.

Neposredna posledica stava 14 jeste stav o podudarnosti unakrsnih uglova.
Dalje, iz istog stava sledi egzistencija pravog ugla. Ako se, naime, prenese
proizvoljan ugao na polupravu OA od tacke O na obe strane i na slobodnim
kracima od tacke O uzmu kongruentne duzi OB=0C, to ¢e duz BC' preseci
pravu OA u nekoj tacki D. Poklopi li se pri tome tacka D sa tatkom O, onda
su uglovi /ZBOA i /COA jednaki uporednim uglovima i zato pravi. Lezi li,
pak, D na polupravoj DA, bi¢e prema konstrukciji, /DOB = /DOC, a
u slucaju da D lezi na drugoj polupravoj, to iz stava 14 sledi pomenuta
podudarnost.
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Prema aksiomil I Is svaka duz podudarna ja samoj sebi: OD=DO. Prema
tome, na osnovu aksiome 1175 sledi da je ZODB = /ODC.

Stav 15. Neka su h, k,[ sa jedne strane i A/, k’,1’ sa druge strane po tri
poluprave koje polaze iz iste tactke O odnosno O’ i leze u ravni o odnosno
o/. Neka pri tome h,k i I/, k" leZe na istoj strani ili raznim stranama od [
odnosno I’. Ako tada postoje podudarnosti

L(h 1) = LW U) 1 LKD) =LK,
onda je uvek i
L(h,k) = L(W,K).

Dokaz ¢e biti izveden za slucaj kada h i k leZe na istoj strani od I, a
prema pretpostavci takodje h' i k' leZe na istoj strani od I’. Pomocu stava
14 drugi se slucaj svodi na prvi sluc¢aj. Iz definicije sledi da ili A lezi u uglu
/(k,1) ili k lezi u uglu Z(h,l). Uzmimo oznafavanja tako da h lezi u uglu
/(k,1). Odaberimo na kracima k, k', 1,1’ tacke K, K', L, L’ tako da bude OK
= O'K’. Prema jednom prethodno navedenom stavu, poluprava h preseca

duz KL u tacki H.

Uzmimo tacku H’ na polupravoj h' tako da bude OH = O'H’. U trou-
glovima OLH i O'L'H’, kao i u trouglovima OLK i O'L’' K’ na osnovu stava
12, dobijaju se podudarnosti

/OLH = /O'L'H', /OLK =/0'L'K’,
LH=LH LK =LK'
i najzad

/OLK= (O'L'K'
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Kako se, prema aksiomi 111, svaki ugao moze samo na jedan nacin preneti
na datu polupravu sa date strane u nekoj ravni i kako H' i K’, prema pret-
postavci, leZe na istoj strani od I’ , to na osnovu dveju pomenutih podu-
darnosti duZi i na osnovu aksiome 113 lako pokazuje da je HK = H'K'. 1z
podudarnosti OK = O'K'i HK = H'K'i /OKL = /O'K'L’ moze se po-
mocu aksiome I115 izvesti ta¢nost naseg tvrdjenja. Na slican nacin dolazimo
do ove ¢injenice:

Stav 16. Neka je ugao Z(h, k) koji je u ravni o podudaran uglu Z(h’, k)
koji je u ravni o’ i neka je [ poluprava ravni a koja polazi iz tamena ugla
/(h, k) i prostire se u unutragnjosti ovog ugla: tada u ravni o/ postoji jedna
i samo jedna poluprava I’ koja polazi iz temena ugla /(h', k') i prostire se u
unutragnjosti ovog ugla tako da je

L(WE) = LW K Lk = L(KT).
Da bismo dobili treé¢i stav o podudarnosti i osobinu simetrije podudarnosti
uglova, izveséemo najpre iz stava 15 jo§ ovaj stav:

Stav 17. Ako dve tacke Z7 i Zy leZe sa raznih strana prave XY i ako
pri tome vaze podudarnosti XZ1 = X231 Y Z, =Y Z,, biceiugao / XY 7,
podudaran uglu /XY Z,.

Z1 ZZ

Y

Dokaz. Prema stavu 11 je /X Z1Zy = /X ZoZ1 1 LY 2179 = /Y ZsZy.
Zato iz stava 15 sledi podudarnost: /X Z1Y =/XZ,Y. Narociti slucajevi
kad X odnosno Y leze na Z1Z5 reSavaju se jo§ prostije. Iz poslednje podu-
darnosti i pretpostavljenih podudarnosti XZ; = XZ5 i YZ; = Y Z5 sledi
prema aksiomi I115 tvrdjenje:

(XY Z = /XY Zs.

Stav 18 (tre¢i stav o podudarnosti trouglova). Ako su u dva trougla
ABC i A’B'C" odgovarajuce strane podudarne, onda su trouglovi podudarni.

c




17

Dokaz. Kako je nastrani 11 dokazana osobina simetrije za podudarnost
duzi, dovoljno je dokazati da je trougao ABC podudaran trouglu A’B’'C’.
Prenesimo ugao /BAC na polupravu A’C’ sa obe strane tacke A’. Na kraku
koji sa tatkom B’ lezi sa iste strane od A’C’ odaberimo tacku By tako da
je A’Byg = AB; i odaberimo na drugom slobodnom kraku tacku B” tako da
je A’B"=AB. Prema stavu 12 bice BC = ByC' i isto tako BC = B"C’. 1z
dosad pomenutih podudarnosti zajedno sa podudarnostima iz pretpostavke
prema aksiomi I7115 dobijamo podudarnosti

A'B" = A'By, B"C' = ByC'

A/Bl/ = A,B/, B//C/ = B/C/.

Pretpostavke stava 17, dakle, vaze kako za oba trougla A’B"C" i A’ ByC’
tako isto i za oba trougla A’B"C" 1 A'B'C’, tj. ugao /B" A’C' podudaran je
kako uglu /BoA'C’, tako i uglu /B’A’C’. No kako se, prema aksiomi 111y,
svaki ugao moze samo na jedan nadcin preneti na datu polupravu sa date
strane u nekoj ravni, to se poluprava A’By mora poklopiti sa polupravom
A'B’, tj. ugao kongruentan uglu /BAC koji je prenet sa odradjene strane
na A'C’ jeste ugao /B’'A'C’. 1z podudarnosti /BAC = /B'A'C" i iz pred-
postavljenih podudarnosti duzi sledi, prema stavu 12, tvrdjenje nase teo-
rame:

Stav 19. Ako su dva ugla (A, k") i Z(h", k") podudarna trecem uglu
/(h,k), onda je i ugao /(h',k’) podudaran uglu Z(h”, k") Ovaj stav koji
odgovara aksiomi 111, moze se ovako formulisati: ako su dva ugla podudarna
tre¢em, oni su medju sobom podudarni.

Dokaz. Neka su tacke O, O” i O temena tri data ugla. Odaberimo
na po jednom kraku svakog od ovih uglova tacke A’, A” i A tako da bude
O'A'=0A1 0'A"=0A. Tsto tako odaberimo na drugim kracima tacke B’, B”
i B tako da bude O'B'=0B i 0" B"=0B. Ove podudarnosti zajedno sa obe
pretpostavke

L(WE) = L(hk) i LW KT = L(hy k)
prema stavu 12, daju podudarnosti
A'B'= ABi A’B" = AB.

Prema aksiomi I'1I5, dakle, sve tri odgovarajuce stranice trouglova A’ B'O’
i A”B"0O" podudarne su, a time, prema stavu 18 vazi

LMK = L(W K.

Iz stava 19, isto kao za duzi iz aksiome Iy, sledi osobina simetrije
podudarnosti uglova, tj.: ako je Za= /( onda su uglovi Za i /8 medju
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sobom podudarni. Narocito, stavovi 12-14 mogu se sad izraziti u simetri¢noj
formi. Sad mozemo zasnovati uporedjivanje veli¢ina uglova.

Stav 20. Neka su data ma koja dva ugla /(h,k) i Z(h',k’). Ako se tada
pri prenosenju ugla /(h, k) na polupravu h’ sa strane na kojoj je poluprava
I', dobije unutrasnja poluprava k', onda se prenofenjem ugla /(h',k’) na
polupravu h sa strane na kojoj je k£ dobija spoljasnja poluprava [ i obrnuto.

l I
k k'
h h
i U/ k
l l//
h h

Dokaz. Pretpostavimo da [ lezi u unutrasnjosti ugla /(h, k). Posto je
L(h,k)=/(N,K'), prema stavu 16, unutrasnjoj polupravoj [ odgovara polupra-
va ["” u unutragnjosti ugla /(h', k') tako da vazi podudarnost /(h,l)=/(h',1").
Prema pretpostavci i zbog simetrije kongruencije uglova vazi /(h, )=/ (h',1'),
pri ¢emu su I’ i I” nuzno razliciti, a to protivureti jednozna¢nosti prenosenja
ugla po aksiomi I714. Obrnuti stav dokazuje se sli¢no.

Definicija. Ako pri prenoenju ugla /(h,k) opisanom u stavu 20,
poluprava k' padne u unutrasnjost ugla Z(h',l’), onda kazemo da je ugao
/(h, k) manji od ugala /(h/, k'), a pisemo: /(h,k) < /(h',l'); ako li se pak
pri tome dobije spoljasnja poluprava, onda ¢emo re¢i: ugao Z(h, k) je veci
od ugla /(h',l'), a pisati: /(h,k) > /(I ,l').

Vidimo da za dva ugla « i # uvek postoji jedna i samo jedna od ove tri
mogucnosti:

a<fif>a,a=06,a>01i0<a.
Uporedjivanje veli¢ina uglova je tranzitivno, tj. iz svake od triju pretpostavki
l.a>8,8>v2. a>3,0=y,3. a=6,08>7y
sledi
a > .

Uporedjivanje veli¢ina duzi sa analognim svojstvima neposredno sledi iz ak-

sioma II i I1]; i jednoznacnosti prenosenja duzi, dokazanih ranije. Na os-

novu uporedjivanja veli¢ina uglova postize se dokaz narednog prostog stava

koji je Euklid - po mome migljenju bez prava - stavio medju aksiome.
Stav 21. Svi pravi uglovi su podudarni medju sobom
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Dokaz. Prav ugao je, prema definiciji, takav ugao koji je podudaran
svom uporednom uglu. Neka su uglovi « ili Z(h,l) i 8 ili Z(k,l) uporedni
uglovi, isto tako i uglovi o/ i #, i neka je « = 31 o’ = 3. Pretpostavimo,
suprotno tvrdjenju stava 21, da ugao o/ nije podudaran uglu «. Tada se,
preno$enjem ugla o/ na polupravu h sa strane na kojoj lezi [, dobija poluprava
1", razli¢ita od [. Na taj nacin [” lezi ili u unutragnjosti ugla « ili u untrasn-
josti ugla 3. U sluc¢aju da I’ leZi u unutragnjosti ugla «, vaZilo bi:

() < a,a= 06,0 < (k1.

Odavde sledi na osnovu tranzitivnosti uporedjivanja veli¢ina
L(h, ") < /(Kk,1"). S druge strane prema pretpostavci vazi stav 14

L(h1") =o', o' =0, 8 = L(k,1"),
a iz toga sledi
LW = L(k,17).

Sto protivureci odnosu Z(h, ") < /(k,1"”). U slu¢aju da [” lezi u untragnjosti
ugla (3, dolazi se do potpuno analogne protivure¢nosti. Time je dokazan stav
21.

Definicija. Ugao koji je veci od svog uporednog ugla odnosno veé¢i od
pravog ugla, naziva se tupim uglom; ugao koji je manji od svog uporednog
ugla, odnosno manji od pravog ugla, naziva se oStrim uglom.

Osnovni stav, koji je jo§ kod Euklida igrao vaznu ulogu, iz koga sledi niz
¢injenica, jeste stav o spoljasnjem uglu.

Definicija. Uglovi ZABC, /BCA i /CAB koji pripadaju trouglu
ABC nazivaju se uglovima toga trougla; uglovi koji su uporedni ovim uglovi-
ma nazivaju se spoljasnjim uglovima trougla.

Stav 22 (stav o spoljasnjem uglu). Spoljasnji ugao trougla veéi je od
oba njemu nesusedna ugla u trouglu.

Dokaz. Neka je ugao ZCAD spoljasnji ugao trougla ABC. Neka se
tacka D odabere tako da je AD = CB.




20

Dokazimo najpre da je ZCAD =|= /ACB, to bi usled podudarnosti
AC = CA i prema aksiomi [[15, vazilo: /ACD = /CAB. 1z stavova 14 i
19 sledilo bi sada da je ugao /ZACD podudaran uglu koji je uporedan uglu
LACB. Tada bi, prema aksiomi I1l, tacka D lezala na pravoj C'B, §to
protivuredi aksiomi Is. Vazi, dakle,

[CAD =|= /ACB.

No, takodje ne moze biti /CAD < /ACB, jer tada bismo, prenogenjem
spoljagnjeg ugla /CAD u tacku C na CA sa one strane na kojoj lezi B,
dobili krak koji se prostire u unutrasnjosti ugla /ACB; taj krak bi presecao
du? AB u nekoj tacki B’. Tada bi u trouglu AB’C spoljasnji ugao /CAD
bio podudaran uglu ZACB’. A to, kao §to je gore dokazano, nije moguce.
Dakle, ostaje jo§ samo mogucénost: /ZCAD < /ACB.

o
%

®Q

Sy

Isto tako sledi da je ugao koji je unakrsan uglu /CAD vedé od ugla
/ABC, a iz podudarnosti unakrsnih uglova i tranzitivnosti uporedjivana
veli¢ina uglova sada sledi /CAD > /ABC.

Time je tvrdjenje potpuno dokazano.

Vazne posledice iz stava o spoljagnjem uglu jesu naredni stavovi.

Stav 23. U svakom trouglu prema vecoj strani lezi veéi ugao.

Dokaz. Prenesimo manju od dveju posmatranih strana trougala od za-
jednickog temena na vecéu stanu. Tvrdjenje tada sledi usled tranzitivnosti
uporedjivanja veli¢ina uglova iz stavova 111 12.

Stav 24. Trougao sa dva jednaka ugla je ravnokraki.

Ova inverzija stava 11 jeste neposredna posledica stava 23. Iz stava 22
dobija se dalje na prost na¢in dopuna drugog stava podudarnosti trouglova:

Stav 25. Dva trougla ABC i A’B’C’ podudarna su jedan drugom ako
postoje podudarnosti

AB=A'B, /A= /Ai [C = /C

Stav 26. Svaka duz moze se prepoloviti.
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Dokaz. Prenesimo na datu duz AB kod njenih krajnjih tacaka sa raznih
strana isti ugao «, pa na slobodne krake prenesimo jednake duzi: AC = BD.
Posto tacke C i D leZe na raznim stranama od AB, to duz C'D preseca pravu
AB u nekoj tacki E.

Pretpostavka da se tacka E poklapa sa tackom A ili B, neposredno pro-
tivured stavu 22. Uzmemo li da B le7i izmedju A i F, onda bi, prema stavu
22, bilo:

./ ABD > /BED > /BAC,

Sto protivureci konstrukciji. Ista se protivureénost dobija iz pretpostavke
da tacka A lezi izmedju B i E. Dakle, prema stavu 4, tacka F leZi na duZzi
AB. Prema tome su uglovi /AEC i /BED, kao unakrsni uglovi, podudarni.
Zato se stav 25 moze primeniti na trouglove AEC i BED, a time se dobija

AF = EB.

Kao neposredna posledica iz stavova 11 i 26 sledi ¢injenica: svaki se ugao
moze prepoloviti.

Pojam podudarnosti moze se sada prosiriti i na proizvoljne figure.

Definicija. Ako su tacke A, B,C, D, ..., K, L na pravoj a i tatke
A, B, C'" D, .. K' L napravoj a takva dva niza tacaka da su sve odgo-
varajuce duzi ABi A'B', ACi A'C', BC'i B'C',..., KL i K'L' po dve medju
sobom podudarne, onda se za oba niza tacaka kaze da su medjusobno po-
dudarna; tacke A1 A’, Bi B’,..., L i L' nazivaju se odgovaraju¢im tackama
podudarnih nizova tacaka.

Stav 27. Ako je od dvaju podudarnih nizova tacaka A, B,C,...., K, L
i A,B',C,..,K',L" prvi tako uredjen da tacka B lezi izmedju A s jedne
strane i C, D, ..., K, L s druge strane, tacka C izmedju A, B s jedne strane
D,...,K, L s druge strane, itd. onda su tacke A’, B’,..., K', L’ na isti nadin
uredjene tj. B’ lezi izmedju A’ s jedne strane i C', D', ..., K', L" sa druge
strane, C’ izmedju A’, B’ s jedne strane i D', ..., K', L’ s druge strane itd.

Definicija. Ma koji konac¢an broj tacaka naziva se figurom; ako sve
tacke te figure leze u jednoj ravni, onda se ona naziva ravnom figurom.

Dve figure se nazivaju podudarnim ako se njihove tacke mogu po dve i
dve dodeliti jedna drugoj tako da su na ovaj nacin jedna drugoj dodeljene
duzi i jedan drugom dodeljeni uglovi - podudarni. Podudarne figure, kao
§to se vidi iz stavova 14 i 27, imaju ova svojstva: ako tri tacke neke figure
leZe na jednoj pravoj, onda ¢e u svakoj podudarnoj figuri odgovarajuce tacke
lezati isto tako na jednoj pravoj. Raspored tac¢aka u odgovarajué¢im ravnima
u odnosu na odgovarajuce prave isti je u podudarnim figurama; to isto vazi i
za poredak odgovarajuéih tacaka na odgovarajué¢im pravima. Najopstiji stav
o podudarnosti za ravan i za prostor izrazava se na ovaj nadin:

Stav28. Akosu (A,B,C,...,L)i(A",B’,C’, ..., L") dve podudarne ravne

figure i ako P oznacava tafku u ravni prve figure, onda se u ravni druge
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figure moze naci tatka P’ tako dasu (A, B,C,...,L, P)i(A’,B',C’', ..., L', P")
takodje podudarne figure. Ako figura (A, B,C, ...,L) sadrzi najmanje tri
tacke koje ne leze na jednoj pravoj, konstrukcija tactke P’ je samo na jedan
nacin moguca.

Stav 29. Ako su (A,B,C,....,L)i (A",B',C’,...,L') podudarne figure i
ako P oznacava proizvoljnu tacku moZe se uvek naci tacka P’ tako da su i
figure (A, B,C,...,L,P)i (A,B',C', ..., L', P') podudarne. Sadrz li figura
(A, B,C,...,L) najmanje Cetiri tatke koje ne leze u jednoj ravni, onda je
konstrukcija tacke P moguéa samo na jedan nadin.

Stav 29 izrazava vazan razultat da su sve prostorne ¢injenice podu-
darnosti, a samim tim i svojstva kretanja u prostoru uracunavsi tu i grupe
aksioma [ i II - posledica i pet gore postavljenih linearnih aksioma podu-
darnosti i aksioma podudarnosti u ravni.

§7. Grupa aksioma I'V: Aksioma paralelnih

Neka je «a proizvoljna ravan, a proizvoljna prava u ravni « i A tacka u
toj ravni « koja lezi van prave a. Povucimo u ravni « pravu c¢ koja ide kroz
tatku A i preseca pravu a, a zatim u ravni « pravu b kroz tacku A tako
da prava c preseca prave a, b pod jednakim saglasnim uglovima. Tada se
iz stava o spoljagnjem uglu (srav 22) lako zakljucuje da prave a i b nemaju
nijednu zajednicku tacku, tj. u ravni « kroz tacku A van prave a moze se
povuéi prava koja ne preseca pravu a.

Aksioma paralelnih glasi:

IV (Euklidova aksioma). Neka je a proizvoljna prava i A tatka van nje,
tada postoji u ravni, odradjenoj pravom a i tackom A, najviSe jedna prava
koja prolazi kroz A i ne preseca a.

Definicija. Iz predhodnog i na osnovu aksiome paralelnih saznajemo,
da u ravni, odredjenoj sa a i A, postoji jedna i samo jedna prava koja prolazi
kroz tacku A i ne preseca pravu a; tu pravu nazivamo paralelnom prema a
kroz A. Aksioma paralelnih IV istog je znacenja sa ovim zahtevom: Ako
dve prave a, b koje leze u jednoj ravni, ne seku tre¢u pravu c iste ravni, one
se onda ne seku ni medju sobom. Ustvari, ako bi prave a, b imale zajednic¢ku
tacku A, to bi kroz tacku A u istoj ravni bile moguée dve prave a, b koje
ne bi sekle pravu c; ova okolnost protivureci aksiomi paralelnih I'V. Isto se
tako lako dobija i obrnuta aksioma paralelnih IV iz pomenutog zahteva.

Aksioma paralelnih IV jeste aksioma ravni.

Uvodjenje aksiome paralenih znatno uproséava osnove i olaksava izgrad-
jivanje geometrije. Ako, naime, dodamo aksiomama podudarnosti aksiomu
paralelnih, onda lako dolazimo do poznatih ¢injenica:

Stav 30. Ako su dve paralelne prave presecene trecom pravom, onda su
saglasni uglovi i naizmeni¢ni uglovi podudarni, i obrnuto: iz podudarnosti
saglasnih ili naizmeniénih uglova sledi da su prave paralelne.

Stav 31. Uglovi trougla ¢ine zajedno dva prava ugla.
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Definicija. Ako je M neka proizvoljna tacka u ravni «, onda se ukup-
nost svih onih tacaka A u ravni «a, za koje su duzi M A jedna drugoj kon-
gruentne, naziva krugom; tacka M se naziva srediSte kruga.

Na osnovu ove definicije lako se izvode pomoc¢u grupa aksioma [11-IV
poznati stavovi o krugu, naro¢ito moguénost konstukcije kruga ma kroz koje
tri tacke koje ne leze na jednoj pravoj, kao i stav o podudarnosti svih per-
iferijskih uglova nad isto tetivom i stav o uglovima u tetivnom ¢etvorouglu.

§8. Grupa aksioma V: Aksiome neprekidnosti

V7 (aksioma merenja ili Arhimedova aksioma). Ako su AB i C'D ma koje
dve duzi, onda postoji neki takav broj n, da kad se duz C'D prenese n puta
od A jedno za drugim po polupravoj koja prolazi kroz tacku B prelazi se
preko tacke B.

V5 (aksioma linearne potpunosti). Sistem tafaka neke prave sa svojim
relacijama rasporeda i kongruencije ne moze se tako progiriti, da ostanu
oCuvane relacije koje postoje izmedju prethodnih elemenata kao i osnovne
osobine linearnog rasporeda i kongruencije koje proisti¢u iz aksioma I-I11,
i aksiome V7.

Pod osnovnim osobinama se razumeju one u aksimama II;_3 i u stavu
5 formulisane osobine rasporeda kao i one u aksiomama I11;_3 formulisane
osobine podudarnosti pored jednoznac¢nosti prenoSenja duzi.

Sto se tice onih osobina sistema tacaka neke prave koje zahtevaju ak-
sioma I3 i stav 3 (dokazan uz pomo¢ aksiome I1y), ostaje prva, da na pravoj
ima bar dve tacke, pri svakom progirenju sama po sebi o¢uvana, a druga,
da za dve tacke prave uvek postoji tacka koja lezi izmedju njih, posledica je
nemogucénosti prosirenja sistema tacaka neke prave. Da aksioma potpunosti
bude ispunjena, bitno je uslovljeno time Sto se u njoj, medju aksiomama ¢ije
se odrzanje zahteva, sadr7zi Arhimedova aksioma. Ustvari moZe se pokazati:
nekom sistemu tacaka na pravoj, koji zadovoljava maloc¢as nabrojane ak-
siome i stavove rasporeda i kongruencije, moze se uvek dodati jos tacaka
na taj nacin, da u ovako proSirenom sistemu pomenute aksiome takodje
vaze; to znaci, aksioma potpunosti, u kojoj bi se zahtevalo samo odrzanje
pomenutih aksioma i stavova, ali ne i Arhimedova ili njoj odgovarajuc¢a ak-
sioma, ukljucivala bi prtivure¢nost. Obe aksiome neprekidnosti su linearne
aksiome. Uglavnom iz linearne aksiome potpunosti dobijau se ove opstije
¢injenice:

Stav 32 (stav o potpunosti). Elementi geometije (tj. tacke, prave i
ravni) obrazuju sistem, koji, kad se zadrze aksiome veze, rasporeda i kon-
gruencije i Arhimedova aksioma, a pogotovo kad se zadrze sve aksiome, ne
dopusta vie nikakvo prosirenje pomocu tacaka, pravih i ravni.

Dokaz. Elemente koji postoje pre proSirenja nazvacemo starim ele-
mentima, a one elemente koji se pri profirenju dodaju nazvaéemo novim
elementima. Pretpostavka novih elemenata neposredno vodi pretpostavci
nove tacke .
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Prama aksiomi Ig postoje Cetiri stare tacke A, B, C, D koje nisu u jednoj
ravni. Oznake se mogu tako izabrati da tacke A, B, N ne leze na jednoj
pravoj. Obe ravni ABN i ACD, razli¢ite jedna od druge, imaju, prema
aksiomi I7, osim zajednicke taCke A jo§ i zajedni¢ku tacku E. Tacka E ne
lezi na pravoj AB, jer bi inace tatka B lezala u ravni ACD. U slucaju da je
E nova tacka, onda u staroj ravni ACD lezi nova tacka E; u sluc¢aju pak da
je E stara, nova tacka N lezi u staroj ravni, naime u ravni ABFE. U svakom
slu¢aju, dakle, nova tacka lezi u staroj ravni.

U staroj ravni postoji stari trougao FGH, a na duzi F'G stara tacka I.
Ako spojimo novu tacku L sa tackom I, tada ce se, prema aksiomi I1y, prave
ILi FH ili prave IL i GH seéiu tacki K, ako nova tacka L ne lezi na pravoj
IH.

U slucaju da je K nova tacka, to nova tacka K leZi na staroj pravoj
FH ili GH; u sluc¢aju pak da je K stara tacka, onda nova tacka L lezi na
staroj pravoj IK. Otuda sve tri pretpostavke protivurece aksiomi linearne
potpunosti. Prema tome, treba odbaciti pretpostavku nove tacke u staroj
ravni i time uopste pretpostavku novih elemenata.

Stav o potpunosti moZze se jos ostrije formulisati; zadrzavanje nekih pome-
nutih aksioma ne mora se bezuslovno zahtevati. Ali bitno za njegovo vazenje
jeste da je medju aksiomama ¢éije se odrzanje u njemu zahteva sadrzana
aksioma I7. Ustvari, mozZe se ovo pokazati: sistemu elemenata koji zadovol-
javaju aksiome I — V', moze se uvek dodati jo§ tacaka, pravih i ravni tako
da u pro§irenom sistemu vaze iste aksiome, izuzimajuci aksiomu I7; to znaci,
stav potpunosti u kome bi bila sadrzana aksioma I, ili njoj ekvivalentna
aksioma, ukljucivao bi u sebe protivure¢nost .

Aksioma potpunosti nije posledica Arhimedove aksiome. Ustvari, samo
Arhimedova aksioma uz pomod¢ aksioma I — IV nije dovoljna da dokaze
da je naSa geometrija identi¢na sa obi¢nom analitickom Dekartovom (R.
Descartes) geometrijom(up. §9 i §12). Naprotiv, dodavanjem aksiome pot-
punosti - mada ova aksioma ne sadrzi nikakav iskaz o pojmu konvergencije -
uspeva nam da dokazemo egzistenciju granice koja odgovara Dedekindovom
(Dedekind) preseku i Bolcanov (B. Bolzano) stav o prostojanju tafaka
zgusnjavanja, ¢ime se tada naSa geometrija pokazuje kao identi¢na Dekar-
tovoj geometriji.

Pomoé¢u predhodnog razmatranja zahtev neprekidnosti je razlozen na
dva bitno razli¢ita dela, naime na Arhimedovu aksiomu koja ima ulogu da
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pripremi zahtev neprekidnosti, i na aksiomu potpunosti koja je zavrsni ¢lan
celog sistema aksioma.

U slede¢im ispitivanjima uglavnom ¢emo se osloniti na Arhimedovu ak-
siomu i uop§te neé¢emo pretpostavljati aksiomu potpunosti.
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Druga glava
Neprotivurecnost i uzajamna nezavisnost aksioma
§9. Neprotivurecnost aksioma

Aksiome onih pet grupa, postavljenih u prvom odeljku ne protivurece
jedna drugoj, tj. iz njih se pomocu logic¢kih zaklju¢aka ne moze izvesti neka
¢injenica koja bi protivurecila jednoj od postavljenih aksioma. Da bismo
se uverili u to, obrazovac¢emo od realnih brojeva sistem stvari u kome ce
biti zadovoljene sve aksiome tih pet grupa. Posmatrajmo najpre podrucje
Q svih onih algebarskih brojeva koji se dobijaju ako se podje od broja 1 i
konacan broj puta primene ¢etiri ra¢unske operacije: sabiranje, oduzimanje,
mnoZenje, deljenje i peta operacija [v'1 + w?|, gde w treba uvek da oznacava
broj koji je ranije postojao pomocé¢u pomenutih pet operacija. Par brojeva
(z,y) podrucja  smatracemo kao tacku, a razmere (u : v : w) ma koja
tri broja podrudja €2, u slu¢aju da w i v nisu oba nula, kao pravu; dalje,
neka postojanje jednacine ux 4+ vy + w = 0 izrazava da tacka (z,y) lezi na
pravoj (u : v : w); tada su, §to se lako vidi, aksiome I1_3 i IV zadovoljene.
Brojevi podrucja ) su svi realni; uzimajué¢ u obzir da se ti brojevi mogu
rasporediti prema svojim veli¢inama, mozemo lako ustanoviti takve postavke
za nase tacke i prave da vaze i sve aksiome I rasporeda. Ustvari, ako su
(x1,y1), (x2,92), (z3,y3),... ma koje tatke na pravoj, to ¢e ovo biti njihov
poredak na pravoj, ako brojevi x1, x9, z3,... ili y1, y2, ¥3,... uovom poretku ili
stalno opadaju ili stalno rastu; dalje da bi zahtev aksiome I, bio ispunjen,
potrebno je samo ustanoviti da sve tacke (z,y), za koje je ux + vy +w manje
ili vece od 0, leze na jednoj, odnosno na drugoj strani prave (u: v : w).

(«',y")

et (z,y)

0(0,0)  E(1,0)

Lako se mozemo uveriti da se ova postavka slaze sa predhodnom postavkom
koja odredjuje poredak tacaka na pravoj.

PrenoSenje duzi i uglova izvodi se prema poznatim metodama analiticke
geometrije. Transformacija oblika

¥=z+a
Yy =y+b

daje paralelno pomeranje duzi i uglova, a transformacija oblika



27

=z
Yy =y

daje ogledanje na pravoj y = 0. Dalje, ako se tacka (0,0) oznadi sa O, tacka
Je 08 J JY J
(1,0) sa E iproizvoljna tacka (a, b) sa C, tada iz proizvoljne tacke (x,y) tacka
(2',y") proizilazi obrtanjem za ugao ZCOE, ako je O stalna tacka obrtanja,
pri ¢emu treba staviti
a o b

Va2t T Vet Y

!/ a
Y= Vaemwt T vaey

VaTF B =b 1+ ()2

takodje pripada podruéju €2, onda pri nafim postavkama vaZe i aksiome
kongruencije I11;_4 i ocigledno je zadovoljena kako aksioma podudarnosti
trouglova II15, tako i Arhimedova aksioma V7. Aksioma potpunosti V5 nije
zadovoljena.

Svaka protivure¢nost u posledicama iz linearnih aksioma i aksioma ravni
I — IV, Vi morala bi se samim tim pojaviti i u aritmetici podrucja €.

Odaberemo li u gornjem izlaganju umesto podruc¢ja 2 podruéje svih re-
alnih brojeva, dobi¢emo obi¢nu ravnu Dekartovu geometriju. Da je u ovoj
poslednjoj zadovoljena, osim aksioma I1_3, I, I11, V7 i aksioma potpunosti,

x =

Posto broj

saznaje se na ovaj nacin:

U Dekartovoj geometriji se samo na osnovu definicija rasporeda i podu-
darnosti duzi moze zakljuciti: svaka duz se moze podeliti na proizvoljan broj
n podudannih delova i ako je duz AB manja od duzi AC, onda je i n-ti deo
od AB manji od n-tog dela AC.

Pretpostavimo sada da postoji prava g, na kojoj se, nasuprot aksiomi
potpunosti, moze dodati jos tacaka datoj geometriji, a da se pri tome na
pravoj g ne narusi vaZenje aksioma IIy_3, IIl;_3, Vi, stava 5 ili jednoz-
nanosti prenosenja duzi (str. 25). Neka jedna od datih tafaka bude N.
Tacka N deli pravu g u dve poluprave, od kojih svaka, prema Arhimedovoj]
aksiomi, sadrzi i takve tacke koje postoje pre proSirenja - ove poslednje ¢emo
nazvati starim tackama. Dakle, tacka N razdeljuje stare tacke prave g na
dve poluprave. Uzmemo li pravu g predstavljenu u parametarskom obliku

T =mt-+n,
y=pl+gq,

u kojoj parametar ¢ joS pre proSirenja pomocu N uzima sve realne vrednosti,
onda ¢e podela izvedena tackom N pruziti Dedekindov presek ovih vrednosti.
Kao s§to je poznato, za takav presek vazi: ili prva klasa odredjena pomodéu
njega ima poslednji element, ili druga klasa ima prvi element. Neka na pravoj
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g ovom elementu odgovara tatka A. Tada izmedju A i N ne lezi ni jedna
stara tacka.

Naprotiv, postoji takva stara tacka B, da N lezi izmedju A i B. Dalje,
prema Arhimedovoj aksiomi, postoji mnogtvo tacaka npr. n-1 razlic¢itih
tacaka N, C1,Cy,...,Cph_s, D, tako da su n duzi AN ,NC1, C1Cs,..., Cp_oD
jedna drugoj podudarne i da tacka B lezi izmedju A i D.

g _4 Y G &% Ono—<:72 D
w B

Podelimo tada duz AB na n podudarnih delova. Sve deone tacke su stare
tacke. Neka je W ona od tih tacaka koja je najbliza tacki A. Iz, na pocetku
ovog dokaza navedenih linearnih zahteva o rasporedu i kongruenciji, proistice
da je duz AW manja od AN, jer je AB manja od AD. Dakle, stara tacka
W lezi izmedju A i N. Prema tome, pretpostavka da se na pravoj g moze
dodati tacka NN, ne narusavajudi pri tome vazenje linearnih aksioma, dovela
je do protivure¢nosti.

Dakle, u ravnoj Dekartovoj geometriji vaze sve linearne aksiome i aksiome
ravni I — V.

Analogna razmatranja u prostornoj geometriji ne predstavljaju nikakvu
teskocu.

Svaka protivurecnost u posledicama iz aksioma I — V morala bi, prema
tome, da se pojavi i u aritmetici sistema realnih brojeva.

Kao $to se vidi, postoji beskona¢no mnogo geometrija u kojima vaze
aksiome I — IV, Vi, a samo jedna geometrija, naime Dekartova geometrija,
u kojoj u isto vreme vazi i aksioma potpunosti V5.

§10. Nezavisnost aksiome paralelnih

Posto smo utvrdili neprotivurecnost aksioma, od interesa je ispitati da
li su sve one nezavisne jedna od druge. Ustvari se pokazuje da se nijedan
bitni sastavni deo pomenutih grupa aksioma ne moze izvesti pomoéu logickog
zakljucivalja iz prethodnih grupa aksioma.

Najpre, $to se tice pojedinih aksioma grupa I, IT i I lako je dokazati
da aksiome jedne i iste grupe u bitnome ne zavise jedna od druge.

Aksiome grupa I i II pri naSem izlaganju uzete su za osnovu ostalih
aksioma, tako da se samo radi o tome da se dokaZe nezavisnost svake od
grupa aksioma II1,IV,V od ostalih.

Aksioma paralelnih IV nezavisna je od ostalih aksioma: to se na poznati
nacin najprostije ovako pokazuje: kao elemente prostorne geometrije odabe-
rimo tacke, prave i ravni obi¢ne (Dekartove) geometrije konstruisane u §9
ukoliko leze u unutragnjosti neke stalne lopte, a podudarnosti ove geometrije
definigimo takvim linearnim transformacijama obi¢ne geometrije koje stalnu
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loptu transformigu samu u sebe. Uzimajuci podesne postavke doznajemo da
u ovoj ne-euklidskoj geometriji vaze sve aksiome izuzev FEuklidove aksiome
IV; a posto je mogucnost obi¢ne geometrije dokazana u §9, otuda sledi i
moguénost ne-euklidske geometrije.

Od narocitog interesa su stavovi koji vaze nazavisno od aksiome par-
alelnih, tj. koji su zadovoljeni kako u Euklidovoj tako i u ne-euklidskoj ge-
ometriji. Kao najvaznije primere za ove stavove navodimo oba Lezandrova
(Legendre) stava, od kojih prvi zahteva za svoj dokaz, osim aksioma I do
111, i Arhimedovu aksiomu Vi. Razmotrimo prethodno nekoliko pomoénih
stavova.

Stav 33. Neka je dat pravougli trougao OPZ sa pravim uglom kod P.
Neka se na duzi PZ nalaze dve tacke X,Y tako da je

(XOY =/YOZ.

Tada je

XY <YZ.

Radi dokaza prenesimo duz OX od tacke O na pravu OZ:
00X =0X'.

Iz stavova 22 i 23 sledi da tacka X’ leZi na duzi OZ, a pomocu stava 22 i
aksiome I115 dobija se:

(X'7Y < /0OYX =/0YX' < /YX'Z.

Odnos /X'ZY < /Y X'Z, prema stavovima 12 i 23, dovodi sad do tvrdjenja.
Stav 34. Ma za koja dva ugla « i € moze se uvek naéi takav prirodan

broj r da bude
o <€

8]

Pri tome g oznacava ugao dobijen pomocu polovljenja ugla o ponovl-

jenog r puta.
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Dokaz. Neka su data dva ugla a i €. Polovljenje ugla moze se izvesti
na osnovu pretpostavljenih aksioma (v. str. 22). Posmatrajmo oStar ugao

5. U slucaju da je § < ¢, tvrdjenje stava 34 pokazuje se tatno za r =
2. U slucaju, pak, da je § > ¢ onda iz neke tacke C' jednog kraka ugla
5 spustimo na drugi njegov krak normalu koja preseca ovaj krak u nekoj

tacki B. Teme ugla § oznacimo sa A. Prenesemo ugao € na krak AB u
unutrasnjost ugla /BAC = §; tada ce slobodni krak konstruisanog ugla,
na osnovu pretpostavljene nejednadine, presecati duz BC u nekoj tacki D
(up. str. 12). Arhimedova aksioma Vj svodi se na tvrdjenje da postoji takav

prirodni broj n, da je
nBD > BC.

Prene¢emo ugao € sad n-puta, i to svaki put na slobodni krak sa spoljagne
strane.

Moze nastupiti slu¢aj da slobodni krak ugla dobijen najkasnije pri n-tom
prenoSenju, mozda pri m-tom prenosenju, kao prvi ne preseca vise polupravu
BC'. Posto prethodni slobodni krak jo§ preseca ovu polupravu, ugao (m —
1)e je ostar. Otuda se lako dobija da unutrasnjost ugla me konstruisanog
pomoc¢u m-strukog prenoSenja, lezi u onoj poluravni od AB, koja sadrzi
tacku C, i dalje, da se poluprava AC prostire u unutrasnjosti ugla me, tj.
vazl

«Q
mE>§.

U drugom slucaju svaki ugao € dobijen pri n-tostrukom prenoSe-nju iseca
na polupravoj BC' duz, koja je, prema stavu 33, vec¢a od duzi BD ili njoj
jednaka. Neka n-ti slobodni krak preseca BC u tacki E. Zbir BE od n
duzi, iseCenih na polupravoj BC', veéi je od nBD, dakle tim pre veéi od BC.
Otuda sledi

a
n€>5.
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Neka je za m odn. n prirodni broj r tako odredjen da je m < 2"~! odn.
n < 271, Oznadimo ugao me odn. ne sa p. Uglovi sieT 1 57 mogu se
konstruisati. Iz moguénosti uporedjivanja veli¢ina uglova dobija se lako, da
s jedne strane iz nejednacine 2771 > m sledi nejednacina 54 > £ = ¢, a
s druge strane iz nejednacine p > § sledi nejednacina QTL_I > 4. Stoga na

osnovu tranzitivnosti uporedjivanja veli¢ina (str. 19) vazi

5 < E.

Pomocu stava 34 moze se dokazati prvi Lezandrov stav.

Stav 35 (prvi Lezandrov stav). Zbir uglova trougla je manji od dva
prava ili jednak sa dva prava ugla.

Dokaz. Oznatimo ma koji od tri ugla datog trougla sa /A = «; druga
dva ozna¢imo sa /B = (3, /C =~y tako da vaz § < ~. Prema stavu 26 duz
BC ima tacku D koja je polovi.

Produzimo duz AD za njenu sopstvenu duzinu preko tacke D do tacke
E. Na osnovu podudarnosti unakrsnih uglova (str. 15), aksioma II15 se
moze primeniti na trouglove ADC' i EDB i definisu¢i na osnovu stava 15
na ocigledan nadin zbir uglova, dobijamo za uglove o/, 3, trougla ABE
relacije

o+ =a, =B+

Prema tome, trougao ABFE ima isti zbir uglova kao i trougao ABC.
Iz nejednacine § < v izvodi se lako, prema stavovima 23 i 12, da je

o <+, aodatled’ <§

Za svaki trougao ABC' i ma koji njegov ugao o moze se uvek nadi trougao
sa istim zbirom uglova, u kome je jedan ugao manji od § ili jednak sa §, i
zato se moze, ako je osim toga dat pripodan broj r, naéi trougao sa istim
zbirom uglova, u kome je jedan od uglova manji od 4 ili jednak sa .

Pretpostavimo sad da je, nasuprot tvrdjenju prvog Lezandrovog stava,
zbir uglova datog trougla veéi od dva prava.

Iz stava 22 slede da je zbir dva ugla trougla manji od dva prava. Zbir

uglova datog trougla moze se stoga predstaviti u obliku

at+f4+y=2p+e,
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gde ¢ oznacava ma koji ugao, a p prav ugao. Prema stavu 34, moze se
odrediti prirodan broj r tako, da bude

5 < €.

Konstruigimo sad na pokazani nac¢in trougao sa uglovima o, 5%,
~v* koji zadovoljavaju relacije:

"+ B+ =2p+e " < 5 <e.
U ovom trouglu je
B+ > 2p,

Sto protivuredi stavu 22. Time je dokazan prvi Lezandrov stav.

Stav 36. Ako cetvorougao ABCD ima kod A i B prave uglove i ako
su u njemu osim toga suprotne strana AD i BC' podudarne, onda su uglovi
/Ci /D jedan drugom podudarni. Dalje, normala, podignuta u sredini M
duzi AB, preseca suprotnu stranu CD u tacki N tako da su &etvorouglovi
AMND i BMNC podudarni.

Dokaz. Normala, podignuta u tacki M na AB, le7i, kako to sledi iz
stavova 21 i 22, u unutra8njosti ugla /DMC i stoga, prema jednom od
stavova pomenutih na str. 12, preseca duz C'D u tacki N. Iz stavova 12, 21
i 15 sledi da su trouglovi M AD i M BC', pa stoga i trouglovi MDN i MCN
podudarni. Iz ovih podudarnosti se pomocu stava 15 dobija

/BCN = /ADN.

Dakle, ¢etvorouglovi AMND i BMNC' su podudarni.

Stav 37. Ako su u ¢etvorouglu ABCD sva Cetiri ugla prava, onda nor-
mala FF spuStena iz neke tacke F prave C'D na suprotnu stranu AB stoji
normalno i na CD.

D N C
D
A M B
E D E(C By
A

=
&
®

Fy
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Dokaz. Uvedimo pojam ogledanja na pravoj a na ovaj naéin: ako ma
iz koje tacke P spustimo normalu ma na koju pravu a i ako tu normalu
produZzimo za njenu sopstvenu duZinu preko podnoZne tacke do P’, onda se
tacka P’ naziva ogledalskom slikom tacke P.

Oglednimo duz EF na AD i BC. Ogledalske slike F1F) i EsF5 su,
Sto proistice iz drugog dela stava 36, podudarne duzi FF. Tacke Fy i Fy,
isto tako kao i tacka F', leze na AB; tacke Fq 1 Fo kao i tacka FE, leZe na
CD. Pretpostavke prvog dela stava 36 su tatne za Cetvorouglove EF FEy,
EFFyEy i1 E1F1FyEy, a odatle sledi jednakost cCetiri ugla sa temenima u
tackama F, Fh, F». Prema tome kod jedne od ovih tacaka nastaju dva jed-
naka uporedna ugla (u gornjoj figuri kod tacke E1); tj. ta Cetiri jednaka ugla
Su prava.

Stav 38. Ako su ma u kom é&etvorouglu svi uglovi pravi, onda je u
svakom Cetvorouglu sa tri prava ugla i ¢etvrti ugao prav.

Dokaz. Neka je AB'C'D' tetvorougao sa Cetiri prava ugla i neka je
ABCD ma koji ¢etvorougao sa tri prava ugla kod A, B, D. Konstruisimo
Getvorougao AB1C1Dq, podudaran cetvorouglu
A'B'C'D’ ¢iji pravi ugao kod A se poklapa sa uglom A ¢etvorougla ABCD.

D C
C
Dy F !
;1 B By

U slucaju da se tacka B poklapa sa By ili tacka D sa Dy, onda je tvrdjenje
u saglasnosti sa stavom 37. U slucaju da tacka B lezi izmedju A i Bj, a
tacka D izmedju A i D, onda, sli¢no kao u dokazu stava 36, sledi iz stava
o spoljasnjem uglu da se duzi BC i C1Dq seku u nekoj tacki F. Stav 37
pokazuje dalje da je ugao kod F', a stoga i ugao kod tacke C', prav ugao.

Na slican nacin se dobija tvrdjenje za ostale moguée rasporede tacaka
A,B,B1i A D,D.

Pomocu stava 38 moze se dokazati drugi Lezandrov stav.

Stav 39 (drugi Lezandrov stav). Ako je ma u kom trouglu zbir uglova
jednak dvama pravim, onda je zbir uglova svakog trougla jednak dvama
pravim.
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Dokaz. Svakom trouglu ABC sa zbirom uglova 2w mozemo dodeliti
Cetvorougao koji ima tri prava ugla, a ¢iji je Cetvrti ugao jednak w. Radi
ovog cilja spojimo sredine D i F strana AC i BC' i spustimo iz tacaka A, B i
C na spojnu pravu normale AF, BG i CH. Iz podudarnosti trouglova AF'D
i CHD, kao i podudarnosti trouglova BGE i CHFE, sledi

AF = BG, /FAB + /GBA = 2u,

nezavisno od toga da li je jedan od uglova /A ili /B datog trougla tup ili
nije tup.

Ako iz sredine duzi F'G podignemo normalu JK, tada iz drugog dela
stava 36 sledi da su cetvorouglovi AKJF i BKJG podudarni. Prema tome,
svaki od ova dva ¢etvorougla ima tri prava ugla, a ¢etvrti uglovi su jednaki,
tj.

/FAB = /GBA.
Stoga se dobija
[FAB = w,

i tako je, na zahtevani nacin, ¢etvorougao AK JF dodeljen datom trouglu.

Neka je ma u kom trouglu D; zbir uglova jednak dvama pravim i neka
je osim toga dat jedan drugi trougao Ds. Dodelimo im cetvorouglove Vi i
Va. éetvorougao V] ima Cetiri prava ugla, a cetvorougao V, ima tri prava
ugla. Prema stavu 38 u ¢etvorouglu V3 je i ¢etvrti ugao prav. Time je drugi
Lezandrov stav dokazan.

§11. Nezavisnost aksioma podudarnosti

Od ¢injenica koje se ti¢u nezavisnosti aksioma podudarnosti, dokazac¢emo
kao narocito vaznu ovu: aksioma I1[5 ne moze se izvesti pomocu logickih
zakljucaka iz ostalih aksioma I, 11,111, 4, IV iV.

Izabra¢emo tacke, prave i ravni obi¢ne geometrije za elemente nove pros-
torne geometrije i definisa¢emo prenogenje uglova na isti na¢in kao i u obi¢noj
geometriji, npr. onako kako je to izloZzeno u §9; naprotiv, definisa¢emo
prenoSenje duzi na drugi nacin.

Neka dve tacke A; i As u obi¢noj geometriji imaju koordinate x1,y1, 21
i x9, Y2, z9; tada ¢emo pozitivnu vrednost izraza
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Ve —z2+y1 —y2)? + (y1 — v2)? + (21 — 22)2

nazvati duzinom duzi A; A pa onda dve proizvoljne duzi A; As i A} A, treba
zvati podudarnim ako one u gore ustanovljenom smislu imaju jednake duzine.

Neposredno je jasno da u tako izgradjenoj prostornoj geometriji vaze
aksiome I, I1,III1_54,IV,V (kao, uostalom, i stavovi 14, 15, 16, 19 i 21
koji su bili dokazani pomocu aksiome I175).

Da bismo pokazali da je zadovoljena i aksioma [I113, uzmimo proizvoljnu
pravu a i odaberimo na njoj tri tacke A, A, As tako da tacka A, lezi izmedju
tacaka A1 i As. Neka su tacke x,y, z prave a date jednacinama

=N+ N,
y = pt+u,
z=vt+ 1,

u kojima je t parametar, a A\, X, u, ', v,/ oznacavaju izvesne konstante.
Ako su t1,te (< t1), t3 (< to) vrednosti parametra koje odgovaraju tactkama
A1, A, As, onda ¢emo imati za duzine triju duzi A;As, AsAz i1 AqAs izraze:

(t1 = t2) V(A + p)” + 2 + 12,
(t2 = t3)|v/ (A + p)* + p* + 17,
(1 = ta) V(A + ) + 4 + 02

i zato je zbir duzina duzi A;As i AsAs jednak duzini duzi Ay As. Odatle se
dobija vazenje aksiome I115.

Aksioma I115 za trouglove nije uvek zadovoljena u nasoj geometriji. Kao
primer posmatrajmo u ravni z = 0 Getiri tacke

tacku O sa koordinatama x = 0, y = 0,
tacku A sa koordinatama z =1, y = 0,
tacku B sa koordinatama x = —1, y =0,

tacku C sa koordinatama z = 0, y = —=.

V2

Duzi OA, OB i OC imaju duzinu 1. Za oba pravougla trougla AOC' i
COB vaze stoga podudarnosti

L/AOC = /COB,
OA=0C,
OC =0OB.

€0, )
1
1 1
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Ali, nasuprot aksiomi 1115 uglovi ZOAC i /OC B nisu podudarni. U isto
vreme u ovom primeru nije zadovoljen prvi stav podudarnosti, posto duz AC
ima duzinu /2 — %7 a duz BC naprotiv ima duzinu ,/2 + % Takodje ne
vazi stav 11 ni za jedan od oba ravnokraka trougla AOC i COB.

Primer ravne geometrije, u kojoj su sve aksiome, sa izuzetkom aksiome
1115, zadovoljene, jeste ovo: u nekoj ravni « svi pojmovi koji se javljaju u
aksiomama, isklju¢ujuéi podudarnost duzi, neka budu definisani na obican
nacin. Medjutim za duzinu duZi uzmimo na obi¢an nacin definisanu duZinu
projekcije na ravan (§ koja je nagnuta pod oStrim uglom prema ravni c.

§12. Nezavisnost aksioma neprekidnosti V3
(Ne-arhimedska geometrija)

Da bismo dokazali nezavisnost Arhimedove aksiome V7, moramo kon-
struisati geometriju u kojoj ¢e biti zadovoljene sve aksiome izuzev aksioma
V.

U ovom cilju konstruisimo podru&je Q(t) svih onih algebarskih funkcija
od t koje se dobijaju iz ¢t primenom pet ra¢unskih operacija: sabiranja, oduz-
imanja, mnoZenja, deljenja i operacije
|v/1 4 w?|; pri tome w oznacava ma koju funkciju koja je ve¢ dobijena pri-
menom tih pet operacija. Mnozina elemenata podrudja (t) - je isto kao i
mnozina elemenata 2 u §9 - prebrojiva. Svih pet operacija su jednoznacne
i izvodljive u stvarnoj oblasti; zato podrucje Q(t) sadrzi samo jednoznacne i
realne funkcije od t¢.

Neka je ¢ ma koja funkcija od podrudja Q(t); posto je funkcija ¢ alge-
barska funkcija od ¢, to se ona moze anulirati, svakako, samo za konacan
broj vrednosti od ¢ i zato ¢e funkcija od c¢ biti, za dovoljno velike pozitivne
vrednosti od ¢, ili uvek pozitivna ili uvek negativna.

Funkcije podrudja €2(t) smatra¢emo sad kao vrstu kompleksnih brojeva u
smislu narednog paragrafa, §13; o¢igledno, u tako definisanom kompleksnom
brojnom sistemu vaze sva obi¢na racunska pravila. Dalje, ako su a i b ma
koja dva razli¢ita broja ovog kompleksnog brojnog sistema, reé¢i ¢emo da je
broj a vedi ili manji od b, i pisati: a > bili @ < b, prema tome da li je razlika
¢ = a — b, kao funkcija od t uvek pozitivna ili uvek negativna za dovoljno
velike pozitivne vrednosti od ¢. Ako se ovako uzme, moZemo rasporediti
brojeve naseg kompleksnog brojnog sistema po njihovoj veli¢ini, sli¢cno onome
kako se to radi za realne brojeve; lako se vidi da za nasSe kompleksne brojeve
takodje vaze stavovi prema kojima nejednacine ostaju tacne ako se obema
stranama doda isti broj ili obe strane pomnoze istim brojem > 0.

Ako n oznacava neki proizvoljan pozitivan ceo racionalni broj, onda ne-
jednac¢ina n < t sigurno vazi za oba broja n i t podrucja Q(t), posto razlika
n — t, posmatrana kao funkcija od ¢, izlazi o¢igledno uvek negativna, za do-
voljno velike pozitivne vrednosti od t. Ovu ¢emo ¢injenicu izraziti na ovaj
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nac¢in: brojevi 1 i ¢t podrucja Q(¢), koja su oba > 0, imaju to svojstvo da
proizvoljna visestruka vrednost prvoga ostaje uvek manja od drugog broja.

Sada ¢emo od kompleksnih brojeva podrucja €(t) izgraditi geometriju
potpuno na isti nacin, kao $to je to ucinjeno u §9, gde smo uzeli za osnovu
podrucje € algebarskih brojeva: smatra¢emo sistem triju brojeva (z,y, z)
podrudja Q(t) kao tacku, a razmere ma koja Cetiri broja (v : v : w : r)
podrucja Q(t), u sluéaju da u,v,w nisu svi nula, kao ravan: dalje, neka
postojanje jednacine

ur +vy +wz+r=>0

izrazava da tacka (z,y,2) lezi u ravni (v : v : w : 7) i neka se kao prava
naznacéi ukupnost svih tacaka koje leze u dvema ravnima sa razli¢itim w :
v : w. Usvojimo li sad sli¢ne postavke o rasporedu elemenata i o prenosSenju
duzi i uglova, kao u §9, onda dobijamo ne-arhimedsku geometriju, u kojoj
su, kao §to pokazuju ranije izloZena svojstva kompleksnog brojnog sistema
Q(t), sve aksiome zadovoljene, sa izuzetkom aksioma neprekidnosti. Ustvari,
mozemo proizvoljno puta jedno za drugim preneti duz 1 na duz ¢, a da se pri
tome ne prekoradi krajnja tacka duzi ¢ ali to protivureci zahtevu Arhimedove
aksiome.

Da je aksioma potpunosti V5 takodje nezavisna od svih prethodnih ak-
sioma I — IV, V;, pokazuje prva geometrija postavljena u §9, posto je u ovoj
geometriji zadovoljena Arhimedova aksioma.

Od principskog su znacaja i ne-arhimedske geometrije koje su istovre-
meno i ne-euklidske geometrije, i narocito je od velikog interesa uloga koju
igra Arhimedova aksioma pri dokazu LeZandrovog stava. Ispitivanje koje je
M. Den (M. Dehn) preduzeo pod mojim uticajem o ovom predmetu dovelo
je do potpunog objasnjenja ovog pitanja. U Denovim ispitivanjima uzete su
za osnovu aksiome I — I'I]. Samo na kraju Denovog rada - da bi i Rimanova
(B. Riemann) (eliptitna) geometrija usla u podrucje ispitivanja - aksiome
rasporeda I shvacene su opstije no u ovoj raspravi, naime otprilike ovako:

Cetiri tacke A, B, C, D prave uvek se raspadaju na dva para A,C i B, D,
tako da su tacke A,C razdvojene tackama B, D i obrnuto. Pet tacaka na
pravoj mogu se uvek oznaéiti sa A, B,C, D, E, tako da su tacke A, C razd-
vojene tackama B, D i B, E, dalje, tacke A, D razdvojene tackama B, F i
C,Eitd.

Na osnovu ovih aksioma I—111, dakle, ne koriste¢i neprekidnost, dokazuje
M. Den najpre opstiji oblik drugog Lezandrovog stava, stav 39:

Ako je u jednom ma kom trouglu zbir uglova veéi od
dva prava, jednak sa dva prava ili manji od dva prava,
onda to vazi za svaki trougao.

Dalje se na navedenom mestu dokazuje slede¢a dopuna prvog Lezandrovog
stava, stav 35:

Iz pretpostavke da se kroz jednu tacku moZe povuéi
beskona¢no mnogo paralelnih prema datoj pravoj ne
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sledi, ako se isklju¢i Arhimedova aksioma, da je zbir
uglova u trouglu manji od dva prava. Upravo, s jedne
strane, postoji geometrija (nelezandrovska geometrija),
u kojoj se kroz jednu tac¢ku prema jednoj pravoj moze
povuéi beskonaé¢no mnogo paralelnih i u kojoj ipak vaze
stavovi Rimanove (elipti¢ne) geometrije. S druge strane
postoji geometrija (polueuklidska geometrija), u kojoj
postoji beskona¢no mnogo paralelnih kroz jednu tacku
prema jednoj pravoj i u kojoj ipak vaze stavovi euklidske
geometrije.

Iz pretpostavke da ne postoji nijedna paralelna, uvek
sledi da je zbir uglova u trouglu veéi od dva prava.

Primeti¢u na kraju da se, ako se doda Arhimedova aksioma, moze ak-
sioma paralelnih zameniti zahtevom da zbir uglova u trouglu treba da bude
jednak dvama pravim uglovima.



39

Treca glava
Ucenje o proporcijama
§13. Kompleksni brojni sistemi

U pocetku ove glave da¢emo nekoliko prethodnih kratkih razjagnjenja o
kompleksnim brojnim sistemima, koja ée nam docnije biti korisna narocito
za olaksanje izlaganja.

Realni brojevi obrazuju u svojoj ukupnosti sistem stvari sa ovim svo-
jstvima:

Stavovi veze (1-6):

1. Od broja a i broja b dobija se ,sabiranjem"odredjeni broj ¢; u znacima:

at+b=cilic=a+0b.

2. Ako su dati brojevi a i b, onda postoji uvek jedan i samo jedan broj
z i takodje jedan i samo jedan broj y tako da je

a+x=bodn. y+a=0>.

3. Postoji jedan odredjeni broj - nazvacemo ga o - tako da je za svako a
istovremeno

at+o=aio+a=na.

4. Od broja a i broja b dobija se jo§ na jedan drugi nacin, ,mnozenjem”,
jedan odredjen broj ¢; u znacima:

ab=cili ¢ = ab.

5. Ako su a i b proizvoljno dati brojevi i a nije o, onda uvek postoji jedan
i samo jedan broj y, tako da je

ax = b odn. ya = b.

6. Postoji jedan odredjeni broj - nazva¢emo ga 1 - tako da je za svako a
istovremeno

a-1=ail-a=a.

Rac¢unska pravila (7-12):

Ako su a, b, ¢ proizvoljni brojevi, onda uvek vaze naredni zakoni racuna:

7. a+(b+c)=(a+b) +c

8. a+b=b+a

9. a(bc) = (ab) ¢

10. a(b+ ¢) =ab + ac

11. (a + b)c = ac + be

12. ab = ba.

Stavovi rasporeda (13-16):

13. Ako su a i b dva ma koja razli¢ita broja, onda je uvek jedan i samo
jedan od njih (recimo a) ve¢i od drugoga; tada se ovaj poslednji naziva
manjim brojem, §to se oznacava:
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a>bib<a.

Ni za jedan broj a ne vazi a > a,
14. Akojea >bib > c,ondajeia > c.
15. Ako je a > b, onda je uvek i

a+c>b+c
16. Ako jea > bic > 0, onda je uvek i
ac > be.

Stavovi neprekidnosti (17-18):

17. (Arhimedov stav). Akosua > 01ib > 0 dva proizvoljna broja,
onda je uvek mogucée a dodati toliko puta samom sebi da dobijena suma
bude veé¢a od b. Izrazeno znacima:

a+a-+...+a>0b.

18. (stav o potpunosti). Nemoguce je ovom sistemu brojeva dodati
kao brojeve drugi sistem stvari, tako da su u sistemu ovako prosireni svi
stavovi 1-17 zadovoljeni pri odrzavanju odnosa izmedju brojeva; ili krace:
brojevi obrazuju sistem stvari, koji, kada se svi odnosi i svi navedeni stavovi,
ne dozvoljava vise nikakvo prosirenje.

Sistem stvari koji ima samo jedan deo svojstava 1-18, nazva¢emo kom-
pleksni brojni sistem. Kompleksni sistem brojeva nazva¢emo arhimedskim
ili nearhimedskim, prema tome da li on zadovoljava ili ne zadovoljava zahtev
17.

Neka od izlozenih svojstava 1 - 18 su posledice ostalih. Nastaje zadatak
da se ispita logicka zavisnost ovih svojstava. U Sestom odeljku §32 i §33
odgovori¢emo na dva odredjena pitanja takve vrste zbog njihovih geometri-
jskog znacaja, a ovde ¢emo samo ukazati na to da svakako zahtev 17 nije
nikakva posledica prethodnih svojstava, posto, na primer, kompleksni brojni
sistem, posmatran u §12, zadovoljava sva svojstva 1-16, ali ne i svojstvo 17.

Uostalom, §to se ti¢e stavova neprekidnosti (17-18) vaze primedbe kakve
smo ucinili u §8 o geometrijskim aksiomama neprekidnosti.

§14. Dokaz Paskalovog stava

U ovom i narednom odeljku poé¢i éemo u nasem ispitivanju od aksioma
ravni svih grupa, tj. aksioma I1_31 II—IV, izuzev aksioma neprekidnosti. U
ovoj i trec¢oj glavi imamo nameru da pomocéu pomenutih aksioma zasnujemo
Euklidovo ucenje o proporcijama, tj. u ravni i nezavisno od Arhimedove
aksoime.

U tom cilju ¢emo najpre dokazati ¢injenicu koja je specijalan slucaj poz-
natog Paskalovog stava iz ufenja o konusnim presecima i taj ¢emo stav
ubuduce kratko nazvati Paskalovim stavom. Taj stav glasi:
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Stav 40 (Paskalov stav). Neka su na dvema pravama koje se seku
A,B,C i A" B (' po tri tacke koje se razlikuju od tacke preseka pravih; ako
je tada C'B’ paralelno sa BC’ a C'A’ paralelno sa AC’, bi¢e i BA’ paralelno
sa AB'.

Da bismo dokazali ovaj stav, uveséemo najpre naredno oznacavanje: u
pravouglom trouglu je, o¢igledno, kateta a jednoznaéno odredjena hipotenu-
zom c i uglom « izmedju a i ¢; stavicemo kratko,

a=ac,

tako da simbol ac uvek oznacava odredjenu duz ako je ¢ proizvoljno data
duz, a « proizvoljno dati oStri ugao.

Isto je tako uvek duz c¢ jednoznac¢no odredjena pri proizvoljno datoj duzi
a i proizvoljno datom oStrom uglu « jedna¢inom

a = & C.

Neka sada ¢ bude proizvoljna duZ i neka su «,( dva proizvoljna ostra ugla;
tvrdimo da svagda postoji podudarnost duzi

afc = fac

i da se, stoga, simboli a i # uvek mogu medju sobom razmeniti.
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Da bismo dokazali ovo tvrdjenje, uzmimo duz ¢ = AB i prenesimo na
ovu duz kod tacke A sa obe strane uglove « i 3. Zatim, spustimo iz tacke
B na druge krake ovih uglova normale BC' i BD, spojimo tatku C' i D i
spustimo, najzad, iz tatke A normalu AF na CD.

Pogto su uglovi ZACB i /ABD pravi, Cetiri tacke A, B,C,D leze na
krugu i zato su oba ugla ZACD i /ABD, kao periferijski nad istom tetivom,
podudarni. Medjutim, s jedne strane, ugao /ACD zajedno sa /CAFE ¢&ini
pravi ugao, a s druge strane, /ABD zajedno sa /BAD ¢&ni takodje pravi
ugao pa su stoga i uglovi /CAFE i /BAD jedan drugom podudarni,t;.

[CAE =0
i zato
/DAFE = .
Sad neposredno dobijamo podudarnosti duzi:
Bec = AD, ac = AC,

afc = a(AD) = AE, fac = B(AC) = AE,

a odatle sledi ta¢nost podudarnosti za koju smo maloc¢as tvrdili da postoji.
Vratimo se sada figuri Paskalovog stava i oznac¢imo prese¢nu tacku pravih

sa O, a duzi sa OA,OB,0C,0A’,OB’,0C",CB’, B(',

AC',CA’", BA', AB’ odnosno sa a,b,c,a’, b/, c 1, 1*, m,m* n,n*.
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Zatim, spustimo iz tacke O normale na [, m*,n; neka normala na I
obrazuje sa pravima OA, OA’ ostre uglove X'\, a normala na m* odnosno
n sa pravima OA i OA’ ostre uglove p',pu, odnosno v/, v. Ako sad ove tri
normale izrazimo na maloc¢as pokazan nac¢in pomoc¢u hipotenuza i uglova na
osnovici u doti¢nim pravouglim trouglovima na dvojaki na¢in, dobi¢emo ove
tri podudarnosti duzi:

(1) X = Ae,
(2) pa = ue,
(3) va' = V'b.

Posto, prema pretpostavci, treba [ da bude paralelno sa [* i m paralelno
sa m*, onda ¢e se normale, spustene iz tacke O na [*, odnosno m, poklopiti
sa normalama na [ odnosno m*, prema tome dobi¢emo:

4) \d = N'b,
(

(5) pud = pa.
Ako primenimo na podudarnost (3) levo i desno simbol Ny i uzmemo
u obzir da se, prema ranije dokazanom, ti simboli mogu razmeniti medju
sobom, dobi¢emo
vNpua = v'uN'b.
Uzmemo li u ovoj podudarnosti u obzir, levo, podudarnost (2), a desno,
podudarnost (4), dobi¢emo
vNp'e = vpdd
ili
vi'Ne = v\ a.
Iz ove poslednje podudarnosti, na osnovu osobine nasih simbola navedene
na str. 44, odmah zakljucujemo:
(6) p'vt = p/'va,
a odatle
v = va.

Ako uo¢imo normalu spustenu iz tacke O na n i spustimo na nju normale
iz tataka A 1 B’, onda ¢e podudarnost (6) pokazati da se moraju poklopiti
podnoZja tih dveju poslednjih normala, tj. prava n* = AB’ stoji normalno
na normali, spuStenoj na n i prema tome je paralelna sa n. Time je dokazan
Paskalov stav.

Za zasnivanje uCenja o proporcijama u daljem izlaganju koristi¢emo se
isklju¢ivo onim specijalnim slu¢ajem Paskalovog stava u kome vazi podu-
darnost duzi
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OC = 0OA,
a otuda vazi i podudarnost
OA = 0C’

i u kome tacke A, B, C leze na istoj polupravoj koja izlazi iz tacke O. U ovom
specijalnom slucaju izvodi se dokaz narocito prosto, naime na ovaj nacin:

Prenesimo na OA’ od tacke O duz OB do tacke D'; tada je spojna prava
BD' paralelna prema CA’ i AC'.

Usled podudarnosti trouglova OC'B i OAD’ bice
(1+) L0C'B = /OAD'.

Pogto su, prema pretpostavci, prave CB’ i BC’ medju sobom paralelne, onda
je

/OAD' = /{OB'C:

ali tada je, prema ucenju o krugu, AC D’ B’ tetivni etvorougao, i zato, prema
poznatom stavu o uglovima tetivnog ¢etvorougla, vazi podudarnost

(3+) LOD'C = /OAB'.
S druge strane je zbog podudarnosti trouglova OD'C i OBA’ takodje
(4+) LOD'C = LOBA;
iz (34) i (4+) zakljuc¢ujemo
J/OAB' = /OBA,
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a ova podudarnost pokazuje da su prave AB’ i BA’ paralelne, kako to zahteva
Paskalov stav.

Ako je data ma koja prava, tacka van nje i ma koji ugao, moze se
oc¢igledno, prenoSenjem ovog ugla i povlatenjem paralelne naéi prava koja
prolazi kroz datu tacku i preseca datu pravu pod datim uglom. Imajuéi u
vidu ovu okolnost, mozemo, najzad, u dokazu opstijeg Paskalovog stava pri-
meniti prost postupak, za koji imam da zahvalim jednom saopstenju s druge
strane.

Povucimo kroz tacku B pravu koja bi presecala OA’ u nekoj tacki D’
pod uglom /OCA’ tako da vaZi podudarnost

(1)/0CA" = LOD'B;

tada je, prema poznatom stavu iz u¢enja o krugu, CBD’A’ tetivni ¢etvor-
ougao i zato, prema stavu podudarnosti periferijskih uglova nad istom tetivom,
vazi podudarnost Z/OBA' = /OD'C.

Posto su prave CA’ i AC’, prema pretpostavci, medju sobom paralelne,
to je

(3*) LOCA" = LOAC;
iz. (1*) i (3*) sledi podudarnost:
/OD'B = /OAC";

a tada je i BAD'C’ tetivni Cetvorougao. Otuda, prema stavu o uglovima
tetivnog Cetvorougla, vazi podudarnost

(4*) LOAD' = /OC'B.

Dalje, posto je, prema pretpostavci, prava C' B’ paralelna sa BC’, ima¢emo
takodje

(5*) LOB'C = LOC'B;
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iz (4*) i (5*) izvodimo podudarnost
LOAD" = /OB'C.

Najzad, ova poslednja podudarnost pokazuje da je CAD’'B’ tetivni ¢etvor-
ougao i zato vazi i podudarnost

(6*) LOAB' = /0D'C.
Iz (2%) 1 (6*) sledi:
/OBA" = /OAB/,

a ova podudarnost pokazuje da su prave BA' i AB’ paralelne, kako to zahteva
i Paskalov stav.

Ako se tacka D’ poklapa sa jednom od tacaka A’, B', C" ili ako je raspored
tacaka A, B, C' drugi, onda je neophodna izmena ovog postupka, koja se lako
uocava.

§15. Segmentni ra¢un na osnovu Paskalovog stava

Paskalov stav, dokazan u prethodnom paragrafu, omogucava nam da
uvedemo u geometriju segmentni racun (ra¢un duzima), u kome vaze bez
promene sva pravila ra¢una sa realnim brojevima.

Umesto re¢i ,podudarno” i znaka =, sluZziéemo se u ovom rac¢unu sa
duzima recju ,jednak” i znakom =.

c=a+b
Ako su A, B, C tri tacke neke prave i ako B lezi izmedju A i C, onda
éemo ¢ = AC oznaciti kao zbir dveju duzi a = AB i b= BC i staviti
c=a+b.
Govori¢emo da su duzi a i b manje od ci to ¢emo oznaciti sa
a<c b<c
duz c se naziva ve¢om od a i b, u znacima:
c>a,c>b

Iz linearnih aksioma podudarnosti 1113 uvidjamo lako da za sabiranje
duzi koje smo sad definisali vazi asocijativni zakon

a+(b+c)=(a+b)+c

kao i komutativni zakon
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at+b=>b+a.

Da bismo geometrijski definisali proizvod duzi a i duzi b, posluzi¢emo se
ovom konstrukcijom: izaberemo najpre proizvoljnu duz koja ée ostati ista
pri celom posmatranju i oznacéimo je sa 1.

ab

Prenesimo sad na jedan krak pravog ugla od njegovog temena O duz 1, a
zatim isto tako od temena O duz b; prenesimo, dalje, na drugi krak ugla duz
a. Spojimo krajnje tacke duzi 1 i @ pravom i povucimo prema 0ovoj pravoj
paralelnu kroz krajnju tacku duzi b; neka ona odseca na drugom kraku duz
¢; tada ¢emo ovu duZz c nazvati proizvodom duzi a sa duzi b i oznaci¢emo je
sa

c = ab.

Dokazacemo pre svega da za mnozenje duzi koje smo sada definisali vazi
komutativni zakon

ab = ba.

U tom cilju konstrui§imo prvo na gore ustanovljeni naéin duz ab.

Dalje, prenesimo na prvi krak pravog ugla duz a, a na drugi njegov krak
duz b, spojimo pravom krajnju tacku duzi 1 sa krajnjom tackom duzi b na
drugom kraku i povucimo paralelnu prema ovoj pravoj kroz krajnju tacku
duzi a na prvom kraku: ova odseca na drugom kraku duz ba; ustvari, kao
§to se vidi sa slike, ova duz ba poklapa se sa malocas konstruisanom duzi ab
prema Paskalovom stavu (stav 40) zbog paralelnosti isprekidanih pomo¢nih
linija. I obrnuto sledi, §to se odmah vidi, iz vazenja komutativnog zakona
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u nasem rac¢unu duzima, da sigurno vazi specijalan slucéaj Paskalovog stava
navedenog na str. 46 za takve figure, u kojima poluprave OA i OA’ obrazuju
prav ugao.

Da bismo za nase mnozenje duzi dokazali asocijativni zakon

a(be) = (ab)c,

prenesimo na jedan krak pravog ugla od njegovog temena O duzi 11 b, a na
drugi krak, isto tako od temena O , prenesimo duzi a i c¢. Zatim konstruisimo
duzi d = abie = cb i prenesimo ove duZi d i e na prvi korak od temena O.

e=chq

ae=cd

Ako sada konstruiSemo ae i c¢d, onda se vidi sa slike (gore), opet na
osnovu Paskalovog stava, da se krajnje tacke ovih duzi poklapaju, tj. da je
ae = cd ili a(cb) = c(ab), a odatle, na osnovu komutativnog zakona, sledi
takodje

a(bc) = (ab)e.

Kao $§to se vidi, mi smo u prethodnom dokazu kako komutativnog, tako
i asocijativnog zakona mnozenja, iskoristili isklju¢ivo onaj specijalni slucaj
Paskalovog stava ¢iji smo dokaz uspeli da dobijemo na narocito prost nacin,
primenjujuéi samo jedanput stav o tetivnom ¢etvorouglu.

Rezimirajudi ova izlaganja, dolazimo do narednog zasnivanja zakona mno-
7enja u ra¢unu duzima, koje mi izgleda najprostije od svih dosad poznatih
nacina zasnivanja.

Neka se na jedan krak pravog ugla prenesu temena O duzi a = OA i
b = OB, a na drugi krak jedinitna duz 1 = OC. Krug, postavljen kroz
tacke A, B, C, preseca drugi krak jos u tacki D. Tacka D se dobija lako, bez
upotrebe Sestara, samo na osnovu aksioma podudarnosti, kada se iz sredista
kruga spusti normala na OC' i u odnosu na ovu konstruige ogledalska slika
tacke C.
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ab = ba

Q<—1—>—

Usled jednakosti uglova /ZOCA i /OBD, a prema definiciji proizvoda
dveju duzi (str. 49), imamo

OD = ab;
a zbog jednakosti uglova ZODA i /OBC prema istoj definiciji je
OD = ba.
Komutativni zakon mnozenja
ab = ba

koji odavde sledi, dokazuje sad, prema primedbi na str. 50, da na str. 46
navedeni specijalni slu¢aj Paskalovog stava vazi za krake pravog ugla, a otuda
opet ( v. str. 50) sledi asocijativni zakon mnoZenja

a(be) = (ab)e.
Najzad, u nasem ra¢unu duzima vazi i distributivni zakon:
a(b+c) = ab+ ac.

Da bismo njega dokazali, konstruiSemo duzi ab,ac i a(b+ ¢) i povucimo
tada kroz krajnju tacku duzi ¢ (videti sliku dole) pravu paralelnu drugom
kraku pravog ugla.
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Podudarnost oba pravougla trougla, na slici osencena, i primena stava o
jednakosti suprotnih strana kod paralelograma, pruzaju tada trazeni dokaz.
Ako su b i ¢ dve proizvoljne duzi, uvek postoji duz a tako da je ¢ = ab;

ova du” a se oznacava sa % i naziva se koli¢nikom od ¢ sa b.

§16. Proporcije i stavovi o sli¢nosti

Pomocu gore izloZenog racuna sa duzima moze se besprekorno zasnovati
Euklidovo ucenje o proporcijama i bez Arhimedove aksiome na naredni nad¢in:
Definicija. Ako su a,b,d’,b’ ma koje ¢etiri duZi, onda proporcija

a:b=d v
ne treba nista drugo da znaci do segmentnu jednacinu
abl = ba.

Definicija. Dva se trogla nazivaju sli¢nim ako su im odgovarajuce
uglovi podudarni.

Stav41l. Akosua,bid, b odgovarajuce strane u dva sli¢na trogla, onda
vazi proporcija:

a:b=2d V.

Dokaz. Posmatraéemo najpre narociti sluc¢aj, gde su uglovi zahvaceni
stranama a, b i a’,b’ u oba trougla pravi i pretpostavicemo da su oba trougla
uneta u jedan i isti pravi ugao. Prenesimo sada od temena na jedan krak
duz 1 i povucimo kroz krajnju tacku ove duzi 1 pravu paralelnu obema
hipotenuzama; ova prava odseca na drugom kraku duz e; tada je prema
nasoj definiciji proizvoda duzi

= ea, b = ed';

stoga imamo
abl = ba’,
tj.
a:b=ad :V.
Vratimo se sada opstem slu¢aju. U svakom od oba sli¢na trougla konstru-

is§imo prese¢nu tacku S odnosno S’ triju njegovih bisektrisa, ¢ija se egzisten-
cija lako izvodi iz
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stava 25, i spustimo iz ovih tacaka tri normale r odnosno r’ na strane trougla;
na ovim stranama dobijene odsecke oznac¢imo sa

ab: a’C: bC; b(l; Ca; Cb

odnosno sa

/ / / / / /
ay, A, b, by, ¢y, cp-

Maloc¢as dokazani specijalni sluéaj naSeg stava daje sad proporcije
ap:r=ay:r, beir=0b:r

. N
i1 bg i =0

a:r=da:r, b:r=0:71,

a odatle
bar = UVrad’, adbr' = a'rb'.
Iz ovih se jednacina dobija pomocéu komutativnog zakona mnozenja
a:b=ad :V.

Iz stava 41 lako je izvesti osnovni stav ucenja o proporcijama, koji glasi:
Stav 42. Ako dve paralelne prave odsecaju na kracima proizvoljnog ugla
duZi a,b odnosno. a’,b’, onda vazi proporcija:

a:b=2d V.

Obrnuto, ako ¢etiri dui a, b, d’, b’ zadovoljavaju ovu proporciju i ako se duzi
a,a’ prenesu na jedan krak ugla, a duZ b,b na drugi krak, to su spojene
prave krajnjih tacaka duZi a,b odnosno a’, b’ medju sobom paralelne.

§17. Jednacine pravih i ravni

Do sad posmatranom sistemu duzi doda¢emo drugi isti takav sistem duzi.
Naime, na osnovu aksioma rasporeda moze se lako na pravoj razlikovati
,pozitivni” i negativni" smer. Duz AB, koju smo dosad oznacavali sa a,
oznacava¢emo je sa a jo§ i tada kada tacka B lezi sa pozitivne strane od
tacke A; u suprotnom sluc¢aju, pak, mi ¢emo je oznacavati sa -a. Tacku ¢emo
oznacditi kao duz 0. DuZ a ¢emo nazvati ,pozitivnom" odnosnom vec¢om od
0, §to ¢emo oznaciti: a > 0; duz -a ¢emo nazvati ,negativnom" i to ¢emo
oznaciti: -a<0.

U ovom proS§irenom racunu sa duzima vaze tada sva pravila rac¢una 1-16
za stvarne brojeve, koja su izloZzena u §13. Istaci¢emo sledece ¢injenice:

Uvek je:
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a-1=1-a=aia-0=0-a=0.

Ako je ab =0, onda jeili a = 0 ili b = 0. Ako je a> bi ¢>0, onda je uvek
ac>bc. Dalje, ako su A1, Ao, As, ..., Ap_1, An, n taCaka na pravoj, onda je
zbir duzi A1A2, A2A3, PN ,AnflAn, AnAl jednak 0.

Uzmimo sada u ravni « kroz tacku O dve prave normalne jedna na dru-
goj kao stalni pravougli koordinatni sistem i prenesimo tada na te prave
proizvoljne duzi x, y od tacke O; zatim, podignimo normale iz krajnjih ta¢aka
duzi x,y i odredimo preseénu tacku P ovih normala: duZi z,y nazivaju se
koordinatama tacke P. Svaka tacka ravni o jednoznacno je odredjena svojim
koordinatama z,y, koje mogu biti pozitivne ili negativne duzi ili 0.

Neka je [ ma koja prava u ravni «, koja prolazi kroz tacku O i kroz neku
tacku C sa koordinatama a,b. Ako su tada z,y koordinate neke tacke P na
[, onda lako nalazimo iz stava 42

a:b=x:y
ili
bx - ay =0

kao jednacinu prave [. Ako je prava [’ paralelna prema [ i odseca na x-osi
duZ ¢, onda dobijamo jednacinu prave I’ zamenjujuéi u jednacini prave [ duz
x sa duZi x-c; trazena jednacina ,dakle, glasi

bx - ay - be = 0.

[SEN

Iz ovih izlaganja moZzemo lako zakljuciti, nezavisno od Arhimedove ak-
siome, da se svaka prava moze predstaviti linearnom jednacinom po koordi-
natama x,y i, obrnuto, da svaka takva linearna jednacina predstavlja pravu,
pri ¢emu su koeficijenti te jednacine duzi koje pripadaju datoj geometriji.

Analogni rezultati u prostornoj geometriji dobijaju se veoma lako.

Dalje izgradjivanje geometrije moze se odsad izvoditi metodom, koja se
obi¢no primenjuje u analitickoj geometriji.

Dosad u ovom treé¢em odeljku nismo nigde iskoristili Arhimedovu ak-
siomu; pretpostavimo li sad da vazi ta aksioma, mozemo tackama proizvoljne
prave u prostoru dodeliti realne brojeve i to na ovaj nacin:
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Odaberimo na pravoj dve proizvoljne tacke i dodelimo im brojeve 0 i 1;
zatim prepolovimo duz 01 odrdjenu ovim tackama i ozna¢imo nadjenu sred-
inu duzi sa %, dalje oznac¢imo sredinu duzi 0% sa % itd.; posle n-tostrukog
izvodjenja ovog postupka, doé¢i ¢éemo do tacke kojoj treba dodeliti broj 2%
Prenesimo sad duz 02% od tacke 0 kako na stranu tacke 1, tako i na drugu
stranu na primer m puta jedno za drugim i dodelimo tako dobijenim tackama
5w odnosno -5, Iz Arhimedove aksiome moze se lako za-
kljuciti da se na osnovu ovog dodeljivanja moze svakoj proizvoljnoj tacki
prave dodeliti na jednoznac¢an nacin realan broj, i to tako da ovo dodelji-
vanje ima naredno svojstvo: ako su A, B, C ma koje tri tacke na pravoj i «,
B, v odgovarajuéi realni brojevi i ako pri tome B lezi izmedju A i C, to ovi
brojevi uvek zadovoljavaju ili nejednacinu a<fG<~ ili a>F>7.

Iz izlaganja u §9 druge glave jasno je da tamo za svaki broj koji pripada
algebarskom brojnom telu 2 nuZzno mora na pravoj postojati tacka kojoj je
on dodeljen. Da li i svakom drugom stvarnom broju odgovara tacka, zavisi
od toga da li u posmatranoj geometriji vazi aksioma potpunosti V5 ili ne.

Naprotiv, ako se u nekoj geometriji pretpostaviti da vazi samo Arhime-
dova aksioma, uvek je moguce sistem tacaka, pravih i ravni tako prosiriti
sracionalnim" elementima, da na svakoj pravoj tako konstruisane geometrije
svakom sistemu triju realnih brojeva koji zadovoljava jednac¢inu prave bez
izuzetka odgovara jedna tacka. Odgovaraju¢om postavkom moze se istovre-
meno postiéi da u proSirenoj geometriji vaze s v e aksiome I — V. Ova
prosirena geometrija (dobijena dodavanjem iracionalnih elemenata) nije nista
drugo do obi¢na analiticka Dekartova geometrija prostora, u kojoj vazi i ak-

sioma potpunosti V5.

brojne vrednosti
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Cetvrta glava
Ucenje o povrSinama u ravni
§18. Razloziva jednakost i dopunska jednakost poligona

Za osnovu nasih ispitivanja ove Getvrte glave uzeéemo iste aksiome kao
i u tre¢oj glavi, naime linearne aksiome i aksiome ravni svih grupa, izuzev
aksioma neprekidnosti, tj. aksioma I1_31 I] —IV.

Ucenje o proporcijama izlozeno u tre¢oj glavi i tu uvedeni ra¢un duzima
daju nam mogucnost da zasnujemo Euklidovo ucenje o povr§inama pomoéu
aksioma, tj. u ravni i nezavisno od aksioma nepsekidnosti.

A pogto se, prema izlaganja u trecoj glavi, uéenje o proporcijama ugla-
vnom zasniva na Paskalovom stavu (stav 40), to isto vazi i za u¢enje o povrsi-
nama; ovo zasnivanje uc¢enja o povrfinama smatram kao jednu od najznaca-
jnijih primena Paskalovog stava u elementarnoj geometriji.

Definicija. Ako se spoje dve tacke nekog prostog poligona P ma kojom
izlomljenom linijom koja cela lezi u unutragnjosti tog poligona i koja ne sadrzi
nijednu dvostruku tacku, onda se dobijaju dva nova prosta poligona P; i P,
¢ije sve unutrasnje tacke leze u unutrasnjosti poligona P; u tom slu¢aju ¢emo
re¢i: P seraspadana P i P, ili P jerazlozenona P i Py, ili Pi Py
sastavljaju P.

Definicija. Dva prosta poligona nazivaju se jednakim ako se mogu
razloziti u konac¢an broj trouglova koji su dva i dva medju sobom podudarna.

Definicija. Dva prosta poligona P i () nazivaju se dopunski jednakim
ako se njima mozze dodati konac¢an broj takvih po dva i dva razlozivo jed-
nakih poligona P’, @', P”, Q",..., P, Q" da oba na ovaj nacin sastavljena
poligona P+ P ' + P"+ ...+ P"iQ+Q + Q" + ...+ Q" budu razlozivo
jednaka.

Pll

D/

Iz ovih definicija neposredno sledi: spajanjem razlozivo jednakih poligona
dobijaju se opet razlozivo jednaki poligoni i ako se oduzmu razlozivo jednaki
poligoni
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od razlozivo jednakih poligona dobijaju se poligoni dopunski jednaki.

Dalje vaze ovi stavovi:

Stav 43. Ako su dva poligona P; i P, razlozivo jednaka nekom tre¢em
poligonu Pj5, oni su i medjusobno razlozivo jednaki. Ako su dva poligona
dopunski jednaka nekom tre¢em, oni su medjusobno dopunski jednaki.

Dokaz. Prema pretpostavci, mozZe se navesti kako za poligon P; tako i
za poligon P jedno razlaganje u trouglove, tako da svakom od ovih razla-
ganja odgovara razlaganje poligona P3 u trouglove podudarne trouglovima
razlaganja P, i P». Posmatrajuéi istovremeno oba ova razlaganja poligona
Ps, vidimo, da se uops$te svaki trougao jednog razlaganja razlaze u poligone
duzima, koje pripadaji drugom razlaganju. Dodajmo sada jo§ toliko duzi,
da se svaki od poligona opet raspada u trouglove, i izvedimo svaki od ovih
poligona P i P»; tada se, ocigledno, raspadaju oba ova poligona na isti broj
po dva i dva medju sobom podudarna trougla i zato su oni, prema definiciji,
medju sobom razloZivo jednaki.

Dokaz drugog iskaza stava 43 dobija se sad bez teskoca.

Definisa¢emo na obi¢an nacin pojmove: pravougaonik, osnovica i visina
paralelograma, osnovica i visina trougla.
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§19. Paralelogrami i trouglovi sa jednakim osnovicama i visinama

Poznati Euklidov na¢in dokazivanja, ilustrovan na donjoj slici, daje stav:
Stav 44. Dva paralelograma sa jednakim osnovicama i visinama dopun-

ski su jednaka.

Dalje vazi poznata ¢injenica:

Stav 45. Svaki trougao ABC uvek je dopunski jednak izvesnom par-
alelogramu koji ima istu osnovicu, a visina mu je polovina visine trougla.

Dokaz. Ako se strana AC prepolovi tackom D, a strana BC tackom
FE pa se duz DFE produzi za svoju sopstvenu duzinu do tacke F' | onda su
trouglovi DCFE i FBE jedan drugom podudarni i otuda su trougao ABC' i
paralelogram ABF D razloZivo jednaki.

¢

Iz stavova 44 i 45, uzimajuéi u obzir stav 43, neposredno sledi:

Stav 46. Dva trougla sa jednakim osnovicama i jednakim visinama
medju sobom su dopunski jednaka.

Kao §to je poznato, lako se pokazuje, §to se vidi na priloZenoj slici, da
su dva paralelograma, a zato, prema stavovima 43 i 45, i dva trougla sa
jednakim osnovicama i visinama uvek razloZzivo jednaka. Primetimo
ipak da ovaj dokaz nije mogu¢ bez upotrebe Arhimedove aksiome; ustvari, u
svakoj ne-arhimedskoj geometriji (jedna takva se moze videti u drugoj glavi
§12) mogu se navesti dva trougla koja imaju jednake osnovice i visine i otuda
su, shodno stavu 46, dopunski jednaka, ali ipak nisu razloZivo
jednaka.
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Neka se, naime, u nekoj ne-arhimedskoj geometriji na polupravu prenesu
dve takve duzi AB = ei AD = a, koje ni za koji ceo broj n ne zadovoljavaju
odnos

n-e>a.

Podignimo na duzi AD u njenim krajnjim tackama normale AC i DC’
duZine e. Trouglovi ABC i ABC'’, prema stavu 46, dopunski su jednaki. 1z
stava 23 sledi da je zbir dveju strana trougla veéi od treée strane, gde zbir
dveju strana treba razumeti u smislu segmentnog ra¢una uvedenog u treéoj
glavi.

C c’
eB/‘e
e
A\ B }D
N
a

Tako je -BC < e + e = 2e. Dalje, moze se dokazati, ne koristeé se
neprekidno$éu, ovaj stav: duz, koja cela lezi u unutrasnjosti trougla, manja
je od njegove najvece strane. Stoga je svaka duz koja lezi u unutrasnjosti
trougla ABC manja od 2e.

Pretpostavimo sada da je dato razlaganje trouglova ABC i ABC' na
kona¢no mnogo, npr. na k, po dva i dva medju sobom podudarna trougla.
Svaka strana delimi¢nog trougla, koji se koristi za razlaganje trougla ABC,
lezi ili u trouglu ABC' ili na jednoj njegovoj strani, tj. ona je manja od 2e.
Obim svakog delimi¢nog trougla je, dakle, manji od 6e; zbir svih ovih obima
stoga je manji od 6k-e. Razlaganje trouglova ABC'i ABC’ mora dati isti zbir
obima. Zato zbir obima delimi¢nih trouglova kori§¢enih u razlaganju trou-
glova ABC’ mora biti manji od 6k-e. Ali, u ovom zbiru, sigurno, sadrzana
je cela strana AC’, tj. mora vaziti: AC’ < 6k-e, i stoga, prema stavu 23, tim
pre vazi: ¢<6k-e. Ovo protivureci nasoj pretpostavci u odnosu na duzi e i a.
Prema tome, pretpostavka moguénosti razlaganja trouglova ABC i ABC’ u
delimic¢ne trouglove podudarne po dva i dva, dovela je do protivurecnosti.
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Vazni stavovi elementarne geometrije o dopunskoj jednakosti poligona,
narocito Pitagorina teorema, lako se izvode iz malocas postavljenih stavova.
Spomenuc¢emo jo§ stav:

Stav 47. Za proizvoljan trougao, a stoga i za proizvoljan prost poligon,
moze se uvek konstruisati pravougli trougao koji ima jednu katetu 1 i koji je
sa trouglom, odnosno poligonom, dopunski jednak.

Ovo tvrdjenje, u odnosu na trouglove, lako se izvodi na osnovu stavova
46, 42, i 43. Tvrdjenje, u odnosu na poligone, dokazuje se na ovaj nadin.
Razlozimo dati prost poligon u trouglove i odredimo za njih dopunski jednake
pravougle trouglove sa po jednom katetom 1. Ako katete duzine 1 shvatimo
kao visine ovih trouglova, onda, opet pomocu stavova 43 i 46, sastavljanjem
tih trouglova dolazimo do tvrdjenja (str. 57).

Ali, pri daljem sprovodjenju teorije povr§ina, nailazimo na jednu bitnu
tesko¢u. Upravo, naSa dosadasnja ispitavanja ostavljaju nereSenim pitanje,
da nisu mozda s v i poligoni dopunski jednaki. U tom sluc¢aju svi dosada
postavljeni stavovi ne bi kazivali nista i bili bi bez ikakvog znacenja. Sa
ovim je u vezi pitanje da li dva dopunski jednaka pravougaonika sa jednom
zajednickom stranom moraju imati i druge strane podudarne.

Kao 3to pokazuje blize razmatranje, za odgovor na ovo postavljeno pi-
tanje potrebna je inverzija stava 46, koja ovako glasi:

Stav 48. Ako dva dopunski jednaka trougla imaju jednake osnovice, oni
imaju i visine jednake.

Ovaj osnovni stav 48 nalazi se u prvoj knjizi Euklidovih Elemenata kao
39-ti stav; ali, pri dokazivanju ovog stava, Euklid se poziva na opsti stav o
veli¢inama: ,,katL 70 odov Tov pepovs perlov
eorw/” (celina je vec¢a od svog dela) - postupak koji se svodi na uvodjenje
nove geonetrijske aksiome o dopunskoj jednakosti.

Sada se stav 48, a time i ucenje o povrSinama, moze zasnovati i bez
takve nove aksiome, na nacin koji smo ovde usvojili, tj. pomocéu aksioma
ravni i bez upotrebe Arhimedove aksiome. Da bismo ovo uvideli, neophodno
je uvesti pojam mere povrsine.

§20. Mera povrsine trouglova i poligona

Definicija. U ravnoj geometriji prava AB deli tacke koje ne leze na
njoj u dve oblasti tacaka. Za jednu od ovih oblasti re¢i ¢emo da lezi desno
od poluprave AB koja polazi iz tactke A, odnosno od ,usmerene duzi AB”, i
levo od poluprave koja izlazi iz tacke B odnosno od ,usmerene duzi BA", za
drugu oblast kaze se da lezi levo od poluprave AB i desno od poluprave BA.
U odnosu na dve usmerene duzi AB i AC ista oblast lezi desno, ako tacke
B i C leze na istoj polupravoj koja polazi iz tacke A (i obrnuto). - Ako je
za neku polupravu g, koja polazi iz tacke O, desna oblast veé definisana i
ako poluprava h koja iz tacke O ulazi u ovu oblast, onda ¢emo kazati za onu
oblast u odnosu na h, koja sadrzi g, da lezi levo od h. Uvidja se, da su na ovaj



59

nacin, polazec¢i od odredjene poluprave AB, u ravnoj geometriji jednoznacno
odredjene leva i desna strana u odnosu na svaku polupravu odnosno svaku
usmerenu duz.

Tacke u unutrasnjosti (str. 9) nekog trougla ABC leze ili levo od strana
AB,BC,CA ili levo od strana CB, BA, AC. U prvom slu¢aju ¢emo reci:
ABC (ili BCA ili CAB) je pozitivni smer obilazenja, a CBA (ili BAC ili
ACB) je negativni smer obilazenja trougla; u drugom slu¢aju ¢emo reci:
CBA je pozitivan, a ABC je negativan smer obilaZzenja trougla.

Definicija. Ako u trouglu ABC' sa stranama a, b, ¢ konstruiS§emo dve
visine hy, = AD i hy = BF, onda iz sli¢nosti trouglova BCE i ACD, po
stavu 41, sledi proporcija

a:hy,=>0:hg,
tj-
ahg = bhy;

prema tome je u svakom trouglu proizvod osnovice i njoj odgovarajuée visine
nezavisan od toga koja se strana trougla uzme za osnovicu. Dakle, polovina
proizvoda osnovice i visine jeste neka za trougao ABC' karakteristi¢na duZ
a.

Neka je, na primer, u trouglu ABC smer obilazenja ABC pozitivan.
Pozitivnu duz a (prema definiciji na strani 54) nazva¢emo sad merom
povrsine trougla ABC pri pozitivnom obilazenju i ozna¢avacemo je sa [ABCY;
negativnu duZ - a nazvatéemo merom povrsine trougla pri negativnom
obilazenju i oznacicemo je sa [C'BA].

Stav 49. Ako tacka O lezi van trougla ABC, onda za meru povrsine
trougla vazi relacija

|ABC| = [0AB| + |[OBC| + [OCA].

Dokaz. Pretpostavimo najpre da se duzi OA i BC seku u nekoj tacki D.
Tada, pomocu distributivnog zakona u naSem racunu duzima, iz definicije
mere povr§ine slede ralacije:
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|[0AB] = [ODB| + [DAB],
|OBC| = -|OCB| = -|OCD| - [ODB],
|OCA| = [0CD] + [CAD).

Sabiranjem duzi naznacenih u ovim jedna¢inama, ako se pri tome iskoristi
jedan od stavova navedenih na strani 54 dobija se:

[OAB] + [OBC| + [OCA] = [DAB] + [CAD],
a odatle sledi, opet na osnovu distributivnog zakona,
[OAB]| + [OBC| + [OCA] = |ABC].

Ostale moguce pretpostavke u odnosu na polozaj tacke O, na sli¢an nacin
dovode do tvrdjenja stava 49.

Stav 50. Ako se trougao ABC ma kako razlozi u konacan broj trou-
glova A, onda je mera povrsine trougla ABC pri njegovom obilazenju u
pozitivnom smeru jednaka zbiru mera povrSina svih trouglova Ay pri pozi-
tivnom smeru obilaZzenja.

Dokaz. Neka je na primer ABC porzitivni smer obilaZenja kod trougla
ABC ineka je DE duz u unutranjosti trougla ABC, kojom se granice dva
trougla DEF i DEG naSeg razlaganja.
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Neka je na primer DEF' pozitivni smer obilazenja trougla DFEF'; tada je
GED pozitivni smer obilazenja trougla DEG. Ako sad uzmemo neku tacku
O van trougla ABC', onda prema stavu 49, vaze relacije: [DEF| = [ODE] +
|OEF| + |OFD|, |GED| = |[OGE| + [OED| + |ODG| = |OGD| — |ODE]
+ [ODG].

Sabiranjem ovih dveju segmentnih jednacina otpada na desnoj strani
mera povrsine [ODE].

Izrazimo na ovaj nacin, prema stavu 49, mere povrSina svih trouglova
A}, sa pozitivnim smerom obilaZzenja i saberimo sve tako dobijene jednacine.
Tada za svaku duz DEFE, koja lezi u unutrasnjost trougla ABC, sa desne
strane jednacine otpada mera povrgine [ODE|. Ako oznatimo tacke, iskorigce-
ne pri razlaganju trougla ABC, koje leze na njegovim stranama redom kako
slede sa A, Aq,...,A;,B,B1,...,Bn,C,C1,...,Cy, i oznadimo zbir mera
povrina svih trouglova Aj pri pozitivnom smeru obilazenja kratko sa X,
dobija se, sto se sada lako vidi, sabirnjem svih segmentnih jednacina:

Y =[0OAA] + -+ + [OA1B] + [OBBy] + --- + [OB,,C] + [0CCy] + - -
+ |0OCLA] = [OAB| + [OBC] + [0CA],

odakle, prema stavu 49:
¥ =|ABC].

Definicija. Ako definiSemo meru povrsine |P| prostog poligona pri
pozitivnom smeru obilazenja kao zbir mera povrsina svih trouglova sa pozi-
tivnim smerom obilazenja na koje se raspada dati poligon pri nekom odred-
jenom razlaganju, onda, na osnovu stava 50, doznajemo sli¢nim nacinom za-
klju¢ivanja koji smo primenili u §18 pri dokazu stava 43 da je mera povrsine
[P| nezavisna od nacina razlaganja poligona u trouglove i stoga se jedno-
zna¢no odredjuje samo poligonom.

Iz ove definicije zaklju¢ujemo pomocu stava 50 da razlozivo jednaki
poligoni imaju jednake mere povrsine (ovde, kao i u nerednim
izlaganjima, pod merom povr§ine uvek se razume mera povr§ine za pozitivni
smer obilazenja).

Dalje, ako su P i @ dopunski jednaki poligoni, to, prema definiciji, moraju
postojati takva po dva i dva razlozivo jednaka poligona P, Q’, ..., P",Q", da
poligon P + P’ + ... + P” sastavljen od P, P, ..., P"” bude razloZivo jednak
poligonu Q + Q' + ... Q" sastavljenom od Q,Q’,...,Q". Iz jednacina

[P+P +...+P|=Q+Q +...Q"

[P = Q']

[P] = Q"]
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lako zaklju¢ujemo da je

[P] = [Ql,

tj. dopunski jednaki poligoni imaju jednake mere povrsine.
§21. Dopunska jednakost i mera povrsine

Nasli smo u §20 da dopunski jednaki poligoni uvek imaju jednake mere
povrsine. Iz ove ¢injenice izvodimo neposredno dokaz stava 48. Naime,
oznac¢imo li jednake osnovice oba trougla sa g, odgovarajuce visine sa h i b’
onda iz pretpostavljene dopunske jednakosti oba trougla zakljuéujemo da ti
trouglovi takodje moraju imati jednake mere povrsina, tj. sledi

29h = 59’
i posle deoba sa %g
h = h';

ovo je tvrdjenje stava 48.

Sada se moze takodje obrnuti iskaz u€injen na kraju §20. Ustvari, neka
su P i @ dva poligona sa jednakim merama povrSine. Konstrui§imo, prema
stavu 47, dva pravougla trougla A i F koja imaju ovo svojstvo: neka svaki
ima jednu katetu 1 i neka je dalje trougao A dopunski jednak poligonu P,
a trougao E - poligonu Q. Iz stava, dokazanog na kraju §20, sledi tada da
A i P imaju jednake mere povrgina, a isto tako E i Q. Iz toga sledi, zbog
jednakosti mera povrgina poligona P i () da i trouglovi A i E imaju jednake
katete 1, oni moraju imati i druge katete jednake tj. trougli A i E' su medju
sobom podudarni, a stoga su, prema stavu 43, poligoni P i ) medju sobom
dopunski jednaki.

Obe ¢injenice nadjene u ovom i prethodnom paragrafu obuhvati¢emo u
slede¢em stavu:

Stav 5l. Dva dopunski jednaka poligona imaju uvek istu meru povrsine,
a dva poligona sa istom merom povrsine uvek su medju sobom dopunski
jednaka.

Naroc¢ito dva dopunski jednaka pravougaonika koji imaju jednu zajed-
nic¢ku stranu moraju imati i druge strane jednake. Otuda sledi stav:

Stav 52. Ako se pravougaonik razlozi pomoc¢u pravih u vige trouglova i
ako se izostavi samo jedan od ovih trouglova, onda se pravougaonik ne moze
vi§e ispuniti ostalim trouglovima.

Ovaj su stav uzeli Dezolt (De Zolt) i 0. Stole (O. Stolz) kao
aksiomu, a F. Sur i V. Kiling (W. Killing) su ga dokazali pomocu
Arhimedove aksiome. U prethodnom izlaganju je pokazano da je ova teorema
potpuno nezavisna od Arhimedove aksiome.

Za dokaz stavova 48, 50, 51 bitno smo iskoristili ra¢un duzima uve-
den u trecoj glavi §15, a posto se ovaj ra¢un duzima uglavnom zasniva na
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Paskalovom stavu (stav 40) ili ta¢nije, na specijalnom slucaju (str. 46) ovog
stava, to se pokazuje da je Paskalov stav najvazniji element za izgradnju
uCenja o povrSinama.

Lako doznajemo da se i obrnuto Paskalov stav moze dobiti iz stavova
46 i 48. Ustvari, iz paralelnosti pravih CB’ i C'B sledi, prema stavu 46,
dopunska jednakost trouglova OBB’ i OC(C'; isto tako iz paralelnosti pravih
CA’" i AC' sledi da su trouglovi OAA" i OCC’ dopunski jednaki.

Posto su, prema tome, i trouglovi OAA’ i OBB’ dopunski jednaki, to se
iz stava 48 dobija da prave BA’' i AB’ moraju biti paralelne.

Dalje, lako uvidjano da poligon koji ceo lezi u unutrasnjasti drugog polig-
ona uvek ima manju meru povrsine no ovaj drugi i zato, prema stavu 51, ne
moze biti njemu dopunski jednak. Ova ¢injenica sadrzi stav 52 kao spacijalan
slucaj.

Sa ovim smo zasnovali bitne stavove ucenja o povr§inama u ravni.

Jog je Gaus (K. F. Gauss) obratio paZnju matemati¢ara na sli¢no pi-
tanje za prostor. Izrazio sam pretpostavku da je nemoguce sli¢no zasnivanje
uéenja o zapreminama i postavio odredjeni zadatak - nac¢i dva tetraedra sa
jednakim osnovama i jednakim visinama koji se ne mogu ni na koji nacin
razloziti na kongruentne tetraedre i koji se takodje ne bi mogli dopuniti do-
davanjem podudarnih tetraedara do takvih poliedara koji bi se mogli sa svoje
strane razloziti na podudarne tetraedre.

M. Den je uspeo da ovo stvarno dokaze; time je on na strog nacin
dokazao nemogucénost da se zasnuje ucenje o zapreminama na isti nacin kako
je to gore ucinjeno za povrsine u ravni.

Prema tome za obradu sli¢nih pitanja za prostor trebalo bi uzeti druga
dva pomoc¢na sredstva, npr. Kavaljerijev princip.

U ovom smislu je V. Zis zasnovao ucenje o zapreminama. V. Zis naziva
dva tetraedra jednakih visina i dopunski jednakih osnovica jednakim u Kaval-
jerijevom smislu; najzad, dva poliedra, koja se mogu predstaviti kao razlika
u Kavaljerijevom smislu razlozivo jednakih poliedara, on naziva razlozivo
jednakim u Kavaljerijevom smislu.
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Moze se dokazati, bez upotrebe aksiome neprekidnosti da su jednakost
zapremine i dopunska jednakost u Kavaljerijevom smislu—ekvivalentni poj-
movi, dok se razloziva jednakost u Kavaljerijevom smislu kod poliedara jed-
nakih zapremina moZe dokazati samo pomoc¢u Arhimedove aksiome.

Da pomenemo kao noviji naredni rezultat koji je dobio J. P. Sidler
(J. P. Sydler) : Stav, da su dva i dva dopunski jednaka poligona i pa-
zlozivo jednaka, koji se dobiva za ravan iz stava 51 i razmatranja na str. 60
(posle stava 46),moze se, pod pretpostavkom Arhimedove aksiome, progiriti
na poliedre u prostoru. Ovom rezultatu se dalje prikljuc¢uje konstatacija da
mnozina klasa ekvivalencije poliedara u odnosu na razlozivu jednakost ima
mo¢ kontinuuma.
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Peta glava
Dezargov stav

§22. Dezargov stav i njegov dokaz u ravni
pomocu aksioma podudarnosti

Od aksioma postavljenih u prvoj glavi, sve aksiome grupa I — V delom
su linearne, a delom aksiome ravni; aksiome 4 8 grupe I su jedine prostorne
aksiome. Da bismo jasno uvideli zna¢aj ovih prostornih aksioma, zamislimo
da je data neka ravna geometrija i ispitajmo uopste uslove za to da se
ta ravna geometrija moze shvatiti kao deo prostorne geometrije, u kojoj su
zadovoljene sve aksiome pretpostavljene u ravnoj geometriji, a osim toga
prostorne aksiome veze I;_g.

U ovoj i narednoj glavi neéemo se uopste koristiti aksiomama podu-
darnosti. Usled toga ovde se mora za osnovu uzeti aksioma paralelnih IV
(str. 23) u ostrijoj formulaciji:

IV* (aksioma paralelnih u ostrijoj formulaciji). Neka je a proizvoljna
prava i A tacka koja le7i van a: tada u ravni koja je odredjena pravom a i
tackom A postoji jedna i samo jedna prava koja prolazi kroz tacku A i ne
preseca pravu a.

Kao $§to je poznato, na osnovu aksioma grupa I — I, IV*, moze se
dokazati takozvani Dezargov (Desargues) stav; Dezargov stav jeste stav o
proseénim tackama u ravni. Narodcito isticemo pravu na kojoj treba da leze
prese¢ne tacke odgovarajucéih strana oba trougla kao kao takozvanu ,beskon-
acno daleku pravu” i tako dobiveni stav zajedno sa njegovom inverzijom
nazva¢emo prosto Dezargovim stavom; ovaj stav glasi:

Stav 53 (Dezargov stav) Ako dva trougla leze u ravni tako da su im po
dve i dve odgovarajucée strane medju sobom paralelne, to prave koje spajaju
odgovarajuca temena ili prolaze kroz istu tacku ili su medju sobom paralelne
i obrnuto:

Ako dva trougla leze u ravni tako da linije koje spajaju odgovarajuca
temena ili prolaze kroz jednu tacku ili su medju sobom paralelne i ako, dalje,
imaju dva para odgovaraju¢ih strana medju sobom paralelnih, onda su i
trece strane tih trouglova medju sobom paralelne.
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Kako je veé reeno, stav 53 je posledica aksioma I, II,IV*; prema ovoj
¢injenici vazenje Dezargovog stava u ravnoj geometriji svakako je nuz an
uslov da bi se ova geometrija mogla shvatiti kao deo prostorne geometrije u
kojoj su zadovoljene sve aksiome grupa I, I1, IV*.

Uzmimo sad, kao i u trec¢oj i ¢etvrtoj glavi, ravnu geometriju, u kojoj
vaze aksiome I1_3 i II — IV, i zamislimo prema §15, da je u tu geometriju
uveden racun duzima: tada se moze, kao §to je to izloZeno u §17, dodeliti
svakoj tacki te ravni par duzi (z,y) i svakoj pravoj razmera triju duzi (u :
v :w), pri ¢emu u, v nisu oba nula, tako da linearna jednadina

ur +vy +w =0

predstavlja uslov incidencije tacke i prave. Sistem svih duZi u nagoj geo-
matriji obrazuje, prema §17, brojno podruéje, za koje vaze svojstva 1-16
nabrojana u §13; i zato mozemo pomocu ovog brojnog podrucja konstru-
isati prostornu geometriju sliéno onome §to je uradjeno u §9 ili §12 pomoéu
brojnih sistema € i Q(t); zbog toga uzmimo da sistem triju duzi (z,y, z)
pretstavlja tacku, a razmera Cetiri duzi (u,v,w,r), u kome u,v,w nisu is-
tovremeno jednake nuli, pretstavlja ravan, dok bi prave bile definisane preseci
dveju ravni; pri tome linearna jednacina

ur +vy+wz+r=>0

izrazava da tacka (z,y, z) lezi u ravni (u : v : w :r). Najzad §to se tice ras-
poreda tacaka na pravoj ili rasporeda tac¢aka ravni u odnosu na pravu u njoj
ili, najzad, rasporeda tac¢aka u odnosu na ravan u prostoru, on se odredjuje
pomocu nejednacina medju duzima na slican nacin kako je to uradjeno u §9
za ravan.

Posto unosenjem vrednosti z = 0 opet dobivamo prvobitnu ravnu ge-
ometriju, uvidjamo da se naga ravna geometrija moze smatrati kao deo
prostorne geometrije. No, prema gornjim izlaganjima, za to je nuzan uslov
vazenje Dezargovog stava, a otuda proizilazi da u usvojenoj ravnoj geometriji
mora vaziti Dezargov stav. Ovaj stav je, dakle, posledica aksioma Iy_3, I —
1V.

Primetimo da se ova sad nadjena ¢injenica moze bez muke i direktno
izvesti iz stava 42 o uéenju o proporcijama ili iz stava 61.

23. Nemoguénost dokaza Dezargovog stava u ravni bez aksioma
g govog
podudarnosti

Sada ¢emo razmotriti pitanje da li se Dezargov stav moze dokazati i
bez upotrebe aksioma podudarnosti. Pri tome ¢emo dospeti do nared-nog
rezultata:

Stav 54. Postoji ravna geometrija u kojoj su zadovoljene aksiome
Iy s, 11,1114, IV* V tj. sve linearne aksiome i aksiome ravni, izuzev
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aksiome podudarnosti 115, a Dezargov stav ne vazi (stav 53). Dezargov
stav se, prema tome, ne moZze izvesti samo iz pomenutih aksioma; za njegov
dokaz neophodne su ili prostorne aksiome ili aksioma II15 o podudarnosti
trouglova.

Dokaz. U obi¢noj ravnoj Dekartovoj geometriji, ¢iju smo moguénost
ve¢ dokazali u drugoj glavi §9, primeni¢emo definiciju pravih linija i uglova
na ovaj nac¢in. Uzmimo ma koju pravu Dekartove geometrije kao osu i ra-
zlikujmo na ovoj osi pozitivni i negativni smer, kao i pozitivnu i negativnu
poluravan u odnosu na ovu osu.

Uzmimo sada kao pravu nase nove geometrije osu i svaku prema njoj
paralelnu pravu Dekartove geometrije, zatim svaku pravu Dekartove ge-
ometrije, ¢ija poluprava koja lezi u pozitivnoj poluravni obrazuje sa pozitib-
nim smerom ose prav ili tup ugao, i, najzad, svaki sistm dveju polupravih
h, k Dekartove geometrije koji ima ovo svojstvo: zajednicko teme od h i k
lezi na osi; poluprava h, koja lezi u negativnoj poluravni, obrazuje sa poz-
itivnim smerom ose oftar ugao «, a produzenje k' poluprave k, koja lezi u
negativnoj poluravni, obrazuje sa pozitivnim smerom ose ugao ( tako da u
Dekartovoj geometriji vazi relacija

tan3 5

tan «

Raspored tacaka i duzine duzi i na onim pravima koje se u Dekartovoj
ravni pretstavljaju kao sistem dve poluprave definisu se na ocigledan nagcin,
kao i obiéno. U tako definisanoj geometriji, $to se lako uvidja, vaze aksiome
Iy 3, 11,111 g, IV*; napr. neposredno je jasno da prave koje prolaze kroz
jednu tacku jednostruko pokrivaju ravan. Osim toga u jednoj geometriji vaze
i aksiome V.

poz.

\ K7 sn
Osa AN

Svi uglovi koji nemaju nijedan krak koji ide od ose po pozitivnoj
poluravni i obrazuje sa pozitivnim smerom ose oStar ugao, mere se obi¢no
kao i u Dekartovoj geometriji. Ako je pak bar jedan krak ugla w poluprava
k sa maloc¢as navedenim svojstvima, onda ¢emo kao veli¢inu ugla w u novoj
geometriji definisati veli¢inu onog ugla w’ Dekartove geometrije, koji ima za
krak polupravu k' mesto h (videti prethodnu sliku). Ovaj postupak defin-
isanja za dva para uporednoh uglova pokazuje figura levo. Na osnovu nase
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definicije uglova vazi i aksioma II1y; naro¢ito za svaki ugao /(I,m) vazi:

L(l,m) = L(m,l).

Naprotiv, kao §to pokazuje slika desno i §to se lako racunom potvrdjuje,
Dezargov stav u novoj ravnoj geometriji ne vazi. Osim
toga, isto je tako lako nacrtati figuru koja pokazuje da ni Paskalov stav ne
vazi.

Ovde izlozena ravna ,nedezargovska” geometrija sluzi istovremeno kao
primer ravne geometrije, u kojoj vaze aksiome Iy_g, I1, I11;_4, IV* Vi
koja se ipak ne moze smatrati kao deo prostorne geometrije

§24. Uvodjenje segmentnog ra¢una bez upotrebe
aksioma podudarnosti na osnovu Dezargovog stava

Da bismo potpuno uvideli znacaj Dezargovog stava (stav 53), uzmimo
za osnovu ravnu geometriju u kojoj vaze aksiome [;_s, [, IV* | tj. sve
linearne aksiome i aksiome ravni, osim aksioma podudarnosti i neorekidnosti,
i uvedimo u ovu geometriju novi ra¢un duzima, nezavisno od aksioma
podudarnosti, na ovaj nadin:

Uzmimo u ravni dve stalne prave, koje se seku u tacki O, i u daljim
izlaganjima raCunajmo da samo takvim duZima, ¢ija je pocCetna tacka O i
¢ije krajnje tacke proizvoljno leZe na jednoj od ovih dveju stalnih pravih. I
samu tacku O smatrajmo kao duz O, §to ¢emo oznaciti ovako:
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00 =01ili 0 =00.

Neka su F i E' po jedna odredjena tacka na stalnim pravima koje prolaze
kroz tacku O; tada ¢emo smatrati obe duzi OF i OF’ kao duZi 1; u znacima:

OE=0F' =1

ili
1=0FE=0F.
Pravu E'E’ kratko nazivamo jedini¢nom pravom. Dalje, ako su A
i A’ tatke na pravima OF odn.OFE’ i ako je pri tome prava koja spaja AA’
paralelna prema EE’, onda ¢emo duzi OA i OA’ nazvati jednakim i to ¢emo
oznaciti ovako:

OA =0A4"ili OA" = OA.

Da bismo najpre definisali zbir duzi a = OA’ i b = OB, koje leze na OF,
konstruigimo AA’ paralelno prema jedini¢noj pravoj EE’ i povucimo zatim
kroz A’ pravu paralelnu prema OF i kroz B pravu paralelnu prema OFE’.
Ove ce se dve paralelne se¢i u nekoj tacki A”. Najzad, povucimo kroz tacku
A" pravu paralelnu prema jedini¢noj pravoj E'E’; ona preseca stalne prave
OFE i OF' u po jednoj tacki, C' i C’; tada ¢emo du? ¢ = OC = OC’ nazvati
zbirom duzi a = OA i b= OB, §to ¢emo oznafiti ovako:

c=a+biliat+b=c.

Pre nego §to predjemo dalje, pokaza¢emo da, kad se pretpostavi da vazi
Dezargov stav (stav 53), zbir dveju duzi se moze dobiti i na opstiji nacin:
tacka C', koja odredjuje zbir a 4+ b na onoj pravoj, na kojoj leze tacke A i B,
ne zavisi od jedini¢ne prave EE’ od koje smo posli, tj. mi ¢emo dobiti ovu
tacku C i pomoc¢u naredne konstrukcije:

Odaberimo na pravoj OA’ ma koju tacku A’ i povucimo kroz tacku B
paralelnu prema OA’ i kroz tacku A’ paralelnu prema OB. Ove se dve prave
seku u nekoj tacki A”. Prava povucena posle toga kroz tacku A” paralelno
prema AA’ preseca pravu OA u tacki C, koja odredjuje zbir a + b.

Radi dokaza pretpostavimo da su kako tacke A’ i A” tako i tacke A’ i A”
dobivene na navedeni nacin i da je tacka C na pravoj OA tako odredjena, da
prava C'A” bude paralelna prema AA’. Treba dokazati da je i C' A’ paralelno



70

sa AA’. Trouglovi AA’A’ i CA" A" leze tako da su linije koje spajaju odgo-
varajuca temena tih trouglova paralelne, a posto su, sem toga, odgovarajuce
strane dvaju parova, naime A’A’ i A”A” kao i AA’ i CA”, paralelne, to su
u stvari, prema drugom iskazu Dezargovog stava, i trece strane AA’ i C A"
medju sobom paralelne.

a, A’

Da bismo definisali proizvod duzi a = OA i duzi b = OB, posluzi¢emo
se potpuno istom konstrukcijom datom u §15, samo ¢emo ovde uzeti umesto
krakova pravog ugla obe stalne prave OF i OF’. Konstrukcija je prema
tome sledec¢a: odredi se na pravoj OF tacka A’, tako da je AA’ paralelno
jedini¢noj pravoj E'E’; tacka E se spoji sa tackom A’ i povuce kroz tacku B
paralelna prema EA’; ova paralelna preseca stalnu pravu OE’ u nekoj tacki
C’'; duz ¢ = OC' nazvac¢emo proizvodom duzi a = OAiduzi b= OB i
pisati:

c=abili ab=c.

§25. Komutativni i asocijativni zakon sabiranja u novom segmentnom
racunu

Za nas novi racun duzima, u $to se lako uveravamo, vaze svi stavovi veze
postavljeni u §13; sada ¢emo ispitati koja od rac¢unskih pravila postavljenih
tamo vaze u nasem novom rac¢unu duzima, ako se za osnovu uzme ravna
geometrija, u kojoj su zadovoljene aksiome Iy_3, 1, IV* i osim toga vazi
Dezargov stav.

Pokazac¢emo pre svega, da za sabiranje duzi definisano u §24 vazikomut a-
tivni zakon

a+b=>b+a.
Neka je
a=0A=0A4,
b=0B =08,

pri ¢emu su, shodno naSim postavkama, AA’ i BB’ paralelne jedini¢noj
pravoj. Konstruisimo sad tacke A” i B”, povlaceéi A’A” i B’B” paralelno
prema OA i dalje AB"” i BA” paralelno prema OA’; kao $to se odmah vidi,
tada nase tvrdjenje iskazuje da je spojna prava A”B” paralelna prema AA’.
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Tac¢nost ovog tvrdjenja uvidjamo na osnovu Dezargovog stava (stav 53)
na ovaj na¢in: oznacimo presecnu tacku pravih AB” 1 A’A” sa F, a presecnu
tacku pravih BA” i B’B” sa D; tada ¢e u trouglima AA’F i BB'D odgovara-
juce strane biti medju sobom paralelne. Pomocéu Dezargovog stava odatle
zakljucéujemo da tri tacke O, F, D, leze na jednoj pravoj. Usled ove okolnosti
trougli OAA’ i DB"” A” leze tako da prave koje spajaju odgovarajuca temena
prolaze kroz istu tacku F'. Po§to su, osim toga, odgovararajuée strane dvaju
parova, naime OA i DB"” kao i OA" i DA”, paralelne, bice, prema drugom
iskazu Dezargovog stava (stav 53), i trece strane AA" i B” A” paralelne. Is-
tovremeno iz ovog dokaza sledi da je potpuno svejedno od koje se od dveju
stalnih pravih polazi pri konstrukciji zbira dveju duzi.

Dalje vazi asosijativni zakon sabiranja:

a+(b+c)=(a+d) +ec.
Neka su na pravoj OF date duzi
a=0A,b=0B,c=0C.

Na osnovu opsteg pravila sabiranja datog u prethodnom paragrafu mogu se
zbirovi

a+b=0G, b+c=0B (a+b)+c=0G

konstruisati na ovaj nacin: izaberimo proizvoljno na pravoj OFE’ tacku D
i spojimo je sa tackama A i B. Pravu povucenu paralelno kroz tacku D
prema OA presecaju obe paralelne prema OD, povulene kroz tacke B i
C, u po jednoj tacki F odn. D’. Prave povucene paralelno kroz tacku F
prema AD odn. kroz tacku D’ paralelno prema BD presecaju sada pravu
OA u gore pomenutim tackama G odn. B’; dalje, prava povucena kroz
tatku D’ paralelno prema GD preseca pravu OA u isto tako pomenutoj
tacki G'. Najzad se zbir a + (b + ¢) dobiva kad najpre povucemo kroz tacku
B’ paralelnu prema
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G
b atb ¢ b+c (a+b)+c=a+(b+c)

OD koju prava DD’ preseca u nekoj tacki F’, i kad povucemo kroz tacku
F’ paralelnnu prema AD. Prema tome treba dokazati da je prava G'F’
paralelna prema pravoj AD. Oznacimo sada prese¢nu tacku pravih BF i
GD sa H i preseénu tacku pravih B'F’ i G'D’ sa H'. Tada su u trouglima
BDH i B'D'H’ odgovarajuce strane paralelne; a posto su, dalje, prave BB’
i DD’ medju sobom paralelne, to je, prema Dezargovom stavu, i prava HH’
paralelna ovim dvema pravima. Prema tome moZemo primeniti drugi iskaz
Dezargovog stava na trougle GFH i G'F'H' pa iz toga saznati da je prava
G'F’ paralelna prema GF, a zato, svakako, i prema AD.

§26. Asocijativni zakon mnozenja i dva distributivna zakona u novom
segmentnom racunu.

Pri nasim pretpostavkama i za mnozenje duzi vazi asocijativni zakon:
a(bc) = (ab)e.

Neka su na prvoj od dveju stalnih pravih kroz tacku O date duzi

1=0A4, b=0C, ¢ =0A,

a na drugoj pravoj duzi
a=0Gib=0B.
Da bismo, prema pravilu u §24. redom konstruisali duzi

be = OB’ i be = OC,
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ab= 0D,
(ab)e = OD/,

povucimo A’B’ paralelno sa AB, B'C’ paralelno sa BC, CD paralelno sa
AG, kao i A’D' paralelno sa AD; kako se odmah vidi, tada se nage tvrdjenje
svodi na to da i C'D mora biti paralelno sa C'D’. Ozna¢imo li sada presec¢nu
tacku pravih AD i BC sa F', a prese¢nu tacku pravih A’D’1 B'C’ sa I, to ¢e
u trouglima ABF i A’B'F’ odgovarajuce strane biti medju sobom paralelne;
otuda, prema Dezargovom stavu, tri tacke O, F, F’ leZe na jednoj pravoj.
Zahvaljujuéi ovoj okolnosti, mozemo primeniti drugi iskaz Dezargovog stava
na trougle CDF i C'D'F’ i odatle uvideti da je ustvari C'D paralelno sa
c'D'.

Najzad ¢emo dokazati u nasem rac¢unu duzima na osnovu Dezargovog
stava oba distributivna zakona

a(b+c) =ab+ ac

(b+ ¢)a = ba + ca.

Radi dokaza prvog distributivnog zakona
a(b+c) =ab+ac
pretpostavimo da su na prvoj od dveju stalnih pravih date duzi:
1=0FE, b=0B, ¢c=0C,

a na drugoj:
a = 0A.

Prave koje su povucene paralelno prema pravoj EA kroz tacke B i C
presecaju pravu OA u po jednoj tacki, D odn. F. Tada je na osnovu pravila
o mnozenju (§23),

OD = ab, OF = ac.

prema opstijem pravilu sabiranja u §24 zbir
OH =b+c

dobivamo ako povucemo kroz tacku C paralelnu prema OD i kroz D par-
alelnu prema OC, pa zatim kroz presetnu tacku G ovih dveju pravih par-
alelnu prema BD, koja preseca pravu OC' u ve¢ pomenutoj tacki H i pravu
OD u nekoj tacki K. Posto je OH = b+ ¢, na osnovu pravila o mnozenju
vazl

OK = a(b+ ¢).
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a(b+c)=ab+ac, K

H
¢ b+c

Na osnovu opstijeg pravila o sabiranju i na osnovu onoga §to je dokazano
na str. 74, da stalne prave OF i OE’ mogu razmeniti uloge pri konstrukeiji
zbira, moze se najzad konstruisati zbir ac + ab na ovaj nadin: povucimo
ma kroz koju tacku prave OF, napr. kroz C, pravu CG, paralelnu prema
OD, zatim kroz tacku D paralelnu DG prema OC' i, najzad, kroz tacku G
paralelnu GK prema CF.

Dakle, vazi

OK = ac + ab,

a otuda se pomocu komutativnog zakona sabiranja izvodi prvi distributivni
zakon.

Najzad, da bismo dokazali drugi distributivni zakon, pretpostavimo da
su na prvoj od dveju stalnih pravih date duzi:

1=0F, a=0A,
a na drugoj stalnoj pravoj duzi:
b=0B,c=0C.
Prava AB’ paralelna prema EB i prava AC’ paralelna prema EC odredjuju

duzi

OB’ = ba, OC' = ca.

Konstruis§imo duzi
OF =b+c¢, OF =ba+ ca

opet na stalnoj pravoj OB prema opstijem pravilu sabiranju na ovaj nadin:



75

(b+c)a=ba+-ca, F’

Povucimo paralelne kroz tacku C prema OF i kroz tacku E prema OC.
One se seku u nekoj tacki D, kroz koju povucimo paralelnu prema EB, koju
OA preseca u gore pomenutoj tacki F. Isto tako povucimo kroz tacku A
paralelnu prema OC’, a kroz C’ paralelnu prema OA. One se seku u nekoj
tacki D'; kroz ovu tacku povucimo paralelnu prema AB’, koju OA preseca
u pomenutoj tacki F.

Prema pravilu mnoZenja drugi distributivni zakon bic¢e dokazan ako se
pokaZze da je prava AF’ paralelna prema pravoj EF.

U trouglima ECD i A'C'D’ odgovarajuce strane su medju sobom par-
alelne; zato, prema Dezargovom stavu, tri tactke O, D, D’ leZe na jednoj
pravoj. Stoga mozemo primeniti drugi iskaz Dezargovog stava na trougle
EDF i AD'F' i uvideti da su prave AF’ i E'F zaista paralelne.

§27. Jednacina prave na osnovu novog segmentnog racuna

Mi smo uveli segmentni ra¢un od §24 do §26 pomocu aksioma navedenih
u §24 i pretpostavljajuéi vazenje Dezargovog stava za ravan. U ovom rac¢unu
duzima vaze, osim stavova veze postavljenih u §13, asocijativni zakon sabi-
ranja i mnozenja, kao i oba distributivna zakona. Da komutativni zakon nije
neophodan, vide¢emo u §33. Pokaza¢emo u ovom paragrafu na koji nadin
je moguce analiticko pretstavljanje tac¢aka i pravih u ravni na osnovu ovog
rac¢una duzima.

Definicija. Dve stalne prave uzete u ravni kroz tacku O nazvacemo
osama X i Y i zamislicemo da je svaka tacka P u ravni odredjena duZima
x,y, koje se dobivaju na osama X i Y, povlace¢i kroz tacku P paralelne
prema ovim osama. Ove duzi x,y nazva¢emo koordinatama tacke P.

Na osnovu novog segmentnog racuna i pomoc¢u Dezargovog stava dospe-
vamo do naredne ¢injenice:
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Stav 55. Koordinate z,y tatke na proizvoljnoj pravoj uvek zadovo-
ljavaju segmentnu jednacinu narednog oblika:

ar + by +c=0;

u ovoj jednacini moraju stajati duzi a,b sa leve strane od koordinata x,y;
duzi a, b nikad nisu istovremeno nula, i ¢ je proizvoljna duz.

Obrnuto: svaka segmentna jedna¢ina opisane vrste pretstavlja uvek pravu
u razmatranoj ravnoj geometriji.

Dokaz. Apscisa x ma koje tacke P na osi Y ili prema njoj paralelne
prave ne zavisi od izbora tacke P na toj pravoj, tj. takva se prava moze
pretstaviti u obliku:

Duzi ¢ odgovara duz c, tako da je
c+c=0,
a stoga vazi i
r+c=0.

Ova jednalina ima oblik trazene vrste. Neka je sad [ prava koja preseca Y-
osu u nekoj tacki S. Povucimo kroz proizvoljnu tacku P ove prave paralelnu
prema Y-osi koja preseca X-osu u tacki Q).

Duz OQ = x je apscisa tacke P. paralelna prema [ kroz tacku @) otseca
na Y-osi duz OR, a prema definiciji mnozenja vazi

OR = ax,

gde je a duz, koja zavisi samo od polozaja prave [, a ne zavisi od izbora
tacke P na [. Neka je y ordinata od P. Prema prosirenoj definiciji zbira na
str. 73—74 i usled veé na str. 74 dokazane moguénosti da se konstruige zbir
polazeéi od Y-ose, duz OS sada pretstavlja zbir ax + y. Duz OS = ¢ je duz
koja je odredjena samo polozalem prave [. Iz jednacine

ar+1y==c
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sledi
ar +y+c=0,

gde je c opet duz koja je odredjena jednacinom ¢+ c¢ = 0. Poslednja jednacina
prave ax + y + ¢ = 0 ima zahtevani oblik.
Lako se vidi da koordinate one tacke koja ne lezi na pravoj [ ne zadovo-
ljavaju ovu jednacinu.
Isto tako je lako dokazati drugi deo stava 55. Naime, ako je data seg-
mentna jednacina
az+by+cd =0,

u kojoj duzi @’ i b nisu obe nula, pomnoZi¢emo, u slucaju da je b’ = 0, sleva
¢lanove jednacine sa duZi a, koja je odredjena relacijom aa’ = 1, u slucaju
pak da bude b’ # 0,— sa duzi b, koja je odredjena relacijom bb' = 1. Tada
¢emo, na osnovu pravila ra¢una, dobiti jednu od maloc¢as izvedenih jednacin
pravih i moZemo lako u posmatranoj ravnoj geometriji konstruisati pravu
koja zadovoljava ovu jednacinu.

Treba izri¢ito primetiti da pri nasim pretpostavkama segmentna jed-
nacina oblika

za+yb+c=0,

u kojoj duzi a, b stoje desno od koordinata x, y, uopste ne pretstavljaju pravu.
U §30 imac¢emo vaznu primenu stava 55.

§28. Ukupnost duzi shvac¢ena kao kompleksni brojni sistem

Pomenuli smo veé¢ da su u nasem novom rac¢unu duzima, zasnovanom u
§24, zadovoljeni stavovi 1-6 u §13.

Dalje, u §25 i §26 uvideli smo pomo¢u Dezargovog stava, da za ovaj racun
duzima vaze zakoni ra¢una 7 11 u §13; prema tome, postoje svi stavovi veze
i pravila rac¢una, izuzev komutativnog zakona mnozenja.

Najzad, da bismo omogudili raspored duzi, ustanoviéemo ovo: neka su
A i B dve ma koje razli¢ite tacke prave OF; poredjajmo sada Cetiri tacke
O, E, A, B, prema stavu 5 tako, da tatka E stoji iza tacke O. Stoji li u ovom
poretku i tacka B iza tacke A, rec¢i ¢emo da je duz a = OA manja od duzi
b = OB, §to ¢emo oznaditi:

a < b;

naprotiv, stoji li u pomenutom poretku tacka A iza B, reéi ¢emo da je duZ
a=Q0Aveca od duzi b = OB; u znacima:

a>b

Lako uvidjamo da su sad u nasem segmentnom racunu, na osnovu ak-
siome I, zadovoljeni zakoni racuna 13 16; prema tome, ukupnost svih ra-
zli¢itih duzi obrazuje kompleksni brojni sistem, za koji vaze zakoni 1-11,
13 16 i §13, tj. sva pravila osim komutativnog zakona mnoZenja i stavova
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o neprekidnosti; u da ljim izlaganjima takav brojni sistem zva¢emo kratko
Dezargovim brojnim sistemom.

§29. Izgradjivanje prostorne geometrije pomocu
Dezargovog brojnog sistema

Neka je dat ma koji Dezargov brojni sistem D; ovaj nam sistem
omogucava da izgradimo prostornu geometriju, u kojoj
su zadovoljene sve aksiome I,1I,IV*.

Da bismo ovo uvideli, zamislimo sistem ma koja tri broja (z, y, z) Dezargo-
vog brojnog sistema D kao tacku, a sistem ma koja ¢etiri broja (u:v:w:r)
sistema D, od kojih prva tri nisu istivremeno 0, kao ravan; ali, neka sistemi
(u:v:w:r)i(au: av:aw : ar), gde a znaci ma koji broj razli¢it od 0 u
sistemu D, pretstavljaju istu ravan. Neka postojanje jednadine

ur +vy+wz+r=>0

izrazava da tatka (z,y,z) lezi u ravni (u : v : w : 7). Najzad, definisimo
pravu pomocu sistema dveju ravni (v : 0" 1w’ ') 1 (W 20" w2 "), ako
se u sistemu D ne moze nadi broj a razli¢it od 0, tako da istovremeno bude

!/ " / " / "
au' =u', av’ =", aw =w' .

Reci ¢e se da tatka (z,y, z) lezi na ovoj pravoj

(v 0 s 7)), (W 0" s )],
ako je zajednicka za obe ravni (v : v :w' 1 7') i (v : 0" w” : "), Smatra
se da dve prave koje sadrze iste tacke nisu razlicite.

Primenjujuéi zakone racuna 1-11 u §13, koji treba da vaze prema pret-
postavci za brojeve sistema D, dospe¢emo bez tegkocéa do rezultata: da su u
maloCas postavljenoj prostornoj geometriji sve aksiome I i IV* zadovoljene.

Da biiaksiome I rasporeda bile zadovoljene, usvojimo naredne postavke.
Neka su

(1,91, 21) (22,Y2,22), (3,93, 23)

ma koje tri tacke na pravoj
(W 0 s o), (W 0" s "))

re¢i ¢emo da tacka (z2,y2, 22) lezi izmedju one druge dve
tacke ako je zadovoljen bar jedan od Sest pari narednih jednacina:

Ty < X9 < T3, T1 > T2 > T3 (1)

Y1 <y2 < Y3, Y1 > Y2 > Y3 (2)
21 < 29 < z3, 21 > 22 > 23. (3)
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Ako napr. vazi jedna od dveju dvostrukih nejednacina (1), lako zaklju¢ujemo
da mora vaziti ili 3 = y2 = ys ili jedna od dvostrukih nejednacina (2), i
da isto tako vazi ili z; = z2 = z3 ili jedna od dvostrukih nejednacina (3).
Ustvari, mnozed¢i sleva jednacine
/ / / /
wx; +vy; +wz; +1r =0,
’U;”mi + ’U”yi + w”zi + 7'// — 07
1=1,2,3

sa podesno izabranim brojevima sistema D, koji su # 0, i zatim sabirajuéi
dobivene jednacine, izvodimo sistem jednacina oblika

Wz + 0"y +17" =0 (4)
(i=1,2,3).
Ovde sigurno koeficijent v" nije 0, posto bi se inace dobila jednakost triju
brojeva 1, z2,z3. U slu¢aju da je v/ = 0, dobiva se
Y1 =Y2 = Ys.
Ako je pak u"” # 0, onda iz

r1 < (>)xe < (>)xs

izvodimo dvostruku nejednacinu

" < ()" 20 < (>)u" 23,

pa stoga, na osnovu (4):

n " 7

U/,/yl"‘r < (>)’U“/y2+7‘m< (>)’U y3+7“ ,

i otuda

’U”/yl < (>)'l)”/y2 < (>)vllly37

pa kako v"” nije 0, imamo

y1 < (>)y2 < (>)ys;

u svakoj od ovih dvostrukih nejednacina treba svuda da vazi ili levi ili desni
znak.

Prethodna razmatranja pokazuju da u nasoj geometriji vaze aksiome ras-
poreda II;_3. Ostaje jos da se pokaze da u nagoj geometriji vazi aksioma



80

ravni Iy. U tu svrhu neka nam je data ravan (v : v : w : r) i u njoj prava
[(w:v:w:r), (W:v :w )] Uzmimo da sve tacke (x,y,z) koje leze u
ravni (u:v:w:r), za koje je izraz v’z 4+ v'y + w'z + 1’ vedi ili manji od 0,
leze na jednoj odn. drugoj strani date prave. Tada treba dokazati da je ova
postavka jednoznac¢na i da je u saglasnosti sa postavkom na str. 8. Ovaj se
dokaz moze lako izvesti.

Tako smo doznali da su zadovoljene sve aksiome I, 1, IV* u ovoj pros-
tornoj geometriji, koja na gore izloZen nacin proizilazi iz Deza-rgovog brojnog
sistema D.

Kako je Dezargov stav posledica aksioma I1_g,II,IV* to doznajemo
ovo: Na jednom Dezargovom brojnom sistemu D moZe se na pokazani
nacin izgraditi ravna geometrija, i kojoj brojeve sistema D obrazuju ele-
menti rac¢una duzima, uvedenog prema §24, i u kojoj su zadovoljene aksiome
13,11, IV*; u takvoj ravnoj geometriji uvek vazi i Dezargov stav.

Ova ¢injenica je inverzija rezultata do koga smo dosli u §24 i koji mozemo
u kojoj osim aksioma I;_3,
11, IV*; vazi i Dezargov stav, moze se, prema §24, uvesti ratunu duzima;

rezimirati na ovaj nacin: U ravnoj geometriji,

tada elementi ovog ra¢una duzima obrazuju, pri podesnoj postavci rasporeda,
uvek Dezargov brojni sistem.

§30. Znacaj Dezargovog stava

Kad su u nekoj ravnoj geometriji zadovoljene aksiome Iy_3, II, IV* i,
osim toga, vazi Dezargov stav, onda je, prema poslednjem stavu, uvek moguce
u ovoj geometriji uvesti segmentni racun, za koji vaze pravila 1 11, 13 16 u
§13. Posmatra¢emo dalje, ukupnost ovih duzi kao kompleksni brojni sistem
i od njega ¢emo izgraditi, prema izlaganjima u §29, prostornu geometriju, u
kojoj vaze sve aksiome I, I, IV*.

Ako u ovoj prostornoj geometriji posmatramo iskljuc¢ivo tacke
(z,y,0) i one prave na kojima leze samo takve tacke, dobi¢emo ravnu ge-
ometriju. Ako pak uzmemo u obzir stav 55, izveden u §27, jasno je da se
ova ravna geometrija mora poklopiti sa ravnom geometrijom, izloZzenom u
pocetku, tj. elementi dveju geometrija mogu se uzajamno jednoznac¢no do-
deliti, odrzavajuéi pri tome odnose veze i rasporeda. Time dobivamo naredni
stav, koji treba smatrati kao krajnji cilj izlaganja ovog odeljka:

Stav 56. Neka su u nekoj ravnoj geometriji zadovoljene aksiome I;_3,
11, IV*; tada je vazenje Dezargovog stava potreban i dovoljan uslov za to,
da se ova ravna geometrija moze smatrati kao deo prostorne geometrije, u
kojoj su zadovoljene sve aksiome I, 11, IV*.

Tako se Dezargov stav za ravnu geometriju moze u izvesnom smislu karak-
terisati kao rezultat eliminacije prostornih aksioma.

Nadjeni rezultati takodje nam omogucéavaju da uvidimo da se svaka pros-
torna geometrija, u kojoj su zadovoljene sve aksiome I, 11, IV*, moze uvek
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shvatiti kao deo neke ,,geometrije od proizvoljno mnogo dimenzija”; pri tome
treba da se pod geometrijom sa proizvoljno mnogo dimenzija razume ukup-
nost tacaka, pravih i ravni i jo§ drugih elemenata, za koje su zadovoljene na
odgovarajuéi nacéin prosirene aksiome veze, rasporeda, kao i aksioma paralel-
nih.
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Sesta glava
Paskalov stav
§31. Dva stava o mogucnosti dokaza Paskalovog stava

Kao §to je ve¢ pomenuto, Dezargov stav (stav 53) se moze dokazati iz
aksioma I,II,IV*, tj. koristeéi bitno prostorne aksiome, no bez upotrebe
aksioma podudarnosti; pokazao sam u §23, da se ovaj stav ne moze dokazati
bez prostornih aksioma grupe I i bez aksioma podudarnosti 111, ¢ak ako se
i dopusti upotreba aksioma neprekidnosti.

U §14 smo izveli Paskalov stav, a u §22 i Dezargov stav, iz aksioma I;_3,
II — IV, dakle bez prostornih aksioma, no koriste¢i se bitno aksiomama
podudarnosti. Nastaje pitanje da 1i se moze dokazati i Paskalov
stav, oslanjaju¢i se na prostorne aksiome veze, a ne koristeéi se
aksiomama podudarnosti. Nase ispitivanje ¢e pokazati da se Paskalov
stav u ovom pogledu potpuno razlikuje od Dezargovog stava, jer pri dokazu
Paskalovog stava je od odlucujuéeg znacaja za njegovo vazenje usvajanje
ili isklju¢enje Arhimedove aksiome. PoSto u ovoj glavi uopste
nisu pretpostavljene aksiome podudarnosti,to se u njoj mora uzeti za osnovu
Arhimedova aksioma u narednoj formulaciji:

Vi (Arhimedova aksioma za ra¢un duzima). Neka su date na pravoj
g duz a i dve tacke A i B. Tada se uvek moze nac¢i neki broj tacaka
Aq,As,. .. Ay_1,A,, tako da tacka B lezi izmedju tacaka A 1 A, i da su duzi
AA A1 Ao, .. JAp_1 A, jednake duZi a u smislu rac¢una duzima, koji se moze
uvesti na pravoj g prema §24,na osnovu aksioma I, I, IV* i Dezargovog
stava. Glavne rezultate ovog ispitivanja obuhvati¢emo u dva naredna stava:

Stav 57. Paskalov stav (stav 40) se moZe dokazati na osnovu aksioma
I, 11, 1V* Vi, tj. iskljucujuéi aksiome podudarnosti, a oslonjajuéi se na
Arhimedovu aksiomu.

Stav 58. Paskalov stav (stav 40) se ne moze dokazati na osnovu aksioma
I,11,1V* tj. kad se iskljuce i aksiome podudarnosti i Arhimedova aksioma.

U formulaciji ova dva stava, na osnovu opSteg stava 56, mogu se pros-
torne aksiome I_g zameniti i zahtevom ravne geometrije da vazi Dezargov
stav(stav 53).
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§32. Komutativni zakon mnozenja u Arhimedovom brojnom sistemu

Dokazi stavova 57 i 58 zasnivaju se bitno na izvesnim uzajamnim odnosi-
ma, koji postoje za pravila racuna i osnovne ¢injenice aritmetike i ¢ije je
upoznavanje i samo po sebi od interesa. Utvrdiéemo tacnost ova dva stava:

Stav59. U Arhimedovom brojnom sistemu je komutativni zakon mnoze-
nja nuzna posledica ostalih zakona rac¢una, to znaéi, ako brojni sistem ima
osobine 1-11, 13-17, nabrojane u §13, onda nuzno sledi da u njemu vazi i
formula 12.

Dokaz. Najpre primetimo: ako je a proizvoljan broj naseg brojnog
sistema i ako je

n=1+14...4+1

pozitivan ceo racionalan broj, onda za a i n uvek vazi komutativni zakon
mnozenja; naime bice

an=a(l+1+...41)=a-14+a-14+...+a-1
i isto tako
no=1+1+...+l)a=1-a+1-a+...+1-a.

Neka medjutim, nasuprot nasem tvrdjenju, postoje dva broja a, b u naSem
brojnom sistemu za koje ne vazi komutativni zakon mnozenja. Tada smemo,
§to se lako vidi, da napravimo ove pretpostavke:

a>0,b0>0,ab—ba > 0.
Na osnovu zahteva 5 u §13 postoji broj ¢(> 0), tako da je
(a4+b+1)c=ab— ba.
Najzad odaberimo broj d koji bi istovremeno zadovoljavao nejednacine
d>0,d<1,d<c,
i oznacimo sa m i n dva cela racionalna broja > 0 za koja je

md < a<(m+1)d

odn.
nd <b<(n+1)d.

Postojanje ovih brojeva m,n jeste neposredna posledica Arhimedovog stava
(stav 17 u §13). S obzirom na primedbu u pocetku ovog dokaza, dobi¢emo
iz poslednjih nejednacina mnozenjem:

ab < mnd* + (m +n + 1)d?,



84

ba > mnd?,

i oduzimanjem
ab—ba < (m+n + 1)d>.

Sad je

md < a,nd < b,d <1
i zato

(m+n+1d<a+b+1,
tj-

ab—ba < (a+b+1)d

ili zbog d < ¢
ab—ba < (a+b+1)c.

Ova poslednja nejednacina protivureci odredbi broja ¢, a time je stav 59
dokazan.

§33. Komutativni zakon mnozenja u ne-arhimedovom brojnom sistemu

Stav 60. Za ne-arhimedov brojni sistem komutativni zakon mnoZenja
nije nuzna posledica ostalih zakona rac¢una; to znadi, postoji brojni sistem
koji ima u §13 nabrojane osobine 1-11,13-16-Dezargov brojni sistem prema
§28-, u kome ne vazi komutativni zakon mnozenja (12).

Dokaz. Neka je t parametar, a T ma koji izraz sa konacnim ili beskon-
acénim brojem ¢lanova oblika:

T = rot™ + rit" 4 ot 2 4

neka u njemu ro(# 0),71,r2,... znace proizvoljne racionalne brojeve i neka
je n proizvoljan ceo racionalan broj < (>,=)0. Podru¢ju ovih izraza T
dodajmo broj 0. Dva izraza oblika T nzivaju se tada jednakim ako su u
njima svi brojevi n,rg,r1,72 ... jednaki medju sobom po dva i dva. Dalje,
neka je s drugi parametar, a S ma koji izraz sa kona¢nim ili beskona¢nim
brojem ¢lanova oblika:

S = SmT() + Sm+1T1 + 8m+2T2 + ...

neka u njemu Ty(# 0),T1,Ts, ... oznacavaju proizvoljne izraze oblika T, a
neka je m opet proizvoljan ceo racionalan broj > (=, <)0. Ukupnost svuh
izraza oblika S, kome je jo§ dodata o, smatratemo kao kompleksni brojni
sistem €)(s,t), u kome ¢emo postaviti naredna pravila ra¢una.

Pre svega sa samim parametrima s i ¢ ra¢una¢emo po pravilima 7-11 iz
§13, dok ¢emo mesto pravila 12 stalno primenjivati obrazac (1)

ts = 2st.
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Lako se uveravamo da je ova postavka neprotivurecna.
Ako su sad S', 8" dva ma koja izraza oblika S:

/ / / !
S = s™Th 4 s T 4 s
1 " 1 1" 1 1" "
S :SmT0+$m+1T1 +Sm+2TQ+,
mozZe se, o¢igledno, sabiranjem ¢lan po ¢lan obrazovati novi izraz S’ + S”,
koji je opet oblika S i koji je istovremeno jednoznacno odredjen; ovaj se izraz
S’ + S” naziva zbirom brojeva predstavljenih izrazima S’ i S”.
Obi¢nim formalnim moZenjem ¢lan po ¢lan oba izraza S’, S”, dolazimo
najpre do izraza oblika:

1 ! 1 11 / " 1 / " "
S'S" = s™TYs™ Ty + (s™ Tys™ 1Ty + s™ TV s™ Ty )+
/ 1 11 / 1 11 / 1 11
(ST ATy 4 ST ST 4 s TS T )

Ovaj izraz, ako upotrebimo formulu (1), postaje, o¢igledno, jednozna¢no
odredjen izraz oblika S; poslednji ¢e se nazvati proizvodom broja predstavl-
jenog sa S’ i broja predstavljenog sa S”.

Pri tako postavljenom nacinu ra¢una neposredno jasno je vaZenje pravila
racuna 1-4 i 6-11 u §13. Takodje nije tesko uvideti vaZenje pravila 5 u §13.
Radi toga pretpostavimo da su npr.

S =T 4 T T

1" " 11 ua

" " 1"
S = Sm TO + Sm +1T1 + Sm +2T2

dati izrazi oblika S i primetimo da, saglasno nasim postavkama, prvi koefi-
cijent r(, iz T) mora biti razli¢it od nule. Uporedjujuéi sada iste stepene od
s na obema stranama jednacine

/ 1 111

2)5's" = 8",

. . . . .. . . " . .
nalazimo na jednoznac¢no odredjen nacin najpre ceo broj m kao izlozilac, a
zatim takve izraze
11 v 11
10,1, 15, ...
tako da izraz
1! " 1 " 1" 1" 1"
zadovoljava jednac¢inu (2) pri upotrebi obrasca (1). Sli¢no vazi za jednadinu
"

s"s =g".

Ovim je trazeni dokaz izveden.
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Najzad, da bismo omoguéili raspored brojeva naSeg brojnog sistema
Q(s,t), usvojimo ove postavke: za neki broj ovog sistema se kaze da je < ili
> 0, prema tome da li je u izrazu S koji ga predstavlja prvi koeficijent r¢ od
Ty < ili > 0. Ako su data ma koja dva broja a i b tog kompleksnog brojnog
sistema,onda se kaZe da je a < b odn. a > b, prema tome da li je a — b <
ili > 0. Neposredno je jasno da pri ovim postavkama takodje vaze pravila
13-16 u §13, tj. da je (s, t) Dezargov brojni sistem (up. §28).

Pravilo 12 u §13, $to pokazuje jednacina (1), nije zadovoljeno u nasem
kompleksnom brojnom sistemu (s, t), a time je potpuno dokazna tafnost
stava 60.

U saglasnosti sa stavom 59, ne vazi Arhimedov stav (stav 17 §13) za
maloCas postavljeni brojni sistem (s, t).

§34. Dokaz oba stava o Paskalovom stavu
(Nepaskalska geometrija)

Ako su u prostornoj geometriji zadovoljene sve aksiome I, I1, IV*, onda
u toj geometriji vazi i Dezargov stav (stav 53) i stoga je, prema poslednjem
stavu u §28, u toj geometriji moguce na svakom paru pravih koje se seku
uvesti ra¢un duzima, za koji vaze pravila 1-11, 13-16 u §13.

Pretpostavimo li pak Arhimedovu aksiomu V" u naSoj geometriji, onda
ocigledno za segmentni ra¢un vazi Arhimedov

stav (stav 17 u §13), a stoga, prema stavu 59, vazi i komutativni zakon
mnoZenja. Iz figure koja je sa strane neposredno je jasno da komutativni
zakon mnoZenja ne predstavlja nista drugo do Paskalov stav za obe ose.
Time je tac¢nost stava 57 dokazana.

Da bismo dokazli stav 58, uo¢imo Dezargov brojni sistem (s, t) uveden u
§33, konstruisimo pomocu ovog sistema prostornu geometriju na nacin opisan
u §29, u kojoj su zadovoljene sve aksiome 1,11, IV*. Pa ipak Paskalov stav
ne vazi u ovoj geometriji, posto komutativni zakon mnoZenja ne postoji u
Dezargovom brojnom sistemu (s, t). Tako izgradjena ,nepaskalska'geome-
trija,u saglasnosti sa malopre dokazanim stavom 57, nuzno je u isto vreme i
,he-arhimedska'"geometrija.
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Ocigledno da se Paskalov stav ne moze dokazati pri nasim pretpostavkama
ni tada kad se prostorna geometrija shvati kao deo geometrije od proizvoljno
mnogo dimenzija, u kojoj osim tacaka, pravih i ravni postoje i drugi elementi
koji su zasnovani na odgovarajuéem sistemu aksioma veze i rasporeda, kao i
na aksiomi paralelnih.

§35. Dokaz proizvoljnog stava o tackama preseka pomocu Paskalovog stava

Dokazimo najpre vaznu ¢injenicu:

Stav 61. Dezargov stav (stav 53) se moze dokazati iz Paskalovog stava
(stav 40) samo pomoc¢u aksioma I1_3 ,[I, IV*  dakle, bez pomod¢i aksioma
podudarnosti i aksioma neprekidnosti.

Dokaz.Oc¢igledno da oba delimi¢na iskaza iz kojih se sastoji stav 53
neposredno slede jedan iz drugog. Dovoljno je, dakle, dokazati napr. Drugi
iskaz stava 53. IzveSéemo dokaz uz izvesne sporedne pretpostavke. Neka su
dva trougla ABC'i A'B'C" tako polozena da linije koje spajaju odgovarajuca
temena prolaze kroz jednu

tacku O i neka je, dalje, prava AB paralelna sa A'B’, a prava AC paralelna
sa A'C’. Pretpostavimo, dalje, da ni prave OB’ i A'C’ ni prave OC' i A'B’
nisu medju sobom paralelne.

Povucimo onda kroz tacku A paralelnu prema OB’ koju preseca prava A
u nekoj tacki L, a prava OC’ u nekoj tacki M. Neka, dalje, prava LB’
nije paralelna ni prema OA, ni prema OC. Prave AB i LB sigurno nisu
paralelne, tj. one se seku u nekoj tacki IV, koju é¢emo spojiti sa tackama M
i0.

Prema konstrukciji moze se Paskalov stav primeniti na konfiguraciju
ONALA'B' i tako se moze doznati da je ON paralelno sa A L, pa zato
paralelno i prema C'A. Sada se Paskalov stav moZe primeniti i na konfigu-
racije ONMACB i ONMLC'B' i dobiti da je MN paralelno kako prema
CB, tako i prema C'B'. Dakle, strane CB i C'B’ su zaista medju sobom
paralelne.

Sporedne pretpostavke uéinjene pri dokazu, dadu se sada redom odstran-
iti. Ovde ¢emo izostaviti dokaz ovog svodjenja.
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Neka je sad data ravna geometrija u kojoj, osim aksioma I1_3 ,II, IV*,
vazi Paskalov stav. Stav 61 uci da u ovoj geometriji vazi i Dezargov stav.
Zato mozemo, prema §24, u nju uvesti ra¢un duZima i u ovom racunu
duzima vazi, prema §34, zajedno sa Paskalovim stavom i komutativni za-
kon mnoZenja, tj. vaze u njemu svi zakoni ra¢una 1-12 u §13.

Nazovemo li figuru koja odgovara sadrzini Paskalovog odn. Dezargovog
stava, Paskalovom odn. Dezargovom konfiguracijom, onda mozemo rezultat
§§24-26 i 34 ovako rezimirati: svaka primena racunskih zakona (stav 1-12
u §13) u naem segmentnom radunu pokazuje se kao kombinacija kona¢nog
broja Paskalovih ili Dezargovih konfiguracija; a kako se Dezargova konfig-
uracija, shodno dokazu stava 61, moze predstaviti konstrukcijom podesnih
pomo¢nih tacaka i pomo¢nih pravih kao kombinacija Paskalovih konfiguraci-
ja, to se svaka primena pomenutih zakona rac¢una pokazuje u naSem rac¢unu
duzima kao kombinacija kona¢no mnogo Paskalovih konfiguracija.

Prema §27 i na osnovu komutativnog zakona mnoZenja u ovom rac¢unu
duzima tacku predstavlja par realnih brojeva (z,y), a pravu odnos triju
realnih brojeva (u : v : w), od kojih dva prva ne is¢ezavaju istovremeno.
Incidencija tacke i prave oznacava se jednacinom

ux + vy +w =0,

/ /

a paralelnost pravih (u:v:w)i (u :v :w) proporcijom

Neka u datoj geometriji postoji sada Cist stav o prese¢nim tackama. Pod
¢istim stavom o preseénim tackama razumemo ovde stav koji sadrzi neki
iskaz o incidenciji tacaka i pravih i o paralelnosti pravih, pri ¢emu se ne
iskori§¢avaju drugi odnosi, kao napr. podudarnost ili upravnost. Svaki takav
Cist stav o tackama preseka ravne geometrije moze se svesti na naredni oblik:

Neka se najpre proizvoljno odabere sistem od konacéno mnogo tacaka i
pravih; zatim neka se povuku, na ranije propisani nacin, prema izvesnim
od ovih pravih proizvoljne paralelne, neka se odaberu na izvesnim pravima
proizvoljne tacke i povuku kroz izvesne tacke proizvoljne prave; ako se tada
na propisani na¢in konstruisu spojne prave, presecne tacke kao i paralelne
kroz ve¢ postojece tacke, dolazi se najzad do odredjenog sistema konacno
mnogo pravih, o kojima stav iskazuje da one prolaze kroz istu tacku odn. da
su paralelne.

Koordinate tacaka i pravih, koje smo najpre sasvim proizvoljno odabrali,
posmatra¢emo kao parametre py, ..., p,; neke koordinate tacaka i pravih,oda-
branih zatim sa ograni¢enom proizvoljnoséu, mogu se posmatrati kao dalji
parametri pp41, ..., Pr,a ostale njihove koordinate ¢e biti izrazene parametri-
ma p1,...,pr. Koordinate svih spojnih pravih, prese¢nih tacaka i paralelnih,
koje se sada dalje konstruisu, bice izrazi A(pi,...,p,) racionalno zavisni
od ovih parametara. Iskaz datog stava o prese¢nim tackama svodi se na
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tvrdjenje da izvesni takvi izrazi za iste vrednosti parametara daju iste vred-
nosti; to znadi, stav o preseénim tackama iskazuje da da odredjeni izrazi
R(p1,...,pr), racionalno zavisni od parametara p,...,p,, uvek iscezavaju
kad se mesto ovih parametara unesu ma kakvi elementi segmentnog racuna,
uvedenog u datu geometriju. Pogto je podrudje ovih elemenata beskonacno,
to zaklju¢ujemo, prema poznatom stavu algebre da izrazi R(pi,...,pr), na
osnovu zakona ra¢una 1-12 u §13, moraju identi¢no is¢eznuti. Ali, da bismo
u naSem ra¢unu duzima dokazali identi¢no isCezavanje izraza R(pi,...,pr)
dovoljna je, prema onom §to je gore dokazano za primenu zakona racuna,
primena Paskalovog stava. Tako dolazimo do narednog stava:

Stav 62. Svaki Cist stav o tatkama preseka koji vazi u ravnoj geometriji,
u kojoj vaze aksiome I_3, II, IV* i Paskalov stav, pokazuje se konstrukci-
jom podesnih pomo¢nih ta¢aka i pomoc¢nih pravih kao kombinacija konac¢no
mnogo Paskalovih konfiguracija.

Za dokaz ta¢nosti stava o prese¢nim tackama nije potrebno, dakle, kad
se upotrebi Paskalov stav, pribegavati aksiomama podudarnosti i neprekid-
nosti.
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Sedma glava
Geometrijske konstrukcije na osnovu aksioma I — I'V
§36. Geometrijske konstrukcije pomocu lenjira i prenosioca duzi

Neka je data prostorna geometrija u kojoj vaze sve aksiome I — I'V; u
ovoj glavi radi veée uproSéenosti, uocicemo samo ravnu geometriju koja je
sadrzana u ovoj prostornoj geometriji i tada ¢emo razmotriti pitanje koji se
elementarni konstruktivni zadaci (pretpostavljajuéi podesna prakti¢na sred-
stva) mogu izvesti.

Na osnovu aksioma I, I1,IV uvek se moze resiti naredni zadatak:

Zadatak 1. Spojiti dve tacke pravom i naéi preseénu tacku dveju
pravih, u sluc¢aju da prave nisu paralelne.

Na osnovu aksioma podudarnosti 111 moguce je prenosenje duzi i uglova,
tj. u datoj geometriji mogu se resiti ovi zadaci:

Zadatak 2. Preneti datu duZ na datu pravu od neke tacke a sa date
strane od te tacke.

Zadatak 3. Preneti dati ugao na datu pravu u datoj tacki sa date
strane od te prave ili konstruisati pravu koja datu pravu sece u datoj tacki
pod datim uglom.

Vidimo da se, ako se uzmu za osnovu aksiome I — IV, mogu regiti samo
oni konstruktivni zadaci koji se mogu svesti na gore pomenute zadatke 1-3.

Osnovnim zadacima 1-3 dodaé¢emo jo§ ova dva:

Zadatak 4. Kroz datu tacku povuéi paralelnu prema datoj pravoj.

Zadatak 5. Povuéi normalu na datu pravu.

Neposredno vidimo da se oba ova zadatka mogu reSiti na razne nacine
pomocu zadataka 1-3.

Za izvodjenje zadatka 1, potreban nam je lenjir. Da bismo izveli zadatke
2-5, dovoljno je, sto ¢e u narednim izlaganjima biti pokazano, pored lenjira
primeniti prenosilac duzi-instrument koji omogucava prenoSenje jedne jedine
odredjene duzi, napr. jedini¢ne duzi. Na taj nacin dolazimo do ovog rezul-
tata:

Stav 63. Oni geometrijski konstruktivni zadaci koji se mogu resiti na
osnovu aksioma I — I'V dadu se resiti pomocu lenjira i prenosioca duZi.
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Dokaz. Da bismo izveli zadatak 4, spojimo datu tacku P ma kojom
tackom A date prave a i prenesimo jedini¢nu duZz pomocu prenosioca duZi
na pravu a od tacke A dva puta jedno za drugim, recimo prvo do tacke B,
a zatim od B do C. Neka je sad D ma koja tacka na AP koja je razli¢ita
od Ai Pida pri tome BD nije paralelno sa PC. Tada se prave CP i BD
presecaju u tacki E, a prave AF i CD u tacki F. PF je prema étajneru
(Steiner) trazena paralelna prema pravoj a.

Zadatak 5 ¢emo resiti na slede¢i nacin. Neka je A tacka date prave; tada
prenosimo pomocu prenosioca duzi na ovu pravu sa obe strane od tacke A
jedini¢ne duzi AB i AC i zatim odredimo na dvema proizvoljnim drugim
pravima, koje prolaze kroz tacku A, tatke E i D tako da i duzi AD i AE
budu jednake jedini¢noj duzi. Prave BD i C'E seku se u tacki F', prave BE
i CD u tacki H, a prava F'H je trazena normala. Ustvari, uglovi /BDC
i /BEC su kao uglovi u polukrugu nad BC, pravi, i zato ¢e, prema stavu
o presecnoj tacki visina kod trougla, koji primenjujemo na trougao BCF, i
prava F'H biti normalna na BC.

Na osnovu zadataka 4 i 5 uvek je moguce spustiti upravnu na datu pravu
a iz date tacke D koja ne lezi na njoj ili na nju podié¢i normalu u tacki koja
le7i na njoj.

Sad mozemo i zadatak 3 lako resiti samo pomoéu lenjira i prenosioca duzi;
upotrebi¢emo, na primer naredni postupak koji zahteva samo povlacenje
paralelnih i spustanje normala: neka 3 bude ugao koji se prenosi i A teme
ovog ugla.
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Povucimo kroz tacku A pravu [ paralelno prema datoj pravoj, na koju
treba preneti dati ugao 3. Iz proizvoljne tacke B jednog kraka ugla § spus-
timo normale na drugi krak ugla 8 i na pravu /. Neka su podnozja ovih
normala D i C. Tacke C i D se razlikuju jedna od druge, a tacka A ne lezi
na pravoj C'D. Stoga mozemo iz tacke A spustiti normalu na C'D; neka je
njeno podnoZje E. Prema dokazu izvedenom na str. 44 bice /CAE = (.
Ako tacku B izaberemo na drugom kraku datog ugla,tacka E pada na drugu
stranu prave [. Kroz datu tacku na datoj pravoj povucimo paralelnu prema
AF; time je reSen zadatak 3.

Da bismo, najzad, re$ili zadatak 2, iskoristimo narednu prostu konstruk-
ciju koju je dao Kirsak. Neka je AB duz koju treba preneti, a P data tacka
na pravoj [. Neka se povuce kroz tacku P paralelna prema AB i prenese
pomocu prenosioca duzi na nju od tacke P, na onu stranu od AP, na kojoj
lezi tacka B, jedini¢na duz, recimo do C; dalje, preneti na pravu [ od tacke
P sa date strane jediniénu duz do tacke D.

Neka prava povucena kroz B paralelno prema AP preseca pravu PC u
tacki @), a prava povucena paralelno prema C'D kroz tacku @) preseca pravu
[ utacki F. Tada je PE = AB. U slucaju da se prava [ poklapa sa PQ, a
tacka () ne lezi na datoj strani, treba konstrukciju na prost nacin progiriti.

Tako je pokazano da se svi zadaci 1-5 mogu resiti lenjirom i prenosiocem
duzi i, stoga je, stav 63 potpuno dokazan.

§37. Kriterijum za izvodljivost geometriskih konstukcija pomocu lenjira i
prenosioca duzi

Osim elementarnih geometrijskih zadataka obradjenih u §36, postoji jos
veliki broj drugih zadataka za Cije je reSenje potrebno samo povlacenje i
prenosenje duzi. Da bismo mogli pregledati oblast svih zadataka koji se
mogu resiti na ovaj nacin, uzmimo za osnovu daljih posmatranja pravougli
koordinatni sistem i zamislimo koordinate tacaka na obi¢an na¢in-kao realne
brojeve ili funkcije izvesnih proizvoljnih parametara. Da bismo odgovorili
na pitanje o ukupnosti svin tacaka koje se na ovaj nacin mogu konstruisati,
pribeéi ¢emo ovom razmisljanju.

Neka je dat sistem odredjenih tacaka; obrazujmo od koordinata ovih
tacaka podrudje racionalnosti R; ono sadrzi izvesne realne brojeve i izvesne



93

proizvoljne parametre p. Zamislimo sada ukupnost svih onih tacaka koje se
mogu konstruisati od datog sistema tacaka povlacenjem pravih i prenoSenjem
duzi. Podruéje, obrazovano od koordinata ovih tacaka, nazva¢emo Q(R); ono
sadr7zi izvesne realne brojeve i funkcije proizvoljnih parametara p.

Nasa posmatranja u §17 pokazuju da se povlacenje pravih i paralelnih
svodi analiti¢ki na primenu sabiranja, mnoZenja, oduzimanja i deljenja duzi;
dalje, poznata formula za obrtanje, postavljena u §9, uc¢i da prenosenje duzi
na proizvoljnu pravu ne zahteva nikakvu drugu analiticku operaciju osim
izvlacenja kvadratnog korena iz zbira dva kvadrata ¢ije su osnove veé kon-
struisane.

Obrnuto, na osnovu Pitagorine teoreme pomocu pravouglog trougla moze
se uvek konstruisati kvadratni koren iz zbira dvaju segmentnih kvadrata
prenoSenjem duZi.

Iz ovih posmatranja sledi da podrucje Q(R) sadrzi sve one i samo takve
realne brojeve i funkcije parametra p koji proizilaze iz brojeva i parametara
u podru¢ju R primenom kona¢no puta pet racunskih operacija, naime céetiri
elementarne operacije ra¢una i pete operacije, koja se smatra kao izvlacenje
kvadratnog korena iz zbira dva kvadrata. Ovaj rezultat ¢emo izraziti ovako:

Stav 64. Jedan geometrijski konstruktivni zadatak moze se tada i samo
tada refiti povlacenjem pravih i prenoSenjem duzi, tj. pomocu lenjira i
prenosioca duzi, ako su pri analitickoj obradi zadatka koordinate trazenih
tacaka takve funkcije koordinata datih tacaka ¢ije izrazavanje zahteva samo
racionalne operacije i operaciju izvlacenja kvadratnog korena iz zbira dva
kvadrata - i to samo konac¢an broj primena ovih pet operacija.

Iz ovog stava odmah moZemo uvideti da se ne moze svaki zadatak koji
se reSava Sestarom,re§iti samo lenjirom i prenosiocem duzi. Radi toga pod-
jimo od one geometrije koja je izgradjena u §9 pomocu algebarskog brojnog
podrudja 2; u ovoj geometriji postoje iskljuc¢ivo takve duzi koje se mogu kon-
struisati pomocu lenjira i prenosioca duzi, naime duzi odredjene brojevima
podrucja 2.

Ako je sad w ma koji broj podrudja €, to lako doznajemo iz definicije
podrucja Q da se i svaki algebarski broj, konjugovan sa w, mora nalaziti
u podrucju €2, a posto su brojevi podrudja €, o¢igledno, svi realni, odatle
sledi da podrucje 2 moze sadrzati samo takve realne algebarske brojeve,ciji
su konjugovani brojevi isto tako realni, tj. brojevi podruc¢ja 2 su potpuno
stvarni.

Postavimo sada zadatak da se konstruiSe pravougli trougao ¢ija je hipo-

tenuza 1 i jedna kateta |v/2| — 1. Medjutim, algebarski broj 4/2|v/2| — 2,
koji izrazava brojnu vrednost druge katete, ne nalazi se u brojnoj oblasti
Q, posto je njemu konjugovan broj \/—2|v/2| — 2 imaginaran. Prema tome,
postavljeni se zadatak ne moze resiti u takvoj geometriji i zato se ne moze
uopste reSiti pomocu lenjira i prenosioca duzi, mada je konstrukcija pomoéu
Sestara neposredno izvodljiva.



94

Nase posmatranje se moze takodje obrnuti, tj. vazi stav:

Svaki potpuno stvarni broj lezi u podrucju 2. Zato se svaka duz, odred-
jena potpuno realnim brojem, moze konstruisati pomocu lenjira i prenosioca
duzi. Dokaz ovog stava dobijamo iz op$tijeg posmatranja. Naime, moze
se nadi kriterijum koji, za geometrijske konstruktivne zadatke resive pomocéu
lenjira i Sestara, dopusta da se proceni iz analiticke prirode zadatka i njihovih
reSenja da li je konstrukcija izvodljiva i samo pomocu lenjira i prenosioca
duzi. Ovo daje naredni stav:

Stav 65. Neka je dat geometrijski konstruktivni zadatak takve vrste da
se pri njegovom analiti¢kom reSenju koordinate trazenih tac¢aka mogu dobiti
iz koordinata datih tacaka jedino pomocu racionalnih operacija i pomocéu
izvlacenja kvadratnog korena; neka je n najmanji broj kvadratnih korena
koji su pri tome dovoljni za izra¢unavanje koordinata tacaka; tada je, da
bi dati konstruktivni zadatak mogao biti reSen samo povlacenjem pravih i
prenoSenjem duzi potrebno i dovoljno da taj geometrijski zadatak pri uvod-
jenju beskona¢no udaljenih elemenata ima ta¢no 2" realnih reSenja, i to za
sve polozaje datih tacaka, tj. za sve vrednosti proizvoljnih parametara koji
se javljaju u koordinatama datih tacaka.

Na osnovu razmatranja izvedenih u pocetku ovog paragrafa, neposredno
je jasno da je postavljeni kriterijum potreban. Tvrdjenje da je taj kriterijum
i dovoljan, svodi se na ovaj aritmeticki stav:

Stav 66. Neka je funkcija f(p1,...,pn) obrazovana od parametara
p1, ..., Pn pomocu racionalnih operacija i izvlacenja kvadratnog korena. Ako
ova funkcija za svaki realni sistem vrednosti parametara predstavlja pot-
puno stvaran broj, to ona pripada podrucju €2, koje se dobiva polaze¢i od
1,p1,...,pn pomocu elementarnih operacija racuna i izvla¢enja kvadratnog
korena iz zbira dva kvadrata. Prethodno é¢emo primetiti da se u definiciji
podrudja Q(R) moZe odstraniti ogranicenje na dvoclani zbir kvadrata.

Ustvari, formule

Va2 + b2 +c2 = \/(\/@2 +02)% + 2,
VatRtEt B =210+ 22+

pokazuju da se uopste izvlacenje kvadratnog korena iz zbira proizvoljno
mnogo kvadrata uvek moze svesti na ponovljeno izvlacenje kvadratnog ko-
rena iz zbira dva kvadrata.

Shodno tome, posmatrajuéi podruéja racionalnosti koja se javljaju pri
konstrukeiji funkcije f(p1,...,pn) jedno za drugim sukcesivnim dodavanjem
kvadratnih korena koji ulaze u tu funkciju, dovoljno je dokazati da radikand
svakog od ovih korena predstavlja zbir kvadrata u prethodnom podruéju
racionalnosti. Pri ovom dokazu osloni¢emo se na ovaj algebarski stav:

Stav 67. Svaka racionalna funkcija p(pi,...,pn) sa racionalnim ko-
eficijentima koja za realne vrednosti parametara nikada ne postaje nega-
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tivna, moze se predstaviti kao zbir kvadrata racionalnih funkcija promenljivih
P1,...,Pn sa racionalnim koeficijentima.

Ovom ¢emo stavu dati ovu formulaciju:

Stav 68. U podruc¢ju racionalnosti odredjenom sa 1,p1,...,p, svaka
funkcija koja nije nikad negativna, tj. ni za jedan realni sistem vrednosti
promenljivih, zbir je kvadrata.

Neka je sad data funkcija f(p1,...,pn) sa osobinama navedenim u stavu
66. Prosirimo poslednje tvrdjenje na ona podrudja koja se dobivaju sukce-
sivnim dodavanjem onih kvadratnih korena koji su potrebni za izgradjivanje
funkcije f. Za ova podrucja vazi da se svaka funkcija koja zajedno sa svo-
jom konjugovanom funkcijom nije nikad negativna moze predstaviti kao zbir
kvadrata doti¢nog podrudja.

Dokaz ¢emo izvesti potpunom indukcijom. Posmatrajmo najpre oblast
koja proizilazi iz R dodavanjem jednog kvadratnog korena koji je najdublje
u funkciji. Potkorena koli¢ina ovog kvadratnog korena je racionalna funkcija
fi(p1,---,pn). Neka je fo(p1,...,pn) funkcija iz podrudja (R,+/f1) do-
bivenog dodavanjem, koja sa svojom konjugovanom funkcijom nikada ne
dobiva negativnu vrednost i takodje ne is¢ezava identi¢no; ova funkcija ima
oblik a+b+/f1, gde su a i b, kao i f1, racionalne funkcije. Iz pretpostavki uci-
njenih u odnosu na fs sledi, da zbir ¢ i proizvod 1 funkcija a+b/f1,a—b/f1
nikada ne dobivaju negativnu vrednost. Funkcije

p =20, =a’ -y

su, povrh toga, racionalne, dakle mogu se predstaviti, prema stavu 68, kao
zbir kvadrata funkcija iz podruéja R. Osim toga ¢ se ne moze identi¢no
anulirati.

Iz jednadine koja vazi za fo

f3—¢fo+¢=0

dobivamo )
AR BG4
¥ ¥ ¥

Dakle, prema recenom o ¢ i 1, moze se funkcija fo predstaviti kao zbir
kvadrata funkcija iz podrucja (R, /f1). Rezultat ovako dobijen za podrudje
(R,+/f1) odgovara stavu 68, koji vazi za podru¢je R. Ponavljajuéi malocas
primenjeni postupak pri daljim dodavanjima, do¢i ¢emo, najzad, do rezultata
da u svakom od podruéja, do kojih dolazimo pri konstrukciji funkcije f,
svaka funkcija koja zajedno sa svojom konjugovanom funkcijom nije nikad
negativna jeste zbir kvadrata funkcija doti¢nog podrucdja. Posmatrajmo sad
ma koji kvadratni koren koji se javlja u f. On je, sa svojom konjugovanom
funkcijom, u svakom slu¢aju, realan, a zato je njegova potkorena koli¢ina u
podrudju u kome se prikazuje, sa svojom konjugovanom funkcijom, funkcija
koja nije nikad negativna i, prema tome,predstavlja se u ovom podrucju kao
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zbir kvadrata. Prema tome stav 66 je dokazan; navedeni kriterijum u stavu
65 je, dakle, i dovoljan.

Kao primer za primenu stava 65 mogu sluziti pravilni mnogougli koji se
mogu konstruisati pomocu Sestara; u ovom slucaju se ne javlja proizvoljni
parametar p; svi izrazi koje treba konstruisati predstavljaju algebarske bro-
jeve. Lako se vidi da je kriterijum stava 65 zadovoljen i, prema tome, dobija
se da se ovi pravilni mnogougli mogu konstruisati i samo pomocu povlacenja
pravih i prenoSenja duzi-rezultat koji se moze i direktno izvesti iz teorije
deobe kruga.

Sto se tice drugih poznatih konstruktivnih zadataka elementarne ge-
ometrije, neka je ovde samo pomenuto da se Malfatijev (Malfatti) prob-
lem moze re§iti samo pomocu lenjira i prenosioca duzi, ali ne i Apolonijev
zadatak o dodiru kruga.
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Zakljucak

Ovaj rad predstavlja kriticko istrazivanje principa geometrije; u ovom is-
trazivanju rukovodili smo se nacelom da svako pitanje koje se pojavi rasprav-
imo tako da pri tome ispitamo da li se na njega moze dobiti odgovor na
prethodno propisanom putu sa izvesnim ogranic¢enim sredstvima.

Ovo nacelo sadrzi, izgleda mi, opSte i prirodno pravilo; ustvari, kada mi
pri nafim matematickim ispitivanjima naidjemo na neki problem ili pret-
postavljamo ta¢nost nekog stava, nas nagon za saznanjem je tek tada zado-
voljen kad nam uspe ili da potpuno re§imo taj problem i strogo dokazemo
ovaj stav, ili tada ako jasno saznamo razlog zasto se ne moze uspeti, a time
istovremeno uvidimo i nuznost neuspeha.

Tako u modernoj matematici pitanje o nemoguénosti izvesnih resenja
ili problema igra vidnu ulogu i teznja da se odgovori na ovakvo pitanje
Cesto je bila povod za otkriée novih i plodnih oblasti ispitivanja. Setimo
se samo Abelovog (N. H. Abel) dokaza za nemoguc¢nost resenja jednacina
petog stepena pomocu izvladenja korena, dalje, saznanja o nemoguénosti
dokaza aksiome paralelnih, najzad Ermitovih (Hermite) i Lindemanovih
(Lindemann) stavova o nemogucnosti konstrukcije brojeva e i 7 algebarskim
putem.

Nacelo pomoc¢u koga treba svuda raspraviti principe moguénosti dokaza
tesno je vezano i sa zahtevom ,Cistote"metode dokaza, zahtevom koji je od
mnogih matematicara jako istican. Ovaj zahtev u osnovi nije nista drugo do
subjektivni izraz nacela koga smo se ovde drzali. Ustvari, cilj prethodnog
geometriskog istrazivanja jeste uopste u tome da se objasni koje su aksiome,
pretpostavke ili pomocéna sredstva neophodni za dokaz neke istine elemen-
tarne geometrije, i tada ostaje da se u svakom datom slucaju proceni koja
metoda dokaza sa usvojenog stanovista ima prednost.
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Dodatak I
O pravoj kao najkra¢em putu izmedju dveju tacaka
[Prestampano iz Math.Ann; knj. 46]
(Iz pisma upuc¢enog F.Klajnu)

Ako se tacke, prave i ravni uzmu za elemente, mogu za zasnivanje ge-
ometrije sluziti ove aksiome:

1. Aksiome koje se odnose na medjusobnu vezu ovih
elemenata; kratko formulisane ove aksiome glase:

- Ma koje dve tactke A i B odredjuju uvek jednu pravu a.

- Ma koje tri tacke A, B,C koje leze na jednoj pravoj odredjuju jednu
ravan «. Ako dve tatke A, B prave a leze u ravni «, onda prava a cela lezi
u ravni q.

- Ako dve ravni «, 8 imaju zajednicku tacku A, onda one imaju najmanje
jos jednu drugu zajednic¢ku tacku B.

-Na svakoj pravoj postoje najmanje dve tacke; u svakoj ravni postoje na-
jmanje tri tacke koje ne leze na jednoj pravoj, a u prostoru postoje najmanje
Cetiri tacke koje ne leze u jednoj ravni.

2. Aksiome pomoc¢u kojih se uvodi pojam duzi i pojam
rasporeda tacaka na pravoj. Ove je aksiome prvi postavio i sistem-
atski ispitao M.Pas; uglavnom to su:

- Izmedju dveju tacaka A, B jedne prave uvek postoji najmanje jedna
treca tacka C te prave.

- Od triju tacaka jedne prave uvek postoji jedna i samo jedna koja lezi
izmedju drugih dveju.

- Ako tacke A, B leze na pravoj a, onda uvek postoji tacka C na istoj
pravoj a, tako da tacka B lezi izmedju tadaka A i C.

- Ma koje Cetiri tacke Aq, As, Ag, A4 neke prave mogu se uvek rasporediti
na taj nacin da tacka A; lezi izmedju tacaka Aj i Ay svaki put kad je indeks
h manji, a indeks k ve¢i od indeksa .

- Svaka prava a koja lezi u ravni «, razdvaja tacke ove ravni a u dve
oblasti koje imaju naredno svojstvo: ma koja tacka A jedne oblasti zajedno
ma sa kojom tactkom A druge oblasti odredjuju duz AA" koja u sebi sadrzi
jednu tacku prave a; naprotiv, ma koje dve tacke A i B iste oblasti odredjuju
du? AB koja ne sadrzi nijednu tacku prave a.

3. Aksioma neprekidnosti, kojoj dajem ovu formulaciju:

Ako je Ay, As, As, ... beskonacni niz tacaka prave a, i B jedna druga
tacka na a takve vrste da uopgte tacka A;, lezi izmedju Ay, i B, svaki put kad
je indeks h manji od indeksa i, onda postoji tactka C koja ima svojstvo: sve
tacke beskonacnog niza Ao, Az, Ay, ... leze izmedju A; i C, a svaka druga
tacka C’, za koju ovo isto tako vazi, lezi izmedju C'i B.



99

Na ovim aksiomama moze se sa punom strogoséu zasnovati teorija har-
monijskih tacaka i ako se njom posluzimo na sli¢an nacin kao $to je to ¢inio
Lindeman, doé¢i ¢emo do ovog stava:

Svakoj se tacki mogu dodeliti tri kona¢na realna broja x,y, z, a svakoj
ravni linearna relacija izmedju ova tri broja x, y, z tako da sve tacke, za koje
tri broja x,y, z zadovoljavaju tu linearnu relaciju, leze u doti¢noj ravni, i
obrnuto, svim tackama koje leze u ovoj ravni odgovaraju brojevi x,y, z koji
zadovoljavaju linearnu relaciju. Ako se sada z,y, z protumadce kao pravougle
koordinate tacke u obi¢nom Euklidovom prostoru, tada ¢e tackama prvo-
bitnog prostora odgovarati tacke unutrasnjosti nekog nigde konkavnog tela
FEuklidovog prostora, i obrnuto, svim unutrasnjim tackama ovog tela koje
nije nigde konkavno odgovarace tacke naseg prvobitnog prostora: nas prvo-
bitni prostor, prema tome, preslikan je na unutrasnjost nigde konkavnog tela
Fuklidovog prostora.

Pri tome se pod telom koje nije nigde konkavno ima shvatiti telo sa
takvom osobinom, da, ako se dve tacke koje leze u unutragnjosti toga tela
vezu medju sobom pravom, onda deo prave koja lezi izmedju ovih dveju
tacaka ceo pada u unutrasnjost tela. Dozvoljavam sebi da vam obratim
paznju da ova ovde posmatrana tela, koja nisu nigde konkavna, igraju takodje
vaznu ulogu i u istrazivanjima iz teorije brojeva H. Minkovskogi da je
H. Minkovski nasao za njih prostu analiticku definiciju.

Obrnuto, ako je u Euklidovom prostoru dato proizvoljno telo koje nije
nigde konkavno, ono definige odredjenu geometriju u kojoj vaze sve navedene
aksiome: svakoj tacki u unutrasnjosti tela koje nije nigde konkavno odgo-
vara tacka u ovoj geometriji; svakoj pravoj koja prolazi kroz unutrasnjost
tela i svakoj ravni Euklidovog prostora odgovara prava odn. ravan opste
geometrije; tackama koje leZe na granici ili van tela koje nije nigde konkavno
i pravima i ravnima Euklidovog prostora koji se celi prostiru van tela ne
odgovaraju nikakvi elementi opste geometrije.

Prema tome, gore pomenuti stav o preslikavanju tacaka opste geometrije
na unutrasnjost tela koje nije nigde konkavno u Euklidovom prostoru izrazava
ono svojstvo elemenata opste geometrije koje je sadrzajno potpuno istog
znacCenja sa aksiomama postavljenim u pocetku.

Definisa¢emo sada pojam duzine duzi AB u naSoj opstoj geometriji i
oznaci¢emo u tom cilju one dve tacke Euklidovog prostora koje odgovaraju
tackama A i B prvobitnog prostora isto tako sa A i B; produZimo tada
pravu AB u Euklidovom prostoru van tacaka A i B dotle dok ta prava ne
pogodi granicu tela koje nije nigde konkavno u tackama X i Y i oznaéimo
Euklidovo rastojanje izmedju ma koje dve tacke P i ) Euklidovog prostora
uopste kratko sa PQ; tada ¢emo realnu vrednost

AB = log{Y:A . g
YB YA

nazvati duzinom duzi AB u nagoj op8toj geometriji. Posto je
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YA
YB
ova duzina je uvek pozitivna veli¢ina.
Lako se mogu nabrojati svojstva ovog pojma duzine koja nuzno vode
izrazu navedene viste za AB ; ipak ovo izostavljam, da ne bih suviSe zamarao
vaSu paznju ovim pismom.

3

> 1, > 1;

b

A

Postavljena formula za AB pokazuje u isto vreme na koji nacin ova
veli¢ina zavisi od oblika tela koje nije nigde konkavno. Ako, naime, fik-
siramo tacke A i B u unutrasnjosti tela i ako menjamo samo granicu tela
tako da se grani¢na tacka X krece prema A, a tacka Y se priblizava tacki B,
onda je jasno da ¢e se oba koli¢nika

I
s

>~<
mu
S
N

povecati pa, stoga, i vrednost AB.

Neka je sada u unutrasnjosti tela koje nije nigde konkavno dat trougao
ABC. Ravan « toga trougla iseca iz tela ovalu koja nije nigde konkavna.
Zamislimo dalje svaku od triju strana AB, AC, BC' trougla sa obe strane
produzenu do preseka sa granicom ovale u tackama X i Y, UiV, T i Z;
konstruisimo tada

spojne prave linije UZ i TV i produzimo ih do preseka W; njihove prese¢ne
tacke sa pravom XY oznacimo sa X odn. Y. Uzecemo sad u ravni « za
osnovu mesto prvobitne ovale koja nije nigde konkavna trougao UWT' i lako
¢emo uvideti da su u ravnoj geometriji odredjenoj ovim trouglom, duzine AC
i BC iste kao i u prvobitnoj geometrijh\dok se duzina strane AB povecava

izvrSenom promenom. Oznac¢i¢emo sa AB novu duzinu strane AB za razliku

od prvobitne duzine ZB; tada je AB > AB.
Za duzine strane trougla ABC vazi sada prosta relacija:
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AB = AC + BC.

Da bismo to dokazali, spojimo tatke W i C' pravom i produzimo ovu
pravu do njenog preseka D sa AB. Tada je zbog perspektivnog polozaja
dva niza tataka X', 4,D,Y iU, A, C,V, na osnovu poznatog stava o anhar-
monijskom odnosu:

YAXD VAUC
YDX'A VCUA
a usled perspektivnog poloZaja dva niza tacaka Y', B, D, X' T,B,C, Z bicte

XBYD ZBTC
X'DYB ZCTB’

Mnozenjem ovih dveju jednacina dobija se

VAXT _VAUC ZBTC
YBX A VCUA ZCTB’

a ova poslednja jednacina dokazuje moje tvrdjenje.

Iz gornjeg istrazivanja saznajemo da, isklju¢ivo na osnovu nabrojanih
aksioma u pocetku mog pisma i definicije duzine koja nuzno proizilazi iz
najprostijih svojstava pojma duzine, sledi op§ti stav:

U svakom trouglu je zbir dve strane vedi ili jednak trecoj strani.

Istovremeno je jasno da se slucaj jednakosti javlja tada i samo tada kad
ravan « iseca iz granice tela koje nije nigde konkavno dva pravolinijska ko-
mada UZ i TV. Poslednji se uslov moze izraziti i bez pomodi tela koje nije
nigde konkavno. Naime, ako su date dve ma koje prave a i b prvobitne ge-
ometrije koje leze u ravni « i koje se seku u nekoj tacki C, onda ¢e uopste
postojati u svakom od Cetiri ravna ugaona prostora koja nastaju u a oko C
takve prave linije koje ne seku nijednu od dveju pravih a i b; ako ipak takve
prave linije ne postoje, naroc¢ito u dva ravna ugaona prostora koja leze na-
suprot jedan drugome, onda je uslov o kome je re¢ ispunjen i u tom slucaju
uvek postoje trouglovi za koje je zbir dve strane jednak tre¢oj. Dakle, u
posmatranom sluc¢aju mogué je izmedju izvesnih tacaka A i B put sastavljen
od dva pravolinijska komada ¢ija je ukupna duzina jednaka direktnom ras-
tojanju dveju tacaka A i B; moZe se bez teSko¢a pokazati da se svi putevi
izmedju tacaka A i B koji imaju tu osobinu, mogu sastaviti od tih konstru-
isanih puteva i da ostali spojni putevi imaju veé¢u ukupnu duzinu. Lako je
izvesti iscrpnije israzivanje ovog pitanja o najkra¢em putu, pri ¢emu je od
narocitog interesa slucaj kada se za granicu tela koje nije nigde konkavno
uzme tetraedar.

Na kraju dozvoljavam sebi da obratim paznju na to da sam u prethod-
nom israzivanju uvek pretpostavljao da telo koje nije nigde konkavno celo
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lezi u kona¢nom. Ako u geometriji definisanoj pomodcu prvobitnih aksioma
ipak postoje prava i tacka koje imaju to svojstvo da je kroz ovu tacku prema
pravoj moguca samo jedna paralelna, onda ona ptretpostavka nije oprav-
dana. Lako se uvidja kakve izmene u ovom slucaju treba da pretrpi moje
misljenje.

Klajntajh kod Rausena, 14 avgusta 1894.
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Dodatak IT
Stav o jednakosti uglova na osnovici ravnokrakog trougla

Ovaj dodatak, koji predstavlja preradu moje raprave,, Stav o jednako-
sti uglova na osnovici ravnokrakog trougla", tice se polozaja
ovog stavau ravnoj Euklidovoj geometriji.

Sada ¢emo uzeti za osnovu ove aksiome:

I. Aksiome veze u ravni, tj. aksiome [;_g str. 3;

I11. Aksiome rasporeda str. 5 - 6;

III. Naredne aksiome kongruencije:

Aksiome I1I_4 str. 10 - 12 u nepromenjenoj formulaciji i aksiomu ko-
ngruencije trouglova u uzoj formulaciji, pri ¢emu ¢emo najpre uzeti da iskaz
te aksiome vazi samo za trouglove istog smera obilazenja. Na str.
61 - 62 bio je smer obilazenja trouglova u ravnoj geometriji definisan na
osnovu razlikovanja ,desno" i ,(levo". Iz definicije desne i leve strane
prave, neposredno se uvidja da se od dva kraka proizvoljnog ugla uvek moze
na jednoznacan odredjen nacin oznaciti jedan kao desni krak i drugi kao levi,
tako da desni krak lezi na desnoj strani one prave koja je odredjena drugim
krakom po polozaju i pravcu, dok levi krak lezi po svom polozaju, tako i
po pravcu. Za desne krake dva ugla reé¢i ¢emo da isto leZe u odnosu na ove
uglove, a to se isto odnosi i na oba leva kraka.

Aksioma kongruencije u uzoj formulaciji glasi¢e ovako:

I11;. Ako za dva trougla ABC i A'B'C’ vaze kongruencije

AB=A'B', AC=A'C"i /BAC = /B'A'C’,
onda je za te trouglove uvek zadovoljena i kongruencija

/ABC = [A'B'C’,

pod uslovom da kraci AB i A’B" uglova /BAC i /B'A'C’ isto leze.

Iz gire formulacije I115, ove aksiome i drugog dela aksiome 111, neposre-
dno sledi stav o uglovima na osnovici ravnokrakog trougla, stav 11 (str. 13).
Obrnuto, moze se dokazati §ira formulacija 1115 pomoc¢u ovde navedenih ak-
sioma I, II,I11,_4,I1I%, stava o uglovima na osnovici ravnokrakog trougla
i dveju narednih aksioma:

ITIs. Ako suiugao Z(h', k') iugao Z(h", k") kongruentni uglu /(h, k) to
su oni i medjusobno kongruentni.

Iskaz ove aksiome dokazan je na str. 18, kao stav 19, pomocu §ire formu-
lacije 1115 aksiome o kongruenciji trouglova.

I117. Ako dve poluprave c i d koje izlaze iz temena ugla Z(a,b) leze u
unutrasnjosti ovog ugla, onda ugao /(a,b) nije kongruentan uglu /(c, d).

Dokaz aksiome I115 pomoc¢u navedenih aksioma i stava o uglovima na
osnovici ravnokrakog trougla ovde ¢emo izostaviti.
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IV. Aksioma paralelnih moZe se ovde uzeti u njenoj slabijoj formulaciji
1V str. 23.

V. Sledece aksiome neprekidnosti: Arhimedova aksioma V; str. 25.(Ak-
sioma potpunosti V5 sa str. 25, nece se ovde upotrebljaviti.)

Vs (aksioma susedstva). Ako je data ma koja duz AB, uvek postoji
jedan trougao u ¢ijoj se unutragnjosti ne moze naéi nijedna duz kongruentna
sa AB.

Ova se aksioma moZe dokazati pomocu Sire formulacije aksiome I115 o
kongruenciji trouglova. Dokaz se zasniva na stavu koji sledi iz stavova 11 i
23: zbir dve strane trougla veéi je od njegove trece strane.

Sada imamo naredni stav, ¢iji dokaz ovde izostavljamo:

Iz svih I—1V navedenih aksioma moze se dokazati stav o baznim uglovima
(stav 11), a time i Sira formulacija aksioma I1I5 o kongruenciji trouglova.

Nastaje pitanje da li se aksioma o kongruenciji trouglova moze dokazati
u njenoj §iroj formulaciji iz njene uze formulacije bez aksioma neprekidnosti
V1,3. Ovo istrazivanje ¢e pokazati da niti se moze izostaviti Arhimedova ak-
sioma, ¢ak ni tada ako se pretpostavi da vaze stavovi uéenja o proporcijama,
niti sme nedostajati aksioma susedstva. Geometrije, koje ¢u u tom cilju
u narednim izlaganjima konstruisati, bacaju u isto vreme, kako mi izgleda,
novu svetlost na logicku vezu stavova ravne geometrije koji dolaze u obuzir,
naroCito na vezu sa u€enjem o povrsinama.

Neka je t parametar, a a neki izraz sa kona¢nim ili beskona¢nim brojem
¢lanova oblika

a=apt" + art" ! + agt" % + ..

u kome neka ag (#£ 0), a1, az znade proizvoljne realne brojeve, a n proizvoljan
ceo racionalan broj (> ili <ili =) 0. Ukupnost svih izraza ovog oblika «, kojoj
je dodato jos 0, smatra¢emo kao kompleksni sistem brojeva T u smislu §13, za
koji smo ustanovili slede¢e: ma koji brojevi sistema 7" sabiraju se, oduzimaju
se, mnoze se, dele se tako kao da su obi¢ni, apsolutno konvergentni stepeni
redovi, kod kojih su ¢lanovi poredjani po rastuéim stepenima promenljive
t. Tako dobijeni zbirovi, razlike, proizvodi i koli¢nici opet su izrazi oblika
a 1 stoga brojevi komplesnog brojnog sistema 1. Za broj a u sistemu 7T,
reéi éemo da je < ili > 0, prema tome da li je u doti¢nom izrazu za « prvi
koeficijent ag < ili > 0. Ako su data sva ma koja broja a i 8 komplesnog
brojnog sistema 7', re¢i ¢emo da je a < [ odn. a > 3, prema tome da li je
a—pF<0ili a—F > 0. Jasno je da pri ovim postavkama vaze pravila 1 - 16
u §13; naprotiv, za na§ sistem 7' ne vazi Arhimedova aksioma, pravilo 17 u
§13, posto, ma kako veliki bio izabran pozitivan realan broj A, uvek ostaje
At < 1; dakle, nas kompleksni brojni sistem 7" je ne - arhimedski sistem.
Ako je 7 izraz oblika

7 = apt" + apt" M 4 agt" T + ..

gde ag (# 0), a1, ag, ... znace realne brojeve, a izlozilac n najnizeg stepena
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od t je pozitivan, tada ¢emo 7 zvati beskona¢no malim brojem kompleksnog
sistema 7.
Ma koji red stepenog oblika

o(t) =co+ T+ o2+ ..

u kome cg, ¢y, ca,... znace proizvoljne realne brojeve, a 7 beskona¢no mali
broj sistema T opet je broj sistema 7T'; ovaj se red moze uporediti po rastu¢im
stepenima parametra t, pri ¢emu se svaki koeficijent dobija kao raelan broj
pomocu kona¢nog racuna.

Ako su, dalje, o i 8 dva ma koja broja sistema 7', onda ¢emo

o108

nazvati imaginarnim brojem u odnosu na kompleksni sistem 7', gde je i
imaginarna jedinica, tj. neka bude 72 = -1 i neka jednacina a +if = o/ +if’
mafidajea=a i8=0.

Ako se tada funkcije sin 7, cos 7, €7, €7 beskrajno malog broja 7 definigu
pomocu njihovih stepenih redova, tada su vrednosti funkcija opet brojevi
sistema 71" odn. imaginarni brojevi u odnosu na ovaj sistem. Sad moZzemo,
ako je ¥ proizvoljan realan broj, definisati funkcije sin(¢ + 7), cos(d + 7),
el 0+7) W +(1+D)T y gistemu T pomocu formula

sin(¥ + 7) = sin¥ cos T + cos ¥ sin 7,

cos(¥ + 7) = cosv cosT — sindsin T,
62(19+T) _ 6“96”,

PO+(1+0)T +7)

_ o7l
Iz ovih definicija dobijaju se poznate relacije:
cos? (9 + 1) +sin?(9 + 1) = 1,
cos(¥ +7) + isin(d + 7) = T,

Konstruigimo sada pomocu sistema brojeva 1" ravnu geometriju na ovaj
nacin:

Zamislicemo par brojeva (x,y) sistema T kao tacku, a odnos ma koja tri
broja (u : v : w) iz T, u slu¢aju da w i v nisu oba nula, kao pravu; dalje,
neka postojanje jednacine

ur +vy +w =0

izrazava da tacka (x,y) lezi na pravoj (u : v : w).

Ravna geometrija izgradjena na pokazani nacin na brojnom sistemu, u
kome vaze pravila 1 - 16 u §13, kao §to je ve¢ pomenuto u §9, uvek zadovoljava
aksiome I1_3i IV.

Lako se uvidja da je prava data pomocu jedne svoje tacke (xg, 30) i odnosa
dvaju brojeva a, 8 koji nisu istovremeno jednaki nuli. Jednacina
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x 41y =z +iyo + (e +1if8)s; (a+1i8 #0),

u kojoj s zna¢i ma koji brojni sistem T, oznaava da tacka (x,y) pripada
pomenutoj pravoj. Uporedimo tacke prave prema veli¢ini parametra s. Tada
je poluprava date prave koja polazi od tacke (zg,yp) odredjena dopunskim
uslovom s > 0 odn. s < 0. Ako dvema tatkama A i B prave pripadaju
vrednosti parametra s, i $p(> s4), bice duz AB predstavljena jednacinom
prave i dopunskim uslovom s, < s < s;. Sad su i aksiome II{_3 zadovol-
jene; da bismo se, dalje, uverili da je zadovoljena i aksioma rasporeda Iy,
ustanovimo sledece: tacka (zs,ys) lezace na jednoj ili drugoj strani prave
odredjene tackama (z1,y1) i (x2,y2), pri ¢emu je znak determinante

T2 —T1 Y2 — U1
L3 —T1 Ys— U1

pozitivan ili negativan. Mozemo se uveriti da tako data definicija strane u
odnosu na pravu ne zavisi od izbora ta¢aka (z1,y1) i (x2,y2) na pravoj slaze
se sa definicijom datom na str. 8.

Za osnovu definicija kongruencije uze¢emo transformacije oblika

x/ +'Ly, _ ei19+(1+i)7'(x +Zy) 4 )\ +Z/J,
koje ¢emo pisati u obliku
o' iy = [0, s A+ ip)(z +iy),

gde ¥ znadi proizvoljan realan broj, 7 beskonac¢no mali broj sistema T', a A
i p dva proizvoljna broja sistema T'. Transformaciju ovog oblika ozna¢i¢emo
kao kongruentno preslikavanje. Kongruentno preslikavanje, pri kome su A i
u jednaki nuli, naziva se obrtanjem oko tacke (0, 0).

Ukupnost ovih kongruentnih preslikavanja obrazuje grupu; ova ukup-
nost ima ova cetiri svojstva:

1. Postoji kongruentno preslikavanje koje nijednoj
tacki ne menja polo7zaj:

[0,0;0](z + iy) = = + iy.

2. Ako se izvedu dva kongruentna preslikavanja jedno
za drugim,rezultat predstavlja opet kongruentno preslika-
vanje.

[0, T3 Ag + ipa]{[V1, 71 A1+ i'/utl](:v +iy)} =
[0 4+ D1, 7o 4 715 Ao + ipp 4 P2 HAFD2 (N 30| (z + ).

Za svako kongruentno preslikavanje postoji inverzno
preslikavanje:



107

[~ =73 = (A +ip)e P TIFITHD, mA gl (2 + i)} = @ +ay.

Ova osobina je posledica osobina 1, 2, 4, 5.

Izvodjenje kongruentnog preslikavanja je asocijativno,
tj. ako tri kongruentna preslikavanja oznac¢imo sa K, Ko, K3,
a kongruentno preslikavanje koje se dobija prema 2. iz
Ki,K>, sa KoKj,onda ¢e uvek vaziti

K3(KyKy) = (K3K2)K;.

Osim ovih osobina, istaknimo i naredne osobine kongruentnog preslikavanja:

3. Tacka se uvek prevodi u tacku nasSe geometrije.

Par brojeva 2’, %' koji se dobijaju pri kongruentnom preslikavanju iz para
brojeva x,y sistema T', uvek opet pripada sistemu 7.

4. Prava prelazi opet u pravu sa potpuno ocduvanim
rasporedom tacaka.

Lako se dobija relacija

[9, T3 X +ip] zo+iyo + (a+i8)s =z + iy, + (o +iF)s,

u kojoj, posto eksponencijalna funkcija ne iS¢ezava, iz nejednacine a+i3 # 0
uvek sledi o + i’ # 0.

Kao neposredna posledica sledi: dve razli¢ite tacke uvek opet prelaze u
dve razlicite tacke.

5. Postoji samo jedno kongruentno preslikvanje koje
prevodi datu polupravu h u datu polupravu .

Neka je poluprava h data jednacinom:

x4y =x0+iyo+ (a«+1iB)s, a+if #0, s >0,
a h' jedna¢inom:
¥ +iy =axy+iyy + (o +i8)s', o/ +if #0, s > 0.

Kongruentno preslikavanje [, 7; A\+ipu], koje polupravu h prevodi u A/, mora,
pre svega, tacku iz koje izlazi poluprava h, prevesti u tacku iz koje izlazi
poluprava h':

(1) a4 iyhy = eVHAF) 7m0 4iyg) + X +ip.

Dalje, svakoj pozitivnoj vrednosti od s mora odgovarati pozitivna vred-
nost od s’ tako da vazi

ag + iy + (o +i0)s" = [0, 73X +ip] {wo +iyo + (a +if)s}

i prema tome
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(2) (O/ + iﬂ/)sl _ 62'79+(1+i)7— (a + zﬁ)s

Obrnuto, svako kongruentno preslikavanje koje zadovoljava jednacine (1)
i(2), prevodi h u I'.
Podelimo poslednju jedna¢inu konjugovanom imaginarnom jednacinom

(3) THE = ity
Ako stavimo
o +iff a—1if i
- — 7 ,
o —if a+if K

dobija se

(€ +in(E+in) =& +n* =1
& i n su kao brojevi iz T stepeni redovi sa parametrom ¢; uporedjujuci ko-
eficijente izveséemo iz poslednje jednacine da se u redovima £ i 17 ne mogu
javiti stepeni parametra ¢ sa negativnim izloZiocem, ve¢ se, naprotiv, oni
mogu predstaviti u obliku

{=a+f,

n=>b+1,
gde a i b znace obicne realne brojeve, a £ i ' beskonatno male brojeve iz
sistema 7T, i da vaze relacije

a’ 4+ b =1,
(4)
2(a&’ +bn') + €7 + 0 = 0.

Jednacina (3) ‘
627,(7_9+T) _ §+ ina

prema nagim definicijama trigonometrijskih funkcija, sada se moze svesti na

oblik

cos 2(¥ + 1) = cos20 cos 2T — sin 29 sin 27 = &
= Qa + 5,

sin 2(¥ + 7) = sin 21 cos 27 + cos 29 sin 27 = 7

=b+7.
Uporedjujuci koeficijente ovih jednacina dolazimo do
cos 29 = a, sin 299 = b,
iz kojih se, na osnovu vazenja jednacine a? + b> = 1, moze realni broj ¥

odrediti jednoznac¢no do visestruke vrednosti od 7. UnosSenjem para vred-
nosti cos 2¢ = a, sin 29 = b, u jednacine (5) mogu se dobiti relacije:
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cos2T =1+ a&’ + by,
sin 27 = an’ — b¢’;

a posto je na osnovu jednaline (4) zbir kvadrata desnih strana 1, to je
beskrajno mali broj 7 jednozna¢no odredjen. On se moze izra¢unati iz jedne
od dveju poslednjih jednacina uporedjivanjem koeficijenata.

Posto je ¥ odredjeno samo do vigestruke vrednosti od 7, faktor e??+(1+07
je odredjen samo do znaka. Samo jedan od dva znaka daje, Sto se lako
vidi, za pozitivno s u jednadini (2) pozitivno s’. Prema tome, realni broj
odredjen je do visestruke vrednosti od 27. UnoSenjem para vrednosti 9 i 7 u
jednacinu (1), dobijaju se na jednoznaan na¢in \ i u u sistemu 7. Najzad,
uvidjamo da jednacine (1) i (3), a zato i nadjene vrednosti 9, 7, A\, p, ne
zavise od nacina predstavljanja polupravih h i h'.

6. Za dve tacke A,B uvek postoji kongruentno pres,likavanje
koje prevodi A uw Bi B u A.

Ako tacke A, B imaju koordinate x1,y; 1 Z2,y2, onda kongruentno pres-
likavanje

[7,0; 21 + 22 +i(y1 + y2)]

ostvaruje ono §to se trazi.

7. Ako kongruentno preslikavanje prevodi polupravu h
u polupravu A’ i tacku P u tacku P/,onda P i P’ isto leze
u odnosu na poluprave h i I

Pokazimo najpre da determinante

T2 —T1 Y2 — U1
T3 — 21 Y3 — U1

imaju isti znak onda i samo onda kada tacke (x3,y3) 1 (a%,y5) isto leze u
odnosu na usmerene prave koje su odredjene tactkama (x1,y1) 1 (x2,y2),
odn.

(w2, y2)

(w1,91) (3,93)

(@), y1) 1 (xh, y5) (up. str. 122-123). Najpre, iz date definicije na str. 61 o
sdesnom" i levom" zakljutujemo, da tatke (z3,y3) i (z2,y2) nisu tacke koje
isto leze u odnosu na usmerene prave koje su odredjene tackama (x1,y1)
i (z2,y2), odnosno (x1,y1) 1 (z3,y3). Sada se odgovarajuce determinante
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zaista razlikuju u svojim znacima. NaSe tvrdjenje sledi, uopste iz okolnosti,
§to definicija strane prave pomoc¢u znaka navedene determinante, zadovoljava
svojstva strane izloZzena na str. 8.
Osobina 7 bi¢e prema tome dokazana, ako se pokaze da se znak determi-
nante
T2 =21 Y2— W1
T3 —T1 Y3—U

ne menja pri kongruentnom preslikavanju. Ali, ova determinanta se razlikuje
samo pozitivnim faktorom od imaginarnog dela koli¢nika

(z3+iys) —(z1+iy1)
(z2+iy2)—(x14+1y1)”?

pri ¢emu je neposredno jasno da je ovaj koli¢nik invarijantan u odnosu na
kongruentno preslikavanje.

Ustanovimo sad ovo: reé¢i ¢emo da je neka duz onda i samo onda kongru-
entna drugoj duzi, ako postoji kongruentno preslikavanje koje prevodi prvu
duz u drugu; reéi ¢emo da je ugao onda i samo onda kongruentan drugom
uglu, ako postoji preslikavanje koje prevodi jedan ugao u drugi.

Pokazac¢emo da navedena definicija kongruencije duzi
i kongruencije uglova zadovoljava aksiome IIl;_g ako
kongruentno preslikavanje uzeto za osnovu ima osobine
1-7.

Vazenje aksiome I11; neposredna je posledica osobine 5.

Vazenje aksiome I1], dokazuje se na ovaj nacin. Neka kongruentna pres-
likavanja K7 i Ko prevode duzi A’'B’ i A”B” u duz AB. Iz osobina 1, 2,
4, 5 sledi da za jedno kongruentno preslikavanje Ko postoji uvek inverzno
kongruentno preslikavanje Ky 1. Kongruentno preslikavanje Ky 'K, prema
osobini 2 prevodi duz AB u A”B".

Analogno se dokazuje vazenje aksioma I11g.

Pokazacemo sad da ako je duz AB kongruentna duzi A’B’ onda kongru-
entno preslikavanje K koje prevodi polupravu AB u polupravu A’B’ prevodi
i tacku B u tacku B’. Neka je kongruencija duzi AB i A’B’ dobijena pomocu
kongruentnog preslikavajna K7. Ako K7 prevodi tatku A u A’, to na osnovu
osobine 4 kongruentno preslikavanje KK;1 prevodi polupravu A’B’ samu u
sebe, dakle, prema osobinama 1 i 5, ono mora biti identitet. A ako Kj pre-
vodi tacku A u B’, onda ¢emo uzeti u pomo¢ kongruentno preslikavanje Ko
— a to preslikavanje Ko postoji na osnovu osobine 6 — koje prevodi tacku A
u Bi Bu A. Sada kongruentno preslikavanje K (KoK, ') prevodi polupravu
A’B’ samu u sebe, dakle, ovo je identitet.

Iz dokazanog i iz osobina 4 i 5 neposredno sledi vazenje aksioma I113, a
isto tako iz dokazanog i osobina 4, 5 i 7 neposredno sledi aksioma I175.

Najzad se dokazuje vazenje aksiome I1Il; na naredni nacin: ako su dati
ugao (a,b) i poluprava ¢, to na osnovu osobine 5 postoji jedno i samo jedno
kongruentno preslikavanje K7, koje prevodi a u ¢, a takodje jedno i samo
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jedno kongruentno preslikavanje Ko koje prevodi b u c¢. K; prevodi b u
polupravu b’ razliditu od ¢, §to se saznaje na osnovu osobine 4 pri posma-
tranju kongruentnog preslikavanja K L. isto tako preslikavanje Ko

prevodi polupravu a u polupravu a’ razli¢itu od ¢. Kongruentno preslikavanje
Ky K prevodi polupravu ¢ u o, a polupravu ¥ u c. Iz osobine 7 sledi da
poluprave @’ i b’ leZe na raznim stranama poluprave c. Stoga je prvi deo
aksiome I11, zadovoljen. Drugi deo te aksiome je posledica osobine 1.

Da vazi aksioma I 117 uvidja se ovim posmatranjem. Poluprava koja izlazi
iz tacke (0,0), koju ¢emo oznagciti sa O, moze se uvek predstaviti jadnacinom
oblika

z+iy=eWts 5> 0;

ta poluprava proizilazi iz pozitivne poluose x pomoc¢u obrtanja [¢, 7;0]. Lako
se dokazuje da od dve poluprave koje izlaze iz tacke O i leze u poluravni
pozitivnih y, ona poluprava lezi izmedju druge poluprave i pozitivne poluose
x koja modulo 27 ima manji zbir 9 + 7.

Neka se desni krak h nekog ugla poklapa sada sa pozitivnom poluosom
x; neka njegov levi krak k bude predstavljen jednac¢inom

z+iy =t 50,

Izlazeci iz tacke O poluprava h’ vodi u unutrasnjost ovog ugla. Tada postoji
jedno i samo jedno kongruentno preslikavanje koje prevodi polupravu h u
B/, naime obrtanje [¥2, 72; 0]; ono prevodi polupravu k u polupravu k' ¢ija je
jednacina

x4 iy = elhitetnin)s g5
Vazi
Y14+ + 71+ 10 > 1071, mod 27;
prema tome k' ne lezi u Z(h, k).
Vazenje aksiome susedstva V3 moze se dokazati na naredni nacéin. Po-
mocu drugog stava o kongruenciji i aksiome IV lako se pokazuje da se za
jednu duz koja lezi u unutra$njosti trougla, uvek moze naé¢i kongruentna

duz, koja, izlazeéi iz temena trougla, lezi na strani tog trougla ili u njegovoj
unutrasnjosti.
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Na osnovu aksiome 1l postoji za jednu datu duz AB jedna i samo
jedna duz OB’ iz tatke O koja je usmerena na pozitivnu stranu poluose x
i sa kojom je duz AB kongruentna. Uze¢emo apscisu 3 tacke B’ za duzinu
duzi AB:

AB=p

Posmatrajmo sad trougao sa temenima O(0, 0), C’(g,O), D(g, %\/g)
Ovaj trougao je ravnostran sa jednakim uglovima, $to pokazuje kongruentno
preslikavanje [%ﬁ, 0; g] koje prevodi tacku O u C, tacku C u D, a tacku D u
O. Slobodna krajnja tacka F' duZi koja je kongruentna du7i AB i ide iz tacke
O po jednom kraku ZCOD ili se prostire u unutragnjosti tog ugla, moze se
predstaviti u obliku:

[1977—;0]5: 0 §19+T§ %;

Ali, sve tacke, predstavljene u ovom obliku, leze na onoj strani prave C'D
na kojoj lezi O, §to se uvidja, prema reCenom na str. 114, supstitucijom
koordinata tacke O i tacke F' u determinanti za CD

1 =3
Y3

l’g—g

Ovim je pokazano da u unutragnjosti trougla OCD ne postoji duz koja bi
bila kongruentna sa AB.

Rezimiraé¢emo:

U nasSoj geometriji vaze sve gore postavljene aksiome
obi¢ne ravne geometrije,izuzev Arhimedove aksiome Vi;
pri tome aksiomu kongruencije trouglova treba uzeti u
uzoj formulaciji I1I3.

Dalje, vazi stav:

Svaki se ugao moze prepoloviti i postoji prav ugao.

Dovoljno je pokazati da se svaki ugao koji izlazi iz tacke O moze pre-
poloviti. Neka je [¢,0;0] obrtanje koje prevodi desni kraj u levi; obrtanje
[g, %;0] prevodi desni krak ugla u njegovu bisektrisu.

Egzistencija pravog ugla se uvidja posmatranjem obrtanja [7,0;0].

Uveséemo sad pojam ogledanja na pravoj a na ovaj nacin:
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spustimo normalu ma iz koje tacke A, ma na koju pravu a i produzimo
ovu normalu za njenu sopstvenu duZinu preko podnoZne tacke B do A’;
tacka A’ se naziva ogledalska slika tacke A. Oglednimo najpre tacku A sa
koordinatama « > 0,3 > 0 na osi . Neka je ZAOB izmedju poluprave O A
i pozitivne poluose x jednak uglu ¥ + 7 i neka, na primer, tacka x = ~ na osi
x pri obrtanju za ugao ¥ + 7 prelazi tacku A tako da je

Ogledalska slika A’ tacke A u odnosu na osu x ima koordinate o — f3.
Prema tome, ako izvedemo obrtanje za ugao ¥ + 7, iz tacke A’ proizilazi
tacka koja se predstavlja imaginarnim brojem

) . . . 2, 32
eI —5) = C“J;—Z’g(oz —if) = #7
tj. da tacka lezi na pozitivnoj osi z; stoga je ZA’OB takodje jednak uglu
¥+ 7 i, prema tome, podudara se sa ZAOB. Ovaj rezultat moZzemo izraziti
ovako:

Ako se u dva pravougla trougla koji simetri¢no leze
podudaraju obe katete,onda su i odgovarajuéi uglovi na
hipotenuzi medju sobom jednaki.

Iz toga izvodimo istovremeno op#tiji stav:

Uglovi ogledalske slike neke figure uvek se podudaraju
sa odgovarajuéim uglovima prvobitne figure.

Iz okolnosti da su u nasoj geometriji prave definisane pomocu linearnih
jednacina moze se bez teskoca izvesti kako osnovni stav u¢enja o proporci-
jama (stav 42), tako i Paskalov stav (stav 40). Otuda uvidjamo ovo:

U nasSoj geometriji vazi uc¢enje o proporcijama i,dalje,
u njoj vaze svi stavovi afine geometrije (up. §35).

Na osnovu vazenja aksiome [1l; moze se pokazati da se uglovi u nasoj
geometriji mogu na jednoznacan nacin uporediti po svojoj veli¢ini.

Pomocu ove ¢injenice moze se dokazati stav o spoljagnjem uglu (stav
22), i to, posto su u nagoj geometriji unakrsni uglovi uvek jednaki, moze se
u nju preneti dokaz sa str. 20. Iz Cinjenice da se u naSoj geometriji moze
jednoznac¢no definisati zbir dva ugla, dobija se, pomoé¢u aksiome IV, stav
o zbiru uglova u trouglu (stav 31).

Dosli smo sad do osnovnog pitanja, do pitanja da li u nasoj geometriji
vazi stav o jednakosti uglova na osnovici ravnokrakog trougla (stav 11).

Iz ovog stava i stava o spoljasnjem uglu kod trougla dobija se s jedne
straneteorema obrnuta teoremi o bazisnim uglovima ravnokra-
kog trougla (stav 24) pomocu indirektnog dokaza, a s druge strane pomocu
poznatog Euklidovog dokaza st av: zbir dve strane u svakom trouglu vecéi je
od trece strane.
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Ali, kao S§to ¢emo pokazati, nijedan od ova dva stava nije zadovoljen u
nasoj geometriji; a time ¢e istovremeno biti dokazano da stav o bazisnim
uglovima ravnokrakog trougla u njoj ne vazi.

Posmatrajmo trougao OQP, Cija temena imaju koordinate: 0,0; cost,0;
cost,-sint. Duzina (v. str. 121) duzi OP i QP se pomocu kongruentnog
preslikavanja [0, ¢; 0] i [5,0; — cost - eig].

Dobija se

— 12
OP:et:1+t+5+...,

— 3
QP:sint:t—g—i—...,

2

- t
OQ:cost:1—5+....

Na osnovu definicije rasporeda brojeva sistema 7" uvidja se da je
0Q + QP < OP.

Stav po kome je zbir dveju strana u svakom trouglu vedi
od trece strane ne vazi u nasoj geometriji.

Otuda uvidjamo bitnu zavisnost ovog stava od aksiome o kongruenciji u
girem smislu.

Iz ovog rezultata u isto vreme sledi:

U nasoj geometriji ne vazi stav o ravnokrakom trouglu i zato ne vazi ni
aksioma o kongruenciji trouglova u Sirem smislu.

Da u nasoj geometriji ne vazi ni obrnuti stav o uglovima na osnovici,
neposredno uvidjamo na primeru trougla OPR, gde je R ogledalska slika
tacke P u odnosu na pravu OQ), tj. teme R ima koordinate cost,sint. Tada
je prema jednom ranije dokazanom stavu (str. 122),

/OPR=/0ORP.

I pored toga strane OP i OR nisu medju sobom kongruentne. Duzina duzi
OR koja se dobija pomoc¢u obrtanja [0, —¢; 0] je, naime

OR=e¢'"#0P=¢".

Odatle ¢emo videti da su uopsSte u dva simetri¢no polozena
pravougla trougla jednakih kateta hipotenuze razlicite
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i zato pri ogledanju na pravoj,duzi na ogledalskoj slici
nisu nuzno jednake duzima prvobitne figure.

U naSoj geometriji, takodje ne vazi, kako je pokazao Rozeman, ni
trec¢i stav kongruencije (stav18)u uzoj formulaciji u odnosu
na truglove koji isto leze. Da bismo ovo uvideli, primetimo najpre
datatke A=0,B=t,C =te's obrazuju ravnostrani trougao. Posmatramo

li, dalje, tacku
t

T 1 et

uvide¢emo da je AB = BD, jer kongruentno preslikavanje [0,¢;t] prevodi
tacku D samu u sebe, a tacku A u B.

Dalje se jo§ izracunava da tacke A i B leze na istoj strani prave C'D.
Odatle prvo proisti¢e da trouglovi ACD i BC' D, kod kojih su sve odgovara-
juce strane jednake, isto leze, i drugo da oni ne mogu imati sve odgovarajuce
uglove jednake.

Razmotriéemo u nagoj geometriji jo§ u Euklidovo uéenje o povrsinama
poligona. Ovo je ucenje bilo izgradjeno u §20 na pojmu mere povrSine
trougla. Dokaz da je ova mera povrgine, poluproizvod osnovice i visine,
nezavisna od toga koja se strana trougla smatra osnovicom, bio je izveden
primenom aksiome kongruencije trouglova na trouglove koji leze simetri¢no.
Da ovaj stav ne moze biti dokazan bez Sire formulacije te aksiome, moze se
uvideti na primeru trougla OQR str. 123. QR je visina spustena na OQ),

) .o oo
—%,0;—cost - e "2] dobija se duzina

pomocu kongruentnog preslikavanja |
QR =sint;

i posto je OQ = cost, to bi mera povrs§ine, s jedne strane, morala biti

cost-sint

J = 5

Nadjimo podnozje S upravne spustene iz tacke @ na OR:

S = cost + ie' sint cost.
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Dalje, kongruentnim preslikavanjem

[_f

i%—(l—l—i)t]
2’

—t;—cost e

dobija se duzina
QS = e tsintcost;

a posto je OR = e !, dobili bismo, s druge strane, za tu meru povr§ine

vrednost
e t.etcostsint
J = ,
2
koja je sigurno manja od vrednosti
costsint

2

Dok pojam mere povrSine gubi svoj smisao bez §ire formulacije aksiome 1115
o kongruenciji trouglova, pojmovi razlozive jednakosti i dopunske jednakosti
poligona mogu se definisati isto kao u §18. Tada se stav 46 koji izrazava
dopunsku jednakost dva trougla sa jednakim osnovicama
i visinama dobija isto onako kao u §19.

Dalje se uvidja da se i na osnovu uze aksiome I1I;, moze konstruisati
na svakoj duzi kvadrat, tj. Cetvorougao sa jednakim uglovima, od kojih
svaki iznosi 7, i sa jednakim stranama. U naSoj geometriji sada
i Pitagorina teorema, prema kojoj su oba kvadrata nad
katetama ma kog pravouglog trougla zajedno dopinski
jednaka kvadratu nad hipotenuzom. Jer, mi uvidjamo da se u
Fuklidovom dokazu Pitagorine teoreme iskorigéava samo kongruencija trou-
glova koji isto leZe i prema tome samo aksioma o kongruenciji trouglova u

uzem smislu.

Primenom pitagorine teoreme na trouglove OQP i OQR na str. 123,
nalazimo, uz pomo¢ stava 43, da su na duzima OP i OR konstruisani
kvadrati dopunski jednaki, mada ove duzi, kako smo ih gore
izracunali, nisu medju sobom jednake.

Veza ove okolnosti sa stavom 52 potpuno je jasna i odatle vidimo da
osnovni Euklidov stav, po kome dva dopunski jednaka
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trougla istih osnovica uvek imaju iste visine, takodje ne
vazi u nasSoj geometriji.

Ustvari, ovaj stav 48 bio je dokazan u §21, pri ¢emu je bitno koriséen
pojam mere povrsine.

Prema tome, nasa nas geometrija dovodi do saznanja:

Nemoguce je zasnovati Euklidovo ucenje o povr§inama na aksiomi kon-
gruencije trougla u uzem smislu, ¢ak i ako se pretpostavi da vazi ucenje o
proporcijama.

Posto u nasoj geometriji ne vazi poznati odnos izmedju hipotenuze i
kateta pravouglog trougla, odnos koji se u obi¢noj geometriji izvodi iz Pitagori-
nog stava, to ¢u nasu geometriju nazvati nepitagorejskom geometrijom.

Napravimo pregled najvaznijih rezultata koji proisti¢u iz nase nepitagore-
jske geometrije:

Ako uzmemo aksiomu kongruencije trouglova u uzem smislu i ako pret-
postavimo da od aksioma neprekidnosti vazi samo aksioma susedstva, tada
se ne moze dokazati stav o jednakosti uglova na osnovici u ravnokrakom
trouglu, ¢ak ni onda ako pretpostavimo da vaZi ucenje o proporcijama. Isto
tako, odatle sledi Euklidovo udenje o povrSinama; takodje stav po kome
je zbir dve strane trougla vec¢i od trec¢e strane, i tre¢i stav kongruencije za
trouglove koji isto leze, nisu nuzne posledice iz u¢injenih pretpostavki.

Mi ¢emo konstruisati jos jednudrugu nepitagorejsku geometriju
koja se razlikuje od geometrije koju smo obradjivali time §to u njoj vazi
Arhimedova aksioma V7, ali ne vaZzi aksioma susedstva V3.

Uzec¢emo za osnovu ove geometrije onu delimi¢nu oblast €2 realnih brojeva
koji se sastoji od svih brojeva dobijenih iz brojeva 1 i y = tgl, ako konacno
puta primenimo operacije ra¢una: sabiranje wi + wo, oduzimanje w; — wo,
mnozenje wl-wg, deljenje wy : wo (u slucaju da je wy # 0) i stepenovanje w™.
Pri tome wq, w9 treba da oznacavaju brojeve koji su ve¢ dobijeni pomocu pet
pomenutih operacija od brojeva 1 i u. Da bi se dobio broj w polazeéi od
brojeva 1 i p, treba tih pet operacija primeniti n; puta, odn. no puta, ...,
ns puta. Brojevi w oblasti 2 mogu se tada prebrojati prema rastu¢em zbiru

ny+ng+---+ns.

Na ovom brojnon sistemu izgradi¢éemo ravnu geometriju pomocu istih
konvencija pomocu kojih smo izgradili na str. 114 prvu nepitagorejsku ge-
ometriju na brojnom sistemu 7'; iz ¢injenice da u €2, pri prirodnoj definiciji
rasporeda vaze svi zakoni racuna 1-16 §13, saznajemo, kao i tamo, da vaze
aksiome I1_3, 11, IV u naSoj geometriji.

Svakom broju w oblasti €2 proSirene za broj oo odgovara beskona¢no
mnogo brojeva ¥ koji zadovoljavaju jednacinu

¥ = arctgw.

Ukupnost svih brojeva ¢ dobijenih pomocu ove jednacine iz €2 obrazuju neku
oblast © koja se ne poklapa sa 2, ali koja je kao i Q prebrojiva. U ovom
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prebrojavanju postoji prvi broj koji nije proizvod racionalnog broja i broja
m; oznaci¢emo ga sa vUy,. Prvi broj iz oblasti © koji se ne moze predstaviti
u obliku

U =rm+ v,

gde su r i r;1 ma koji racionalni brojevi, oznaci¢emo, ako on uopste postoji,
sa Uy,. Nastavljajuci na ovaj nacin, oznaci¢emo sa U, , prvi broj 9 oblasti
© koji se ne moze predstaviti u obliku

Y =rm 4+ + 1, + -+ 1%,

ako uopste postoji takav broj. Ovim je definisan niz ¥y, , Uk,, Vg, - - -, koji
sigurno sadrzi jedan ¢lan, a moZzda, i beskona¢no mnogo. Svaki broj 9 iz
oblasti © moze se sada predstaviti na jednoznacan nacéin u obliku

¥ =rmr+ 7"119kl =+ T219k2 R 7"”19]%,

gde su Y, , Vk,, ..., Uk, prvih n ¢lanova sada definisanog niza, a r, 71,72, ..., 7y
ma koji racinalni brojevi.

Isto tako kao u prvoj nepitagorejskoj geometriji na str. 119 definisa¢emo
sada kongruenciju duzi i kongruenciju uglova pomoéukongruentnog pre-
slikavanja. Kao kongruentno preslikavanje smatra¢emo ovde svaku trans-
formaciju oblika:

o iy =27 LN g,

gde je 9 neki broj iz oblasti ©, ry racionalni broj koji ulazi u gornje pred-
stavljanje broja ¢, a gde su A i p proizvonljni brojevi oblasti .

Kongruentna preslikavanja obrazuju grupu, sto se lako moze proveriti.
Ona, dakle, imaju osobine 1 i 2 navedene na str. 115. Osobina 3 sledi iz
¢injenice da brojevi

1 tg?
2" cost = ———, sind = ———
V14 tg?d V1+tg?0
pripadaju oblasti . Osobina 5 dobija se na ovaj nadin:
Dokaz se, sli¢éno kao na str. 116, svodi na jednozna¢no odredjivanje do
viSestruke vrednosti od 27 broja 9 iz oblasti © koji zadovoljavaju jednacinu

/

2T1€i19 = 70/ +Zﬁ/ . s .
a+if s

Podeli¢éemo imaginaran deo realnim:

’ /
tgy = 2P =0
ad' + B0
Ovom jednacinom je odredjen broj ¥ u brojnom sistemu © do viSestruke
vrednosti od 7. Odredjivanje od viSestruke vrednosti od 27 izvodi se isto
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kao u prvoj nepitagorejskoj geometriji (up. str. 107). Dokazi osobina 4, 6 i
7 izvode se isto kao i tamo.

Prema tome, iz dokazanih sedam osobina kongruentnog preslikavanja
sledi, na osnovu datog opsteg dokaza na str. 108, da su u nasoj geometriji
aksiome II11;_g zadovoljene. Vazenje aksioma I1I; moze se pokazati sliéno
kao u prvoj nepitagorejskoj geometriji.

Iz definicija rasporeda i kongruencije sledi vazenje Arhimedove aksiome
V1, posto je podrudje € delimi¢no podrudje podrudja realnih brojeva.

Naprotiv, da aksioma susedstva V3 nije zadovoljena, pokazuje se na sledeci
nacin. Za svaki trougao moZe se na¢i njemu kongruentan trougao OAB sa
temenima O = (0,0), A = (a,0)B = (f,7), gde a i v oznatavaju pozitivne
brojeve. Zato je dovoljno pokazati da se u svakom trouglu nalazi duz npr.
duzine 1. Poluprava OB moze se predstaviti, nezavisno od toga da li je 3
nula ili nije nula, u obliku

T4y = emmtg% - S,
gde sa s oznacavamo pozitivan parametar koji pripada oblasti 2. PoSto su
brojevi ay i | — (3| + pozitivni, mozemo sad naci ceo broj r1, koji ne mora
biti pozitivan, a koji zadovoljava nejednacinu
Q@
(1) p IS
18—+~
Za date brojeve rl,ﬂkl,arctg% > 0 postoje sigurno dva cela broja a i b
koji zadovoljavaju nejednacinu
a
20

gl

(2) 0< m+rd < arcth.

Iz formule

. ¥ =141+ tg%
99 = tgv
uvidjamo da su g5, pa stoga, na osnovu teoreme o tangensu zbira, i

v
Y = aﬁ + rlﬁkl
brojevi iz oblasti ©. Iz nejednacine (2) proizilazi da poluprava
x—l—iy:em-s, s>0

lezi u unutrasnjosti trougla /AOB.

B(3,7)

c@2m 6“9)

0(0,0) A(a, 0)
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Slobodna krajnja tacka C duzi duzine 1 koja lezi na ovoj polupravoj i
polazi iz tacke O, moze se predstaviti u obliku

z+iy=2" eV,

Tacke O i C leze na istoj strani prave AB, po§to su obe determinante

B—al ~v|_
‘ —« _OK%

0

f—a 8l
2 cosd —a 2" sind

‘ > —27115— a] = 217 +ar,

pozitivne, poslednja na osnovu nejednacine (1). Prema tome, tacka C' lezi u
unutragnjosti trougla OAB, tj. u unutrasnjosti ovog trougla postoji duz ¢ija
je duzina 1.

Isto tako, kao i u prvoj nepitagorejskoj geometriji, pokazuje se da se
svaki ugao moze prepoloviti i da postoji pravi ugao; na isti nacin se dokazuje
da vaze stavovi navedeni na str. 122 i str. 123 o ogledalskim slikama, kao
i svi stavovi ucenja o proporcijama i stavovi afine geometrije. Svi uglovi
naSe geometrije nalaze se takodje i u Euklidovoj geometriji i uporedjivanje
uglova po veli¢ini u nasoj geometriji isto je kao i u Euklidovoj geometriji.
Otuda sledi, dalje, da vazi stav o spoljasnjem uglu (stav 22) i stav o zbiru
uglova u trouglu (stav 31). Naprotiv, ne vazi stav o jednakosti bazisnih
uglova u ravnokrakom trouglu. Naime, iz ovog stava se moze, pomocu stava
o spoljasnjem uglu, kao §to je ve¢ pomenuto na str. 122, neposredno dobiti
njemu obrnuti stav. Ali, da ova obrnuta teorema nije zadovoljena u nagoj
geometriji, uvidja se npr. posmatranjem trougla OP(Q sa temenima O =
(0,0),P = (cosVy,,—sindg,),Q = (cosV,,+sindy,). Ovaj trougao ima
jednake uglove kod P i @, a medjutim duzine njegovih strana OP = 2 i
OQ = 27! nisu jednake.

Ni Euklidovo ucenje o povr§inama u toj geometriji ne vazi. Isto tako ne
vazi stav da je zbir dveju strana trougla veéi od trece strane, jer iz ovog stava
neposredno sledi da je svaka duz koja lezi u unutrasnjosti trougla, manja od
njegovog obima, i prema tome vazila bi aksioma V3.

Posmatrane nepitagorejske geometrije dovode nas do saznanja:

Za dokaz vazenja stava o jednakosti uglova na osnovici ravnokrakog trougla
neophodna je kako Arhimedova aksioma V7, tako i aksioma susedstva Vs.

Ovaj Dodatak je upotpunjen u Dopuni I11.
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Dodatak 111
Novo zasnivanje geometrije Boljai-Lobacevskoga
(Prestampano iz Math.Ann. knj. 57.)

U svome radu ,Osnove geometrije", gl. I (str. 3-27) postavio sam sistem
aksioma za Euklidovu geometriju i tada sam pokazao da je moguce izgra-
diti Euklidovu geometriju ravni isklju¢ivo na osnovu onih aksioma koje se
odnose na ravan, ¢ak i bez primene aksioma neprekidnosti. U ovom ispi-
tivanju zamenic¢u aksiomu paralelnih odgovaraju¢im zahtevom geometrije
Boljaj-Lobacevskoga i tada ¢u pokazati isto tako da je mogucée zasnovati
geometriju Boljai-Lobacevskoga u ravni isklju¢ivo na osnovu aksioma ravni
bez primene aksioma neprekidnosti.

Ovo novo zasnivanje geometrije Boljai-Lobacevskoga u pogledu jednos-
tavnosti ne zaostaje, kako mi izgleda, iza dosad poznatih nadina zasni-
vanja, naime ni iza zasnivanja Boljaijai Lobacevskog koji su se sluzili
grani¢nom sferom, ni prema zasnivanju Klajnovom (F.Klein) pomocu
projektivne metode. Pomenuta zasnivanja koristila su u bitnome kako pros-
tor, tako i neprekidnost.

Da bi se olaksalo razumevanje, napravi¢u, prema mome radu ,Osnove
geometrije", pregled aksioma r a v ne geometrije kojima ¢emo se u navedenim
izlaganjima koristiti. Naime:

I. Aksiome veze

1. Za dve tacke A, B postoji uvek prava a koja pripada svakoj od ovih
dveju tacaka A, B.

I5. Za dve tacke A, B ne postoji vie od jedne prave koja pripada svakoj
od ovih dveju tacaka A, B.

I5. Na svakoj pravoj postoje najmanje dve tacke. Postoje najmanje tri
tacke koje ne leZe na jednoj pravoj.

I11. Aksiome rasporeda

II. Ako tacka B lezi izmedju tatke A i tacke C, onda su A, B,C tri
razli¢ite tacke prave i B lezi takodje izmedju C'i A.

I115. Za dve tacke A i C' na pravoj AC postoji najmanje jedna tacka B
tako da C' lezi izmedju A i B.

I13. Ma od koje tri tacke prave ne postoji vise od jedne koja lezi izmedju
druge dve.

Definicija. Tacke koje leze izmedju dve tacke A i B nazivaju se takodje
tackama duzi AB ili BA.

I114. Neka su A, B,C tri tacke koje ne leZze na pravoj liniji i a prava u
ravni A, B, C koja ne prolazi ni kroz jednu od tacaka A, B, C; ako tada prava
a prolazi kroz jednu od tac¢aka duzi AB, ona izvesno takodje prolazi ili kroz
jednu od tacaka duzi BC ili kroz jednu od tadaka duzi AC.



122

I111. Aksiome podudarnosti

Definicija. Svaka se prava deli ma kojom svojom tackom u dve polupra-
ve ili polovine.

III,. Ako su A i B dve tacke na pravoj a i, dalje, ako je A’ tacka prave
a’, onda se na jednoj datoj polovini prave a’, odredjenoj tackom A’, uvek
moZe naci tacka B’ tako da je duz AB podudarna ili jednaka duzi A’B’, §to
se moze oznaciti:

AB = A'B.

III,. Ako je duz A’B’ podudarna duzi AB i duz A” B” podudarna istoj
duzi AB, onda je i duz A’B’ podudarna duzi A”B”.

III5. Neka su AB i BC dve duzi na pravoj a bez zajednickih tacaka
i neka su , dalje, A’B’ i B'C’ dve duZi bez zajednickih tacaka na istoj ili
drugoj pravoj a’; ako je tada AB = A'B’ i BS = B'C’ bice i

AC = A'C.

Definicija. Par polupravih h i k koje izlaze iz tacke A i zajedno ne
¢ine pravu, nazva¢emo uglom i oznaci¢emo ga ili sa

L(h,k) ili sa Z(k,h).

Dalje, moze se definisati pojam strane ravni u odnosu na neku pravu na
osnovu aksiome I7; tacke ravni koje u odnosu na h leZe na istoj strani kao i
k, a u isto vreme u odnosu na k na istoj strani kao i h, nazivaju se unutras-
njim tackama ugla /(h, k); one obrazuju ugao prostoru (unutrasnjost) ovog
ugla.

I11. Neka je dat ugao Z(h, k), prava o’ i odredjena strana od a’. Neka
h' oznacava polupravu prave a’ koja izlazi iz tacke O’: tada postoji jedna i
samo jedna poluprava k', tako da je ugao /(h, k) kongruentan ili jednak uglu
/(W k'), 8to ¢emo izraziti znacima:

L(hyk) = L(W K,

i da u isto vreme sve unutrasnja tacke ugla Z(h', k') leze na datoj strani od
prave a’.
Svaki je ugao podudaran samom sebi tj. uvek je

L(h,k) = L(h, k).
I11I5 Ako za dva trougla ABC i A’B'C’ vaze podudarnosti
AB=A'B' AC=AC"i/BAC = (B'AC’
onda uvek vazi i podudarnost.

/ABC = /A'B'C'".
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Iz aksioma I-II1 lako se izvode stavovi o kongruenciji trouglova i o
ravnokrakom trouglu, a u isto vreme se uvidja moguénost da se spusti ili
podigne normala kao i da se prepolovi data duz ili dati ugao. Narocito, isto
kao i kod Euklida, iz tih aksioma sledi stav da je u svakom trouglu zbir dve
strane vedi od trece strane.

IV Aksioma o pravama koje se seku i koje se ne seku

Sada ¢emo formulisati aksiomu koja u geometriji Boljaji-Lobacevskoga
odgovara aksiomi paralelnih u euklidskoj geometriji:

Ako je b proizvoljna prava, a A tacka koja ne lezi na njoj, uvek postoje
dve poluprave a; i as koje prolaze kroz tacku A i koje ne ¢ine jednu istu
pravu i ne seku pravu b, dok svaka poluprava koja lezi u unutrasnjosti ugla
obrazovanog sa aj i ag 1 izlazi iz tacke A, preseca pravu b.

Definicija. Neka je prava b razdeljena ma kojom svojom tatkom B
u dve poluprave by i by i neka poluprave ai, by leZe na jednoj strani, a ao,
bs na drugoj strani prave AB; tada ¢emo polupravu a; nazvati paralelnom
prema polupravoj by, a isto tako polupravu ag nazva¢emo paralelnom prema
ba; isto ¢emo tako re¢i da su obe poluprave a; i ag paralelne prema pravoj b
i da su obe prave, ¢ije su poluprave aj i ao paralelne prema b.

Otuda neposredno sledi ta¢nost narednih ¢injenica:

Ako je neka prava ili poluprava paralelna prema drugoj pravo] ili polupra-
voj, onda je uvek i ova druga paralelna prama prvoj.

Ako su dve poluprave paralelne tre¢oj polupravoj, onda su one medju-
sobom paralelne.

Definicija. Svaka poluprava odredjuje kraj; o svim polupravama, koje
su jedna drugoj paralelne, re¢i ¢emo da odredjuju jedan i isti kraj. Polupravu
koja izlazi iz tacke A i ima kraj « , oznacicemo uopste (A, «). Prava ima
uvek dva kraja. Pravu ¢ji su krajevi o i 3, oznaci¢emo uopste sa («, 3).

Akosu A, Bi A’, B’ dva para tacaka i a i o dva kraja takva da su duzi
AB i A’B’ medju sobom jednake, i ako je, osim toga, ugao koji obrazuju
duz AB i poluprava(A, ) jednak uglu koji obrazuju duz A’B’ i poluprava
(A’ ), onda je, §to se lako vidi, uvek i ugao obrazovan od BA i (B,«)
jednak uglu obrazovanom od B’A" i (B’,a/); ove dve figure ABa i A'B'a/
nazivaju se kongruentnim.

Najzad, definifemo na poznati nadin pojam ogledalske slike;
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Definicija. Ako iz jedne tacke spustimo normalu na pravu i ovu nor-
malu produzimo preko njenog podnozja za duz njoj kongruentnu, onda ¢emo
dobijenu krajnju tacku nazvati ogledalskom slikom prvobitne tacke u odnosu
na tu pravu. Ogledalske slike tac¢aka neke prave leZe opet na pravoj; ovu
poslednju pravu nazvaé¢emo ogledalskom slikom prvobitne prave.

§ 1. Pomo¢ni stavovi

Dokaza¢emo najpre redom naredne pomocéne stavove:

Stav 1. Ako dve prave presecaju tre¢u pravu pod jednakim saglasnim
uglovima, onda one, sigurno, nisu paralelne.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, naime da su te dve prave u jednom
smeru medju sobom paralelne. Ako tada izvedemo poluobrt oko sredine
duzi iseene na tre¢oj pravoj, tj. konstruiSemo na drugoj strani te duzi
odgovarajuci kongruentni trougao, sledovalo bi da su dve prve prave paralelne
jedna drugoj i u drugom smeru, a ovo protivureci aksiomi IV.

Stav 2. Ako su date ma koje dve prave a i b koje se ne seku, niti su par-
alelne, postoji uvek trec¢a prava koja na obema istovremeno stoji normalno.

Dokaz. Ma iz koje dve tacke A i P prave a spustimo upravne AB i PB’
na pravu b. Neka je normala PB’ ve¢a od normale AB; prenesimo tada AB
na B'P od tacke B’

do A’, tako da tacka A’ lezi izmedju P i B’. Konstruisimo kroz tacku
A’ pravu d’ koja preseca B’A’ u tacki A pod istim uglom i u istom smislu
kao §to normala BA preseca pravu a u tacki A. Dokazac¢emo da ova prava
a’ nuZno mora presecati pravu a.

Radi toga od dve poluprave, na koje tacka P deli pravu a, ozna¢imo sa
a1 onu na kojoj le7i tacka A i povucimo tada iz B polupravu h paralelnu
prema ai. Dalje, neka je h’ ona poluprava koja izlazi iz tactke B’ pod is-
tim uglom prema b i u istom smeru kao i poluprava h iz B. PogSto, prema
stavu 1, poluprava h’ nije paralelna sa pravom h, a zato nije paralelna ni sa
polupravom a; i sigurno ne preseca h, onda ona, sto se lako uvidja na osnovu
aksiome IV, nuZno preseca aj; neka je T presefna tacka poluprave h' i a;.
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Posto je, prema naSoj konstrukciji, a’ paralelno sa b/, onda, prema aksiomi
11, prava a’ mora izlaziti iz trougla PB'T kroz stranu PT, a time je dat
trazeni dokaz. Oznaci¢emo tacku preseka pravih a i a’ sa Q.

Iz tacke Q spustimo normalu QR na b; zatim, prenesimo duZ B’R na
pravu b od tacke B do tatke R’ tako da je smer od B ka R’ isti kao i smer
od B’ ka R. TIsto tako prenesimo duz A’'Q) od tacke A na pravu a u istom
smeru do @’. Nadjemo li tada sredine M i N duzi QQ' i RR’, bi¢e prava
MN koja spaja te tacke trazena zajednicka normala na a i b.

Ustvari, iz kongruencije ¢etvorouglova A’B'QR i ABQ'R’ sledi jednakost
duzi QR i Q'R kao i ¢injenica da Q'R’ stoji upravno na b. Odatle, dalje,
zaklju¢ujemo da su ¢etvorouglovi QRM N i Q'R'M N kongruentni; time su
postavljeno tvrdjenje kao i stav 2 potpuno dokazani.

Stav 3. Ako su date ma koje dve medju sobom neparalelne poluprave,
postoji uvek prava paralelna ovim dvema polupravama, tj. postoji uvek
prava koja ima dva unapred data kraja o i (3.

Dokaz. Povucimo ma kroz koju tacku O paralelene prema datim polupr-
avama i prenesimo na ove paralele od tacke O jednake duzi, napr. do Ai B,
tako da bude

OA=0B

i da poluprava koja ide iz tacke O kroz A ima kraj «, a poluprava koja
ide iz tacke O kroz B ima kraj 8. Zatim, spojimo tacku A sa krajem [ i
prepolovimo ugao izmedju dveju polupravih koje izlaze iz tacke A; isto tako
A; isto tako spojimo tacku B sa krajem « i prepolovimo ugao izmedju dveju
polupravih koje izlaze iz tacke B. Prvu bisektrisu ozna¢imo sa A, drugu sa
b. 1z kongruencije figura OAB i OBa sledi jednakost uglova;

/(OAB) = /(OBa),

L(aAB) = L(aBp),

a iz poslednje jednacine dobija se i jednakost uglova koji su postali polovl-
jenjem, naime;

/(aAa) = L(aAB) = L(aBb) = L(bBp).



126

Najpre treba dokazati da se bisektrise a i b niti seku niti su medjusobom
paralelne.

Pretpostavimo da se prave a i b seku u tacki M. Posto je trougao OAB,
prema konstrukciji, ravnokrak, to se dobija

[BAO = /ABO,
a odatle, prema prethodnim jednacinama sledi

/BAM = /ABM;

prema tome je

AM = BM.

Spojimo li sad tacku M polupravom sa krajem « , to ¢e iz poslednje
segmentne jednacine i usled jednakosti uglova ugao («AM) i ugao(aBM)
slediti kongruencija figura aAM i aBM, a ova bi kongruencija imala za
posledicu jednakost uglova ugao (M A) i ugao (aM B). Posto je ovaj za-
kljucak, oc¢igledno netacan, treba odbaciti pretpostavku da se bisektrise a i
b seku.

Pretpostavimo, dalje, da su prave a i b paralelne; neka se kraj odredjen
pomocu njih oznadi tada sa u. Neka poluprava koja ide od B ka « preseca
u tatki C' polupravu koja ide od A ka (3, a pravu a u tacki D; dokazimo
tada jednakost duzi DA i DB. Ustvari, u protivhom sluc¢aju prenosimo duZ
DA na DB od tacke D, recimo, do tacke B’ i spojmo B’ polupravom sa .



127

Iz kongruencije figura /(DA«a) i /(DB'p) sledila bi tada jednakost uglova
/(DAa) i /(DB'u), a stoga bi bili jednaki i uglovi Z(DB'p) i /(DBu), §to
je nemoguce prema stavu 1.

Jednakost duzi DA 1 DB ima sada za posledicu jednakost uglova /(DAB)
i /(DBA), a posto su, prema ranijem, i uglovi Z/(CAB) i /(CBA) jednaki,
proizilazilo bi da su jednaki i uglovi /(DAB) i /(CAB). Ovaj zakljucak,
oc¢igledno, nije tacan pa stoga treba odbaciti i pretpostavku da su prave a i
b paralelne.

Posto se, prema ovim izlaganjima, prave a i b ne seku niti su paralelne,
onda, prema stavu 2, postoji prava c koja stoji upravno na obema pravima
a, b, recimo u tatkama E i F. Tvrdim da je ova prava c traZena prava koja
vezuje medju sobom oba data kraja a i (.

Radi dokaza ovog tvrdjenja pretpostavimo suprotno da ¢ nema kraj a.
Spojmo tada svaku od podnoznih tacaka F i F' polupravom sa krajem «a.
Vezujuéi medju sobom sredine duzi AB i EF, lako uvidjamo da je FA = F'B.
Iz toga sledi kongruencija figura aFA i aF' B, a iz ove jednakost uglova
/(AEa) i /(BFa) i otuda su i oni uglovi jednaki koje obrazuju sa pravom
¢ poluprave koje izlaze iz tac¢aka E i F. Ovaj zakljucak protivureci stavu 1.
Sli¢no proistice da ¢ ima i kraj 3. Time je naSe tvrdjenje potpuno dokazano.

Stav 4. Neka su a i b dve paralelne prave, a O tafka u unutrasnjosti
oblasti ravni obuhvacene izmedju a i b. Dalje, neka je O, ogledalska slika
tacke O u odnosu na pravu a, a Op ogledalska slika tacke O u odnosu na
pravu b i neka je M sredina duzi O,0O: tada ona poluprava, koja je polazedi
od tacke M istovremeno paralelna sa a i b, stoji upravno na pravoj O,Op u
tacki M.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno i podignimo normalu sa iste strane u
tacki m na O,0,. Neka prava 0,0, preseca a i b u tackama P i (). Posto
je PO < PQ + QO, pa je zato PO, < POy i isto tako je QOp < QO,, mora
tacka M nuZno padati u unutrasnjost oblasti ravni obuhvacene izmedju a i
b. Stoga bi ona upravna u M morala presecati jednu od pravih a ili b; ako bi
presecala npr. pravu a u tacki A, sledilo bi da je AO, = AO i AO, = AOy, i
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prema tome bi bilo takodje AO = AQy, tj. tacka A morala bi tacka A morala
bi takodje biti jedna od tacaka na b, Sto protivureci pretpostavci stava.

Stav 5. Ako su a, b, ¢ tri prave koje imaju isti kraj w i ako se ogledanja
na ovim pravima oznace po redu sa S,, Sp, Sc, onda uvek postoji prava d
sa istim krajem w tako da uzastopna primena ogledanja na pravima a, b, ¢
bude istovetna sa ogledanjem na pravoj d, §to se izrazava formulom:

SeSpSa = Sa-

Dokaz. Pretpostavimo, najpre, da prava b pada u unutrasnjost oblasti
ravni obuhvacene izmedju a i ¢. Neka je tada O jedna tacka na pravoj b,
a ogledalske slike na a i ¢ tatke O neka se oznace sa O, i O.. Oznatimo
li sada sa d onu pravu koja spaja sredinu duzi O,0. sa 0,0, sa krajem
w, onda su, zbog stava 4, tacke O, i O, ogledalske slike na d, a otuda je
operacija S475.5,5, takva da ne menja polozaj tacke O, kao ni one prave
koja spaja O, sa krajem w. Posto je ova operacija, sem toga, sastavljena od
Cetiri ogledanja, onda iz stavova o kongruenciji proizilazi da je ova operacija
identitet; otuda sledi nase tvrdjenje.

Drugo, lako uvidjamo ta¢nost stava 5 u sluc¢aju kad se poklapaju prave
cia. Ako je, naime, b’ ona prava koja proizilazi iz b ogledanjem na pravoj
a i ako oznacimo sa Sy ogledanje na b, odmah uvidjamo tac¢nost formule:

SaSpSa = Sy

Trece, pretpostavimo sad da prava ¢ pada u unutrasnjost oblasti ravni
obuhvacéene izmedju a i b. Tada, prema prvom delu ovog dokaza, postoji
izvesno prava d’, tako da vazi formula:

SaSeSy = Sar.

Oznacimo i sa d ogledalsku sliku prave d’ u odnosu na a, bi¢e prema drugom
delu ovog dokaza

SeSpSa = 54565:5,54 = SaSarSa = Sa.
Time je stav 5 potpuno dokazan.
§ 2. Sabiranje krajeva

Uzmimo neku odredjenu pravu i ozna¢imo njene krajeve sa 0 i co. Na
ovoj pravoj (0, c0) odaberimo neku tacku O i podignimo tada u O normalu;
neka se oznace krajevi ove normale sa +1 i —1.

Definisa¢emo sada zbir dva kraja na ovaj nacin:

Definicija. Neka su o i § ma koja dva kraja razli¢ita od oco; neka je,
dalje, O, ogledalska slika tacke O na pravoj (o, 00), a Og ogledalska slika O
na pravoj (/3,00); spojmo sredinu duzi O,Op sa krajem oo; drugi kraj tako
konstruisane prave nazva¢emo zbirom krajeva o i i oznadi¢emo sa o + (.

Ako oglednemo polupravu sa krajem « na pravoj (0, 00), kraj tako nastale
poluprave oznadi¢emo sa —a.
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a+p \
+—os X -1
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o0

Lako se uveravamo u ta¢nost jednacina
a+0=aq,

1+(-1)=0,
a+ (—a) =0,
a+p=0+a,
Poslednja jednacina izrazavakomuttivni zakon za sabiranje kraje-

va. Da bi se dokazao asocijtivni zakon sabiranja krajeva, oz-
na¢imo po redu sa Sy, Sy, S ogledanja na pravima (0, 00), (o, 00), (3, 00);

prema stavu 5 u §1, sigurno tada postoji prava (o, o) tako da za ogledanje
S, na ovoj pravoj vazi formula:

Sy = 55505,

Posto pri operaciji S3SpS, tacka O, prelazi u tacku Og, onda je tacka Og
nuzno ogledalska slika tacke O, na pravoj (o,00) i otuda je 0 = a + 3, tj.
vazi formula

Susp = S350Sa.

Neka ~y isto tako oznacava neki kraj; ponovljena primena malo¢as nadjenih
formula da je:
Sat(47) = Sp+7505 = 5350555050,

S(atB)+y = 91505ats = 5150555050
a otuda je
Sat(B+7) = S(ats)tvy

i stoga takodje
at+(B+7)=(a+p5)+7.

Tu skoro izvedena formula

Sets = 55504
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pokazuje, u isto vreme, da navedena konstrukcija zbira dva kraja ne zavisi od
izbora tacke O na pravoj (0,00). Ako sa O’ ozna¢imo ma koju tacku prave
(0, 00) razlicitu od O i ako su Oy, O} ogledalske slike tacke O’ na pravima
(o, 00) i (B, 00), onda je upravna na duzi OO} u njenoj sredini opet prava
prava (a + (3, 00).

Navesé¢emo ovde jos jednu ¢injenicu ¢ije je poznavanje potrebno za nasa
izlaganja u §4.

Ako pravu («, c0) oglednemo na pravoj (3, 00), dobija se prava
(20 — a, 00).

Ustvari, ako je P ma koja tacka one prave koja se dobija iz prave (a, ()
ogledanjem na pravoj (3, 00), onda ta tacka ocigledno ostaje nepromenjena
ako na nju primenimo ogledanja

S,Ba SOv S*Cw SOa Sﬁ
A na osnovu gornjih formula je:
S55505-aS053 = S25—as

tj. onaj slozeni proces istovetan je sa ogledanjem na pravoj (20 — «, 0);
stoga, tacka P mora lezati na toj poslednjoj pravoj.

§ 3. Mnozenje krajeva

Definisa¢emo sad proizvod dva kraja na naredni nacin:

Definicija. Ako neki kraj lezi na isto] strani prave (0,00) kao i kraj
+1, nazva¢emo taj kraj pozitivnim, a ako neki kraj lezi na istoj strani prave
(0,00) kao i kraj —1, onda ¢emo taj kraj nazvati negativnim.

0
+1 o —1
o IA —«
8 IB -8
af ¢ —af
00

Neka su sad o i § ma koja dva kraja razli¢ita od 0 i co. Obe prave
(a, —a) i (B, —[) stoje upravno na pravoj (0,00); neka one seku ovu pravu
u tactkama A i B. Prenesimo, dalje, duz OA na pravu (0,00) od tacke B
do tacke C na taj na¢in da na pravoj (0,00) smer od O prema A bude isti
kao i smer od B prema C; konstrui§imo tada u tacki C' normalu na pravu
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(0,00) i nazovimo pozitivni ili negativni kraj ove normale proizvodom «f3
oba kraja «,f, prema tome da li su oba kraja pozitivna ili negativna ili je
jedan pozitivan, a drugi negativan.

Uzmimo najzad formulu

ax0=0xa=0.

Na osnovu aksioma IIl;_3 o kongruenciji duzi neposredno uvidjamo
vazenje formula

af = fBa,
a(By) = (ap)y,

tj. zamnozenjekrajevavazikakokomutativnitakoiasocijativni
zakon.
Isto tako lako nalazimo da formule

lxa=a,(-l)a=—-«a
vaze i da ako krajevi a, 8 neke prave zadovoljavaju jednacinu
af = -1,

ova prava mora prolaziti kroz tacku O.

Moguénost deljenja neposredno se uvidja; takodje za svaki pozitivni kraj
IT uvek postoji pozitivni kraj (isto tako i negativni) ¢iji je kvadrat jednak
kraju IT i koji se zato moze oznaciti sa v/II.

Da bismo dokazalidistributivni zakon za rac¢un sa krajevima,
konstruisa¢emo najpre od krajeva § i v kraj 8 + 7 na pokazani nacin u
§2. Potrazimo li zatim na ranije pokazani na¢in krajeve af3, ary, a(f8 + ),
uvide¢emo da se ova konstrukcija svodi na kongruentno preslikavanje ravni u
samu sebe koje na pravoj (0,00) izaziva pomeranje za duz OA. Ako prema
tome pronadjemo konstrukcijom zbir krajeva af i a7y polazedi iz tacke A
mesto iz O, - §to je dozvoljeno prema jednoj od primedaba u §2 - onda se
ustvari za ovaj zbir dobija kraj a(8 + ). tj. vazi formula

aff +ay = a(f+7).
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Bty N
a(B+7) ==

+1 =<
«

§4. Jednacina tacke

Posto smo u §2 - §3 uvideli da za racun sa krajevima vaze ista pravila
kao i za racun sa obi¢nim brojevima, izgradjivanje geometrije ne pruza vise
nikakvih tegkoca; ono se izvodi u op§tim crtama na naredni nadin:

Ako su &,n krajevi ma koje prave, onda ¢emo krajeve

u =&,

_ &+
p=2>""
2
nazvati koordinatama te prave. Vazi osnovna ¢injenica:
Ako su o3,y tri kraja koja imaju takvu osobinu da je kraj 4oy — (32
pozitivan, onda sve prave ¢ije koordinate u,v zadovoljavaju jedna¢inu

au+pBv+v=0
prolaze kroz istu tacku.
Dokaz. Ako, prema §2 - §3, konstruiSemo krajeve

2 J6]

Aoy =327 Vday = 3%
onda s obzirom na znacenje koordinata u, v i posto je svakako o # 0, postavl-
jena linearna jednacina dobija oblik:

X+MN0om+A) = -1
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Ispitacemo sada transformaciju proizvoljno promenljivog kraja w, koja je
data formulom
W= xw+ A\

Radi toga posmatrajmo najpre transformacije
W = ywiw' =w + A

Sto se tice prve transformacije, to ¢e, o¢igledno, mnozenje proizvoljnog
kraja w konstantom y biti, prema §3, jednako pomeranju ravni duz prave
(0,00) za neku duz zavisnu od x.

A i poslednjoj transformaciji, tj. dodavanju kraja A proizvoljno promen-
jivom kraju w, odgovara neko, samo od A zavisno, kretanje ravni u samoj
sebi, naime kretanje se moze shvatiti kao obrtanje ravni oko kraja co.

Da bi se ovo uvidelo, primetimo da, prema izlaganju na kraju §2, prava
(w, 00) pomoc¢u ogledanja na pravoj (0,00) prelazi u pravu (—w, 00), a ova
opet pomocu ogledanja na pravoj (%,oo) prelazi u pravu (w + A, 00), tj.
dodavanje kraja A proizvoljno promenljivom kraju w jednako je ogledanjima
2,00).

Iz ranije dokazanog sledi da se, ako su y i i krajevi prave, pomocu formula

uzastopno izvedenim na pravima (0, 00) i (

§=x{+ A

0 =xn+A,

odredjuju krajevi takve prave koja proizilazi iz prave sa krajevima x, 7
pomocu izvesnog kretanja ravni zavisnog samo od x, A. No, poSto gornja
jednacina

X§+MNxn+A) =-1

za krajeve X', n’ ima za posledicu relaciju
X'n'=-1

i kako je prema primedbi u §3 ova relacija uslov da doti¢ne prave prolaze kroz
tatku O, vidimo da i sve prave (£,7) koje zadovoljavaju prvobitnu jednacinu

XE+N0xm+A) =—1

prolaze kroz jednu tacku; time je potpuno dokazan postavljeni stav.

Posto smo saznali da je jednacina tacke u linijskim koordinatama lin-
earna, lako je izvesti specijalni Paskalov stav za par pravih i Dezargov stav za
perspektivno poloZzene trouglove, kao i druge stavove projektivne geometrije.
Isto tako se tada mogu bez tegkoca izvesti poznate formule geometrije Boljaji-
Lobacevskoga, a time se zavrSava izgradjivanje ove geometrije pomocu ak-
sioma I — IV.
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Dodatak I'V
O osnovama geometrije

Rimanova (Riemann)iHelmholcova (Helmholtz) ispitivanja os-
nova geometrije postakla su Li-a (S.Lie) da se prihvati problema aksiomaticke
obrade geometrije polazeéi od pojma grupe i dovela su ovog oStroumnog
matematicara do sistema aksioma za koje je, pomocu svoje teorije transfor-
macionih grupa, dokazao da su dovoljne za izgradjivanje geometrije.

Pri zasnivanju svoje teorije transformacionih grupa Li je uvek pretpostavl-
jao da se funkcije koje definisu grupu mogu diferencirati i zato u Li-ovim
izlaganjima ostaje neraspravljeno da li je pretpostavka diferencijabilnosti
kod pitanja o aksiomama geometrije stvarno neizbezna ili je pak diferencija-
bilnost doti¢nih funkcija samo posledica pojma grupe i ostalih geometrijskih
aksioma. Usled svoga postupka Li je bio prinudjen i da izri¢ito postavi ak-
siomu da je grupa kretanja proizvedena infinitezimalnim transformacijama.
Ovi zahtevi kao i bitni sastavni delovi ostalih Li-ovih aksioma koji se odnose
na prirodu jednacine koja definiSe tacke istog rastojanja, mogu se izraziti
Cisto geometriski samo na veoma usiljen i komplikovan nacin i, osim toga,
izgledaju uslovljeni samo analitickom metodom kojom se koristio Li, a ne
samim problemom.

Zato sam u ovom izlaganju tezio da postavim za geometriju ravni takav
sistem aksioma koji bi, isto tako zasnivajuéi se na pojnu grupe, sadrzao samo
proste i geometriski pregledne zahteve i narocito, ne bi pretpostavljao difer-
encijabilnost funkcija koje posreduju kretanje. Aksiome sistema koji sam ja
postavio sadrzane su kao specijalni sastavni delovi u Li-ovim aksiomama ili
se kako ja mislim mogu iz njih neposredno izvesti.

Moje dokazivanje potpuno je razli¢ito od Li-ove metode: ja operiSem
poglavito pojmovima teorije mnozina tacaka, koje je izgradio G. Kantor
(G.Cantor) i koristim stav K.Zordana (C.Jordan), po kome svaka ravna
neprekidno zatvorena kriva bez dvojnih tacaka deli ravan na unutrasnju i
spoljagnju oblast.

I u sistemu koji sam ja postavio pojedini su sastavni delovi, sigurno,
izli¥ni; ipak sam odustao od Sireg istrazivanja ove okolnosti s obzirom da su
ove formulacije aksioma proste i pre svega zato $to sam hteo da izbegnem
odve¢ komplikovano i geometrijski nepregledno dokazivanje.

U narednim izlaganjima obradi¢u aksiome samo za ravan, mada mislim
da se moze postaviti i za prostor analogan sistem aksioma koji omogucuje
izgradjivanje prostorne geometrije na slican nacin.

Dacéemo unapred neke definicije.

Definicija. Pod brojnom ravni podrazumevamo obi¢u ravan sa pravou-
glim koordinatnim sistemom z, y.

Kriva u ovoj brojnoj ravni kO]a nema dvojnih tacaka i koja je neprekldna
ukljutujuci i krajeve, naziva se Zordanovom krivom. Ako je Zordanova
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kriva zatvorena, onda se unutrasnjost oblasti brojne ravni ogranicene
tom krivom naziva Zordanovom oblagcu.

Da bih izlaganje ucinio lak§im i $vatljivijim uzec¢u u ovom istrazivanju
uzu definiciju ravni no §to moje dokazivanje zahteva, naime pretpostaviéu
da se sve tacke nase geometrije mogu istovremeno uzajamno jednoznacno
preslikati na tacke brojne ravni koje leze u konaénom ili na odredjenom
njenom delu, tako da je svaka tacka nase geometrije karakterisana parom
brojeva x, y . Ovo znacenje pojma ravni formulisa¢u na ovaj nacin:

Definicija ravni.Ravan je sistem stvari koje se nazivaju tactkama
i koje se mogu uzajamno jednoznacno preslikati na tacke brojne ravni koje
leze u kona¢nom ili na neki delimi¢ni sistem tih tacaka; ovim tackama brojne
ravni (tj. slikama ta¢aka) koristi¢emo se istovremeno i za oznacavanje tacaka
nasSe ravni.

Za svaku tatku A naSe ravni postoje u brojnoj ravni Zordanove oblasti
u kojima lezi slika tacke A i ¢ije sve tacke isto tako predstavljaju tacke nase
ravni. Ove Zordanove oblasti nazivaju se okolinama tacke A.

Saka u okolini tatke A sadriana Zordanova oblast, u ¢ijoj unutrasnjosti
lezi tacka A (slika tacke A), opet je okolina tactke A.

Ako je B ma koja tacka u okolini tacke A, onda je ova okolina u isto
vreme i okolina tacke B.

Ako su A i B ma koje dve tacke naSe ravni, to uvek postoji okolina tacke
A, koja istovremeno sadrzi tacku B.

Definisa¢emo kretanje kao uzajamno jednozna¢nu transformaciju nase
ravni u samu sebe. Ocigledno je u samom pocetku da se mogu razlikovati
dve vrste uzajamno jednoznacnih neprekidnih transformacija brojnih ravni
u samu sebe. Naime, ako pretpostavimo u brojnoj ravni neku zatvorenu Zor-
danovu krivu koja ima izvesan smer obilazenja. Pretpostaviéemo u sadasn-
jem istrazivanju da je, ako primenimo transformaciju brojne ravni u samu
sebe koje definiSe kretanje, ovaj smer obilaZenja isti kao i kod prvobitne Zor-
danove krive. Ova pretpostavka uslovljava ovu formulaciju pojma kretanja:

Definicija kretanja. Kretanje je takva uzajamno jednoznac¢na
neprekidna transformacija tacaka brojne ravni u sebe pri kojoj smer obi-
lazenja zatvorene Zordanove krive ostaje uvek isti. Transformacija obrnuta
transformaciji kretanja opet je kretanje.

Kretanje pri kome jedna tacka M ostaje nepromenjena naziva se obrtan-
jem oko tacke M.

Posle uvodjenja pojma "ravni"i "kretanja", postavi¢emo ove tri aksiome:

Aksioma I. Ako se uzastopno izvedu dva kretanja, dobivena transfor-
macija ravni u samu sebe opet je kretanje.

To ¢emo kratko redéi:

Aksioma I. Kretanja obrazuju grupu.

Aksioma II. Ako su A i M dve proizvoljne, medju sobom razli¢ite
tacke ravni, onda se tacka A uvek moZe dovesti obrtanjem oko M u beskon-
a¢no mnogo razli¢itih polozaja.
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Nazovemo li ukupnost ovih tacaka koje proizilaze iz jedne tacke razlicite
od M pomocu svih obrtanja oko M istinskim krugom u naSoj ravnoj ge-
ometriji, mozemo iskaz aksiome I ovako, formulisati:

Aksioma II. Svaki istinski krug sastoji se iz beskona¢no mnogo tacaka.

Pre poslednje, jo§ potrebne aksiome postavi¢cemo narednu definiciju:

Definicija. Neka je AB neki odredjeni par tacaka u nagoj geometriji;
oznaci¢emo istim slovima i slike ovog para tac¢aka u brojnoj ravni. Ograni¢imo
oko tataka A i B u brojnoj ravni po jednu okolinu « i 8. Ako neka tacka
A* pada u okolinu «, a istovremeno tacka B* pada u okolinu 3, re¢i ¢emo:
par tacaka A*B” lezi u okolini o3 para AB. Iskaz da je ova okolina of3
proizvoljno mala treba da znadi da je a proizvoljno mala okolina tatke A, a
istovremeno 3 proizvoljno mala okolina tacke B.

Neka je ABC odredjena trojka ta¢aka u naSoj geometriji; istim slovima
¢emo oznaciti i slike ove trojke tacaka u brojnoj ravni. Ograni¢imo oko
tacaka A,B,C u brojnoj ravni po jednu okolinu «,(3,y. Ako tacka A* pada u
okolinu ¢, a u isto vreme tacka B* pada u okolinu 3, a tacka C* u okolinu
v, rec¢i ¢emo: trojka tacaka A*B*C* lezi u okolini vy trojke ABC'. Iskaz
da je ova okolina af~ proizvoljno mala treba da znadi da je « proizvoljno
mala okolina tacke A i istovremeno [ proizvoljno mala okolina tacke B, a
proizvoljno mala okolina tacke C.

Pri upotrebi re¢i "par tacaka"i "trojka tacaka"ne pretpostavlja se da su
tacke para tacaka ili trojke tacaka jedna od druge razlicite.

Aksioma III. Ako postoji kretanje kojim se moZe prevesti trojka
tacaka koja se nalazi u proizvoljnoj blizini trojke tacaka ABC, u proizvoljnu
blizinu trojke tacaka A’B’C’, onda uvek postoji takvo kretanje kojim trojka
tataka ABC prelazi tacno u trojku tacaka A’B'C’.

Iskaz ove aksimoe ukratko ¢emo ovako izraziti:

Aksioma III. Kretanja obrazuju zatvoreni sistem.

Ako u aksiomi 111 dopustimo da se izvesne tacke trojke ta¢aka poklapaju,
lako se dobijaju neki specijalni slu¢ajevi aksiome III koje ¢emo posebno
ista¢i na ovaj nacin:

Ako postoje obrtanja oko tacke M kojima se mogu prevesti parovi tacaka
koji leze u proizvoljnoj blizini para tacaka AB u proizvoljnoj blizini para
tacaka A’B’, onda uvek postoji i takvo obrtanje oko tacke M kojim par
tacdaka AB prelazi tacno u par tacaka A'B’.

Ako postoje kretanja kojima se parovi taCaka koji leze u proizvoljnoj
blizini para tacaka AB mogu prevesti u proizvoljnu blizinu para tacaka A'B’,
to uvek postoji i takvo kretanje kojim par tacaka AB prelazi tacno u par
tacaka A'B’.

Ako postoje obrtanja oko tacke M kojima se tacke koje leze u proizvoljnoj
blizini tacke A mogu prevesti u proizvoljnu blizinu tacke A’, to uvek postoji
i takvo obrtanje oko tacke M kojim tacka A prelazi tacno u tacku A’.

Ovaj poslednji specijalni sluc¢aj aksiome II] primenjivac¢u ¢esto u nared-
nom dokazivanju, oznaCavajuc¢i pri tome obrtnu tacku slovom M, a ne A.
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Dokazacu sad ovo tvrdjenje:

Ravna geometrija u kojoj su aksiomelI—IIlzadovoljene
ili je Euklidova ili Boljai-Lobacevskoga ravna geometrija.

Ako ho¢emo da dobijemo jedino Euklidovu geometriju, treba samo ak-
siomu I dopuniti zahtevom da grupa kretanja ima invarijantnu podgrupu.
Ova dopuna zamenjuje aksiomu paralelnih. Hteo bih sad ukratko da skiciram
tok misli mog daljeg dokazivanja.

U okolini ma koje tacke M konstruiSe se pomocéu narocitog postupka
neki odredjeni oblik kk od tacaka i na njemu neka tacka K (§1 - §2), a zatim
podvrgava ispitivanju istinski krug x opisan oko tacke M, koji prolazi kroz
tatku K (§3). Dobiva se da je istinski krug x zatvorena i u sebi gusta, tj.
perfektna mnoZina tacaka.

Najblizi cilj nasih izlaganja sastoji se u tome da se pokaze da je istinski
krug x zatvorena Zordanova kriva. Ovo se postiZze na taj nacin, $to najpre
uvidimo moguénost rasporeda tacaka istinskog kruga (§4 - §5), zatim otuda
zaklju¢ujemo na moguénost uzajamnog jednoznacnog preslikavanja tacaka y
na tacke obi¢nog kruga (§6 - §7) i, najzad, dokazujemo da ovo preslikavanje
nuzno mora biti neprekidno (§8). Posle toga se dobija i da je prvobitno
konstruisani oblik kk od tacaka identi¢an sa istinskim krugom (§9). Dalje,
vazi stav da je svaki istinski krug koji lezi u unutrasnjosti kruga y takodje
zatvorena Zordanova kriva.

Preéi ¢emo sada na ispitivanje grupe transformacija koje pretrpi istinski
krug u sebi (§13) pri obrtanjima ravni oko tatke M. Ova grupa ima ova
svojstva: 1) Svako obrtanje oko tatke M koje ne menja polozaj jednoj
tacki istinskog kruga, ne menja polozaj ni jednoj tacki tog kruga (§14). 2)
Postoji uvek jedno obrtanje oko tacke M koje ma koju datu tacku kruga x
prevodi u ma koju drugu tacku toga kruga (§15). 3) Grupa obrtanja oko
tacke M je neprekidna (§8). Ova tri svojstva potpuno odredjuju strukturu
grupe transformacija koje odgovaraju svima obrtanjima istinskog kruga u
sebi. Naime, postaviéemo ovaj stav: grupa svih transformacija istinskog
kruga y u sebe koje su obrtanja oko M jeste holoedarski-izomorfna sa grupom
obi¢nih obrtanja obi¢nog kruga u sebi (§17 - §18).

Ispitajmo sada grupu transformacija s vih ta¢aka nase ravni pri obrtanju
oko tacke M. Pri tome vazi stav da osim identiteta ne postoji ni jedno
obrtanje ravni oko tacke M pri kome bi ostale nepokretne sve tacke nekog
istinskog kruga u (§19). Sada uvidjamo da je svaki istinski krug zatvorena
Zordanova kriva i dobivamo formule za transformacije grupe svih obrtanja
oko tatke M (§20 - §21). Najzad se lako dobijaju stavovi: ako ma koje dve
tacke pri nekom kretanju ravni ostaju nepokretne, onda sve tacke ostaju
nepokretne, tj. kretanje je identitet. Svaka tacka ravni moZe se podesnim
kretanjem prevesti u svaku drugu tacku ravni (§22).

Nas najvazniji dalji cilj sastoji se u tome da se u nasoj geometriji definige
pojam istinske prave i da se razviju nuzne osobine ovog pojma za izgrad-
jivanje geometrije. Najpre se definisu pojmovi poluobrtanja i sredine duzi
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(§23). Duz ima najvige jednu sredinu (§24)i ako se za neku duz zna da ima
sredinu, otuda sledi da i svaka manja duz ima sredinu (§25 - §26).

Da bi se procenio polozaj sredine duzi, potrebni su nam neki stavovi o
istinskim krugovima koji se dodiruju; pre svega, stvar se svodi na to da se
konstruisu dva medju sobom kongruentna kruga koji jedan drugog dodiruju
spolja u jednoj i samo jednoj tacki (§27). Izvescemo, dalje, jedan opsti stav o
krugovima koji se dodiruju iznutra (§28), a zatim stav o specijalnom sluc¢aju
kada krug koji iznutra dodiruje drugi prolazi kroz centar dodirnutog kruga
(529).

Uzmimo sada za osnovu kao jedini¢nu duz neku odredjenu dovoljno malu
duz; konstruisimo polovljenjem i poluobrtanjem sistem tacaka takve vrste,
da svakoj tacki ovog sistema odgovara odredjeni broj a koji je racionalan
i ima kao imenilac samo neki stepen od 2 (§30). Posto se postavi zakon
ove korespondencije (§31), tacke dobijenog sistema taaka se medju sobom
rasporeduju,pri ¢emu vaze raniji stavovi o krugovima koji se dodiruju (§32).
Sada polazi za rukom da se dokaze da tacke koje odgovaraju brojevima %,
i, %,... konvergiraju prema tacki O (§33). Ovaj se stav postupno uopstava
dok najzad ne uvidimo da svaki niz tacaka nasSeg sistema konvergira ako
konvergira odgovarajuci niz brojeva (§34 - §35).

Posle ovih priprema moze se definisati istinska prava kao sistem tacaka
koji se dobiva od dve tacke uzete za osnovu, ako se stalno uzimaju sredine,
izvode poluobrtanja i dodadu mesta nagomilavanja svih dobijenih tacaka
(§36). Zatim mozemo dokazati da je istinska prava neprekidna kriva (§37),
da nema dvojnih tac¢aka (§38)i da ma sa kojom drugom istinskom pravom ima
najvise jednu zajednicku tacku (§39). Pokazuje se, dalje, da istinska prava
preseca svaki krug koji je opisan oko neke njene tacke, a otuda sledi da se dve
proizvoljne tacke ravni mogu uvek spojiti istinskom pravom (§40). Takodje
uvidjamo da u nagoj geometriji vaze stavovi o kongruenciji, pri ¢emu se dva
trougla prikazuju samo tada kongruentnim, ako imaju i isti smer obilazenja
(541).

Sto se ti¢e uzajamnog polozaja sistema svih istinskih pravih, treba raz-
likovati dva sluc¢aja, prema tome da li vazi aksioma paralelnih ili kroz svaku
tacku prema datoj pravoj postoje dve prave koje razdvajaju prave koje seku
od pravih koje ne seku. U prvom slucaju dolazimo do euklidske geometrije,
a u drugom do geometrije Boljaji-Lobacevskog (§42).

§1. Neka je M ma koja tacka u nagoj geometriji i u isto vreme njena slika
u brojnoj ravni x, y. Nag najblizi cilj je tada da konstruiSemo oko M neke
oblike od tacaka koji ¢e se najzad pokazati kao istinski krugovi oko tacke M.

Opigimo u brojnoj ravni oko tacke M "brojni krug", tj. krug R tako
mali, u smislu obi¢ne odredbe mere, da su sve tacke na tom krugu R i u
unutrasnjosti njega takodje slike tacaka i da postoje tacke i van kruga R.
Tada u unutragnjosti kruga R sigurno postoji takav koncentriéni krug F
u odnosu na R, da sve tacke slike u unutrasnjosti ovog kruga F ostaju u
unutragnjosti kruga R pri proizvoljnim obrtanjima oko M.
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Da bi se ovo dokazalo, posmatrajmo u brojnoj ravni beskona¢ni niz kon-
centri¢nih krugova F1, F2, F3,... ¢iji poluprecnici opadaju i konvergiraju
prema O i pretpostavimo tada, nasuprot tvrdjenju, da u svakom od tih kru-
gova postoji takva tacka slika koja pri nekom obrtanju oko M dolazi na
mesto koje lezi van kruga R ili se pomera na periferiju kruga R: neka je A;
takva slika tacke u krugu Fi, koja pri obrtanju A; prelazi na mesto koje lezi
van kruga R ili na njegovu periferiju. Zamislimo tada da je iz tacke u M u
svaku tatku A; povucen poluprecnik r; doti¢nog brojnog kruga Fi i uo¢imo
krivu ~y; u koju prelazi polupre¢nih r; pri obrtanju A;. Po§to ova kriva ; ide
iz tacke do neke odredjene tacke van kruga R ili do neke tacke na njegovoj
periferiji, to ona nuzno mora pogadjati periferiju kruga R; neka je B; jedna
od ovih prese¢nih tacaka i neka je B mesto zgusnjavanja tacaka preseka B,
By, Bs,... Dalje, neka je uopste C; ona tacka na poluprecniku r; koja pri
obrtanjuy. A; prelazi u B;. Posto tactke Ci, Co, Cs,... konvergiraju prema
tacki M, to, prema aksiomi III, postoji obrtanje oko tacke M, pri kome
tacka B, koja lezi na periferiji kruga R, prelazi u tacku M. Ovo protivured
ranije definisanom pojmu kretanja.

§2. Neka je, kao §to je veé¢ u §1 ustanovljeno, F brojni krug u unutrasn-
josti kruga R koji ispunjava uslove tamo dokazanog stava tako da sve tacke
slike u unatragnjosti F pri obrtanju oko tacke M ostaju u unutragnjosti kruga
R, neka je, dalje, k brojni krug u unutrasnjosti F' ¢ije sve tacke pri obrtanjima
oko tacke M ostaju u unutrasnjosti F. Tada ¢emo one tacke brojne ravni,
koje pri ma kakvom obrtanju oko tacke M proizilaze iz tacaka u unutrasnjosti
kruga k ili iz tacaka njegove periferije, ukratko oznaciti pokrivenim. Iz ak-
siome III neposredno sledi da pokrivene tacke obrazuju zatvorenu mnozinu
tacaka. Dalje, neka je A neka odredjena tacka van R koja je slika neke
tacke nase geometrije. Ako se sada nepokrivena tacka A’ moZe spojiti sa A
Zordanovom krivom, koja se sastoji iskljuc¢ivo iz nepokrivenih tacaka, onda
¢emo recéi da tacka A’ lezi van kk. Narocito sve tacke koje leze van brojnog
kruga F, sigurno leze van kk. Reé¢i ¢emo za svaku pokrivenu tacku, u &ijoj
se proizvoljno maloj okolini nalaze tacke van kk, da lezi na kk. Tacke na kk
obrazuju zatvorenu mnozinu tacaka. Za one tacke J, koje niti su van kk,
niti su na kk, reéi ¢emo da su u unutrasnjosti kk. Narodito sve pokrivene
tacke, u ¢ijoj proizvoljnoj blizini ne leze nepokrivene tacke, kao napr. tacka
M i tacke u unutrasnjosti kruga k, sigurno leze u unutrasnjosti kk.

§3. Kad se uzme u obzir da, prema definiciji kruga F, tacka A pri obr-
tanjima oko tacke M nikad ne dospeva u unutrasnjost kruga F. uvidjamo
da, pri svakom obrtanju oko tacke M, tacke koje leze van kk opet prelaze u
tacke van kk, dalje, tacke na kk opet prelaze u tacke na kk i tacke koje leze
u unutrasnjosti kk opet prelaze u tacke unutra$njosti kk.

Svaka tacka na kk, prema nagoj postavci, jeste pokrivena tacka, a posto
znamo da tacke u unutrasnjosti kruga k leze takodje u unutragnjosti kruga
kk, to otuda zaklju¢ujemo ovo:

Za svaku tacku K na kk sigurno postoji obrtanje A oko tatke M, po-
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mocu koga tacka K’, koja leZi na periferiji kruga k, dospeva u tacku K.
Polupreénik M K’ brojnog kruga k prelazi obrtanjem A oko tacke M u Zor-
danovu krivu koja spaja tacku M sa tackom K na kk i koja se inace cela
prostire u unutrasnjosti kk.

U isto vreme vidimo da najmanje jedna tacka periferije brojnog kruga k,
naime tacka K’, le#i na kk.

Spojimo tatku A koja lezi van kk ma kojom Zordanovom krivom sa
tatkom M i ozna¢imo sad sa K onu tacku ove Zordanove krive koja lezi
na kk i ima takvu osobinu da sve tacke koje leze na toj Zordanovoj krivoj
imedju tacaka K i A leze van kk.Zatim, razmotrimo sistem svih tacaka koje
proizilaze iz tate K obrtanjem oko tacke M, tj. razmotrimo istinski krug y
koji je opisan oko M i koji prolazi kroz tacku K. Sve tacke ovog istinskog
kruga su na kk.

Istinski krug, prema aksiomi I, sadrzi beskona¢no mnogo tacaka. Ako
je K* tacka zgus$njavanja tacaka istinskog kruga Oznacava li K; ma koju
tacku istingskog kruga x, onda , ako izvedemo ono obrtanje oko tacke M
koje prevodi tacku K* u tacku K, sledi da je i tacka K; tacka zguSnjavanja
istinskog kruga x. Na taj na¢in dobivamo stav:

Istinski krug x je zatvorena i u sebi gusta, tj. perfektna mno-7ina tacaka.

§4. Najvazniji cilj narednih izlaganja sastoji se u tome da se pokaze da
je istinski krug zatvorena Zordanova kriva. Osim toga c¢e se pokazati da se
istinski krug y poklapa sa tackama na kk.

Dokazimo najpre, da se ma koje dve tacke K, K» istinskog kruga x mogu
uvek medjusobno spojiti kako Zordanovom krivom, koja, izuzev krajnjih
tacaka, cela lezi u unutrasnjosti kk, tako i onom Zordanovom krivom koja
se, izuzev krajnjih tacaka, cela prostire van kk.

Ustvari, ako, shodno gornjim izlaganjima, povucéemo Zordanove krive
MK, i MKs, koje u unutragnjosti kk vezuju sredisnu tacku M sa tackama
K1 i Ko, i ako, polaze¢i od M odredimo na krivoj M K7 poslednju tacku P,
koja tezi na M K,, onda komad PK; prve Zordanove krive i komad PK,
druge Zordanove krive obrazuju prvu od traZzenih spojnih krivih.

Posmatrajmo, s druge strane, obrtanja oko tacke M pri kojim tacka K
prelazi u tacku K71, odn., u tatku K»; tacke Ay i Ao, koje se pri tome dobivaju
iz tacke A, leze, prema §3, van kk i zato se mogu spojiti sa van kk sa tackom
A. Od ovih spojnih krivih i onih Zordanovih krivih, koje pri obrtanjima
nastaju od Zordanove krive AK konstruisane u §3, lako se moie sastaviti
jedna Zordanova kriva izmedju K, i K koja cela lezi van kk.

§5. Ovaj stav koji smo maloc¢as dokazali omoguc¢ava nam da tacke istin-
skog kruga x rasporedimo na odredjeni nacin.

Neka su K, Ko, K3, K4 ma koje Cetiri razli¢ite tacke istinskog kruga .
Spojimo tatke K i Ko s jedne strane Zordanovom krivom koja cela (tj. izm
e dj u tacaka Kj i K3) lezi u unutrasnjosti kk, a s druge strane takvom krivom
koja cela le7i van kk. PoSto su obe ove spojne krive, ra¢unajudi i njihove kra-
jnje tacke K1 i Ko, neprekidne, to one zajedno obrazuju zatvorenu Zordanovu
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krivu. Jednu od krivih, dobivenih na taj nacin, polazeéi od tacaka K; i Ko,
uvek ¢emo oznacavati sa KjKs. Cela brojna ravan, iz koje je iskljucena
kriva K1K,, raspada se, prema poznatom Zordanovom stavu, na dva po-
drucja, naime raspada se na unutrasnjost i spoljagnjost ove krive K Ko. Sto
se tice polozaja tacaka K3 i K4, moguca su sad dva sluc¢aja: prvo, tacke K3 i
Knisu razdvojene krivom Kj K, tj. one ili obe leze u unutrasnjosti te krive
ili obe van nje; drugo, tacke K3 i Ky razdvojene su krivom Kj Ko, tj. Ks
lezi u unutrasnjosti krive K1 K5, a van nje, ili obrnuto.

Ako spojimo tacke K7 i Ko ma kako drukéije jednim putem koji se pro-
stire u unutrasnjosti kk i jednim koji se prostire van kk, lako uvidjamo da,
§to se tice polozaja tacaka K3 i K4 prema novodobivenoj zatvorenoj Zor-

danovoj krivoj Kj Ko, sigurno nastupa isti slu¢aj kao malo¢as. U stvari ako
se uzme prvi slucaj i ako se obe tacke K3 i K4 nalaze u unutrasnjosti krive
K1 K, spojimo tacke K3 i K4 putem W koji lezi u unutragnjosti kk. Ako bi
ovaj put izlazilo iz unutrasnjosti zatvorene krive K7 K5, morao bi se najzad u
daljem svom toku vratiti u ovu unutragnjost; zato se, sigurno, moze deo ovog
puta W, koji lezi van krive K Ko, zameniti putem koji lezi blizu doti¢nog
komada krive K7 K> i koji se ceo prostire kako u unutrasnjosti kk, tako i u
unutrasnjosti K1 Ki: na taj nacin se dobiva spojni put W* izmedju tacaka
K3 i Ky, koji se isto tako ceo prostire i u unutrasnjosti kk i u unutrasnjosti
KiK. Obrazujemo li iz dela krive K7 K5 koji lezi u unutrasnjosti kk i dela

krive K1 K3 koji lezi van kk novu zatvorenu Zordanovu krivu K Ky, onda je
W* otigledno put koji vezuje tacke K3 i K4 u unutrasnjosti ove nove krive

K1 K>, ne presecajudi je tj. tacke K3 i K4 nece biti razdvojene krivo KiK.
Iz toga, prema odgovarajucoj konstrukciji izvedenoj van kk, sledi da tacke
K3 i K4 nisu razdvojene krivom KjKs>. Mogli bismo zato u prvom sluéaju
prosto reci: par tacaka K3 i K4 nije razdvojen parom tacaka Kp,Ks. Otuda
sledi da se i u drugom slu¢aju moze prosto reéi: par tacaka K3, K, razdvojen
je parom tacaka Ki, Ko.

Izvedimo sada ma koje obrtanje oko tacke M pri kom tacke K1, Ko, K3,
Ky prelaze u tatke K{, K5, K}, Kj. Uzmimo u obzir da je obrtanje, po
definiciji, neprekidna i uzajamno jednoznac¢na transformacija brojne ravni
koja prevodi tacke koje su u unutragnjosti kk u tacke koje su u unutrasnjosti
kk, a tatke van kk u tacke van kk. Otuda sledi da su parovi tacaka K7,
K}, K4, K razdvojeni jedan drugim ili ne, prema tome da li parovi tacaka
K1, Ky, K3, K4 razdvajaju jedan drugi ili ne, tj. uzajamni polozaj parova
tacaka K, Ko, K3, K4 ostaje nepromenjen pri proizvoljnom obrtanju oko
tacke M.

Na sli¢an nacin izvodimo i druge stavove koji odgovaraju ostalim pozna-
tim ¢injenicama u pogledu uzajamnog polozaja parova tacaka na periferiji
obi¢nog brojnog kruga. Ti stavovi su:

Ako su tacke Ki, Ko razdvojene tackama K3, Ky, bice i tacke K3, Ky
razdvojene tackama Ki,Ks5. Ako su tacke K, K4 razdvojene tackama Ko,
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K5, a tacke Ko, K, tackama K3, K5, bi¢e i tacke K7, K, razdvojene tackama
Ks, Ks.

Time smo dogli do ovog rezultata:

Tacke istinskog kruga y rasporedjene su cikli¢no tj. s obzirom na uza-
jamno razdvajanje parova tacaka, one su rasporedjene isto kao i tacke obi¢nog
brojnog kruga. Ovaj raspored je invarijantan u odnosu na obrtanja istinskog
kruga x oko centra M.

§6. Jednu dalju vaznu osobinu istinskog kruga x izrazi¢emo ovako:

Ma za koji par tacaka istinskog kruga x postoji uvek par tacaka tog istog
kruga x koji razdvaja dati par tacaka.

Ozna¢imo sa K neku stalnu tacku istinskog kruga x; ma o kojim drugim
trima tackama K, Ks, K3 istinskog kruga x rec¢i¢emo tada da je jedna od
njih, Ko, lezi izmedju drugih dveju, K; i K3 ili pak ne lezi izmedju njih,
prema tome da li je par K, K3 razdvojen parom tacaka Ko, K, ili nije
razdvojen.

Pretpostavimo, nasuprot gornjem tvrdjenju, da su tacke K i K’ dve tacke
istinskog kruga koje nisu razdvojene nijednim parom tacaka; tada iz nase
postavke sigurno sledi i da izmedju tih tac¢aka ne lezi ni jedna tacka kruga y.
Dalje, mozemo pretpostaviti da postoji takva tacka Ko da par tacaka K, K]
bude razdvojen parom tacaka K, K. ; naime, u suprotnom sluc¢aju zamis-
licemo u toku daljeg izlaganja da su uloge tacaka K i K’ razmenjene. Zatim,
izaberimo na istinskom krugu x beskonacan niz tacaka R koje konvergiraju
prema tacki K i spojmo tacku K; sa K’ nekom krivom koja se prostire u
unutrasnjosti kk i drugom krivom koja se prostire van kk. Sasatavljanjem
ovih dveju krivih dobivamo zatvorenu Zordanovu krivu KK’ koja K razd-
vaja od K, pa stoga mora razdvajati i od beskona¢no mnogo tacaka niza R
konvergentnog prema K. Neka je K5 jedna od ovih tacaka niza R. Posto
tacka Ks lezi izmedju K i K’, a nemoze lezati izmedju K i K’, onda tacka
K5 mora lezati izmedju K i K. Spojimo li sad, analogno prethodnom, Ky
sa K' zatvorenom Zordanovom krivom K5K', do¢i ¢emo isto tako do neke
tacke Ko i K itd. Na ovaj nacin ¢emo dobiti beskonacni niz tacaka Ki,K»,
Ks,..., od kojih svaka lezi izmedju prethodne tacke i K i koje konvergiraju
prema tacki K.

Izvedimo sada jedno obrtanje oko tacke M pri kome tacka K prelazi u
jednu od tacaka K7, Ko, K3,..., recimo u tacku K;. Pri ovom obrtanju tacka
K’ prelazi u tactku K. Posto, prema nagoj pretpostavci, tatke K i K’ nisu
razdvojene nijednim parom tacaka, bice isti sluc¢aj i sa parom tacaka K,
K. Usled toga se tatka K/ mora ili poklopiti sa Kj;_1 ili sa K41 ili lezati
izmedju tataka K;_1 i K;y1; u svakom slu¢aju tacka K] lezi izmedju K;_o
i Kit2, a zato i beskona¢ni niz tacaka K1,K%, K5, K%, Kg,K/,,... ima sigurno
osobinu da svaka tacka ovog niza lezi izmedju prethodne tacke i tacke K.

Sad ¢emo pokazati da i tacke K%, K-, K{;,... moraju konvergirati prema
tacki K. Ustvari, ako bi tatke K%, K7, K{;,... imale kao mesto zgusnja-
vanja neku tacku @, razli¢itu od K, onda o-daberimo od njih neku tacku
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K|. Posto sve tacke K;_ ;K] g,
zatvorena Zordanova kriva K[/K koja razdvaja tacku K..od tacaka Kj,,,
K| g, K| 15,.., a otuda i od tacke @Q, tj. tacka @ mora lezati izmedju K]
i K. Zbog rasporeda koji tacke K; imaju prema tatkama K] odatle sledi
da tacka @ lezi i izmedju svih tacaka Kq,K5,Ky,... s jedne strane i tacke
K s druge strane. Prema tome, zatvorena Zordanova kriva QK morala bi
razdvajati sve tacke K1, K5, Ky,... od tacke K; ali tada tacke Ky, K5, Ko,...
ne bi mogle konvergirati prema K, kako bi to trebalo da bude.

Posmatrajmo sad tacke K3, K7, K11,... koje konvergiraju premaK i tacke
K5 K’ K{y.... koje isto tako, prema ve¢ dokazanom, konvergiraju prema K.
Posto nekim obrtanjem oko M tacka K prelazi u K; i u isto vreme tacka
K’ prelazi u K], to bi prema aksiomi III, moralo postojati i tako obrtanje
koje bi prevodilo K i u isto vreme K’ u zajednicku tacku konvergencije
K. A ovo protivuredi definiciji obrtanja. Na taj nacin, opovrgavanjem nase
pretpostavke potpuno je dokazan stav postavljen u pocetku ovog §6.

§7. S obzirom na postavke usvojene u §6, s hvati¢emo istinski krug y;,
iskljucujudi tacku Ko, kao urodjenu mnozinu ta¢aka u Kantorovom smislu:
tada ova mnozina tacaka ima redni tip linearnog kontinuuma.

Da bismo to dokazali, odredimo najpre prebrojivu mnozinu S tackaka
istinskog kruga x c¢ije tacke zguS§njavanja ¢ine sam istinski krug y. Takva
mnozina S, po Kantoru, ima redni tip sistema svih racionalnih brojeva u
njihovom prirodnom redu, tj. moguce je tackama sistema S S dodeliti
racionalne brojeve tako da od tri racionalna broja broja a,b,c dodeljena ma
kojim trima tackama A, B, C mnozine S, od kojih tacka B lezi izmedju A i
C, uvek broj b po svojoj vrednosti lezi izmedju a i c.

Neka je sad K ma koja tacka istinskog kruga y koja ne pripada sistemu
S. Ako su tada A, B tace sistema S, onda ¢emo reé¢i da A, B leze na raznim
stranama ili na istoj strani od K, prema tome dali tacka K lezi izmedju
tac¢aka A i B ili ne lezi izmedju izmedju njih. Ako prenesemo sada ovu
postavku o tackama sistema S na racionalne brojeve koji su tim tackama
dodeljeni, dobicemo pomocu tacke K odredjeni D e d e ki n d o v presek
u sistemu racionalnih brojeva: tacki K dodeli¢emo iracionalni broj definisan
ovim presekom.

Na istinskom krugu y ne mogu postojati dve razlicite tacke K i K’ kojima
bi bio dodeljen isti iracionalni broj. Ustvari, ako konstruiSemo zatvorenu
Zordanovu krivu KK’ i ako je H ma koja tatka istinskog kruga x koja lezi
izmedju K i K’ i, stoga, u unutragnjosti krive K K’, onda, posto je H mesto
zgu¥njavanja tacaka sistema S, mora u sistemu S sigurno postojati takva
tacka A koja lezi u unutrasnjosti krive K K i, stoga, izmedju tacaka K i K'.
Racionalni broj a koji pripada tacki A, uslovljava, na taj nadin, razli¢itost
preseka dobivenih pomoc¢u tacaka K i K'.

Najzad ¢emo pokazati da, i obrnuto, za svaki iracionalni broj a postoji
tacka K na istinskom krugu x kojoj je ovaj broj dodeljen. Radi toga uzmimo

K[ 15, leze izmedju K| i K, postoji uvek
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dva niza: niz rastué¢ih brojeva ai, as, as,... i niz opadajuéih brojeva by, bo,
bs,... od kojih svaki konvergira prema a. Konstrui§emo tacke Ay, Asg, As,... i
Bi1, Bs, Bs,.. koje odgovaraju ovim brojevima i ozna¢imo sa K ma koju tacku
zgunjavanja ovih tacaka Ay, As, As,..., odn. By, Bs, Bs,.... Tada tacka K
nuzno pripada broju «, jer kad mi konstruiSemo zatvorenu Zordanovu krivu
A; B; uopéte, onda tacke A; 1, Ajio, Airs,... i Bit1, Bit2, Biys,..., pa stoga
i tacka zguSnjavanja, leze u unutrasnjosti A4;B;, tj. izmedju tacaka A; i B;.
Prema tome presek proizveden tackom K nije nikakav drugi do ba$ onaj
presek koji odredjuje broj a.

Posmatramo li tacke na periferiji obi¢nog brojnog kruga polu-precnika 1
i ako dodelimo jednoj od ovih tac¢aka znak £oo i tacku Ko, ostalim tackama
sve realne brojeve u neprekidnom nizu, a ovim opet odgovarajuce tacke istin-
skog kruga x, doé¢i éemo do ovih rezultata: tacke istinskog kruga mogu se
uzajamno jednoznacno preslikati sa zadrzanim svojim rasporedom na tacke
periferije obiénog brojnog kruga polupre¢nika 1.

§8. Da bismo postigli cilj naznacen u §4, ostaje nam jo§ da pokazemo
neprekidnost dobivenog preslikavanja, tj. da pokazemo neprekidnost istin-
skog kruga x odredjene koordinatama x, y brojne ravni, a, s druge strane,
tacke brojnog kruga poluprec¢nika 1 lukom ¢ koji polazi od neke stalne tacke:
u tom slucaju treba dokazati da su x, y neprekidne funkcije od t.

Neka je t1, to, ts,... jedan stalno rastudi ili stalno opadajuéi niz koji
konvergira prema t*, a K1, Ko, K3,... neka su tacke istinskog kruga x dodel-
jene ovim vrednostima parametra, i neka vrednost t* odgovara nekoj tacki
K* na x. Neka je, dalje, @ tacka zguSnjavanja tacaka K, Ko, K3, ....
Ako konstruiSemo uopste neku zatvorenu Zordanovu krivu K;K* tate K41,
K9, Kiy3,..., a otuda i njihova tacka zgu¥njavanja (), moraju lezati u un-
utragnjosti K;K*, tj. i tacka @Q leZi izmedju K; i K*; prema tome vrednost
parametra t, koja odgovara tacki ), takodje se mora nalaziti izmedju ¢1 i t*.
Ova poslednja protivureconst otpada samo kad se tacke (Q i K* poklapaju;
prema tome, tacke K7, Ko, K3,... konvergiraju prema tacki K*. Time je
neprekidnost finkcije x, y zavisne od parametra ¢t potpuno dokazana, a otuda
sledi ¢injenica koju smo u §4 postavili kao prvi vazni cilj naSeg istrazivanja,

naime stav:

Istinski krug u brojnoj ravni je zatvorena Zordanova kriva.

§9. Mi znamo da sve tacke istinskog kruga x pripadaju tackama koje
leze na kk; pokazacdemo takodje da ove poslednje tacke sve leze na istinskom
krugu z , tako da vazi ovaj Siri stav:

Istinski krug je identic¢an sa tackama na kk; tacke koje leze u unutragnjosti
x, u isto vreme su tacke koje leze u unutrasnjosti kk, a tacke koje leze van
x, u isto vreme su tacke koje leze van kk.

Da bismo uvideli ta¢nost ovog stava, pokaza¢emo najpre da se tacka M,
,srediste” istinskog kruga x, moze spojiti sa svakom tackom J u unutrasnjosti
x neprekidnom krivom, a da se pri tome ne presece istinski krug x.

Ustvari, povucimo kroz tacku J ma koju obi¢nu pravu u brojnoj ravni,
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takozvanu ,brojnu pravu”, i neka su Kj i Ko prve tacke te brojne prave koje
leZe na x , ra¢unato na obe strane od J. Posto su K i K» takodje tacke na kk,
to one mogu biti vezane sa M sa po jednom Zordanovom krivom MK odn.
M K>, koje se cele prostiru u unutranjosti kk i zato, sigurno, ne presecaju
istinski krug x. Ako jedna od ovih Zordanovih krivih preseca komad K1 Ko
prave, recimo, u tacki B, to komad M B krive i komad JB prave obrazuju
zajedno trazeni spojni put. U suprotnom sluc¢aju M K; i MKy obrazuju
zajedno sa komadom K Ks prave zatvorenu Zordanovu krivu ~. Posto ova
kriva «y cela lezi u unutragnjosti brojnog kruga §1, to se tacka A, koja lezi van
brojnog kruga R, sigurno ne moze spojiti sa jednom tacom u unutrasnjosti
v a da pritom ne bude presecena ni u jednoj tacki kriva . Kriva ~y sastoji se
samo iz tacaka u unutrasnjosti kk, iz tacaka na kk i iz tacaka u unutrasnjosti
x. Posto se, polazedi iz A, ove poslednje tactke mogu dostiéi samo presecajuci
istinski krug x u nekoj tacki koja je u isto vreme tacka koja lezi na kk, onda
cela oblast koja lezi u unutragnjosti v mora lezati takodje u unutrasnjosti
kk. Zato, ako spojimo tacku M sa J neprekidnim putem koji se prostire
u unutragnjosti vy, to ovaj put sigurno ne preseca istinski krug x i zato ima
zahtevanu osobinu.

Iz toga prvo zakljuCujemo da tacka M le7i u unutrasnjosti z, tj. da
srediste istinskog kruga lezi u unutragnjosti njega.

Dalje, posto se svaka tacka na kk moze spojiti sa tackom M Zordanovom
krivom, koja, izuzev krajnjih tacaka, cela leZi u unutrasnjosti kk pa, dakle,
sigurno ne preseca x, to svaka tacka koja lezi na kk mora lezati ili na z ili
u unutragnjosti x. Ako bi postojala tacka P na kk koja lezi u unutragnjosti
x, onda se tacka A koja lezi van & ne bi mogla spojiti sa tactkama koje se
nalaze u proizvoljnoj blizini tacke P, a da pri tome ne bude presecen istinski
krug x; no, posto svaka tacka istinskog kruga pripada pokrivenim tackama,
to tacka P ne bi mogla biti na kk; ovo je protivurecnost. Dakle, sve tacke
na kk u isto vreme leZe na x, a time je gornje tvrdjenje potpuno dokazano.

§10. Oblik kk od tacaka dobiven je u §2 iz brojnog kruga k pomocu
odredjene konstrukcije. Posto brojni krug, kako je pokazano u §3, sadrzi
najmanje jednu tacku na kk, a sve ostale njegove tacke leze ili na kk ili u
unutrasnjosti kk, a tacke na kk, prema §9, nisu nista drugo do istinski krug
x, to u gornjoj konstrukciji u isto vreme imamo sredstvo da konstruisemo
iz brojnog kruga k istinski krug = koji je zatvorena Zordanova kriva i koji
obuhvata brojni krug k, dodirujuéi ga spolja; ovde, kao i u narednim izla-
ganjima, reé¢i ¢emo da Zordanova kriva, koja sadrzi u unutrasnjosti drugu
Zordanovu krivu i ima sa njom najmanje jednu zajednicku tacku, dodiruje
tu drugu spolja, a druga prvu iznutra.

Pomoc¢u neznatne izmene ranijeg postupka, naime pomocéu razmene uloga
koje su bile pripisane tackama koje leze u unutragnjosti kruga k i van njega,
mozemo iz brojnog kruga k konstruisati jo§ jedan drugi istinski krug; sad
¢emo one tacke brojne ravni koje se dobivaju pri ma kakvom obrtanju oko
M od tacaka koje leze na krugu k ili van njega, nazvati pokrivenim; napro-
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tiv, sve ostale tacke nazve¢emo nepokrivenim. Ako se pak neka nepokrivena
tacka moze spojiti sa tackom M Zordanovom krivom koja se sastoji iz sve
samih nepokrivenih tacaka, reé¢i ¢emo za ovu tacku da je u unutrasnjosti
kkk. O tackama koje su grani¢ne u odnosu na te tacke, re¢i ¢emo da leze
na kkk, a za sve ostale tacke re¢i ¢emo da leze van kkk. Pokaza¢emo, za-
tim, sli¢cno kao u §3 do §9, da tacke na kkk obrazuju istinski krug oko M
koji je zatvorena Zordanova kriva, koji obuhvata srediste M i prostire se u
unutragnjosti brojnog kruga k, dodirujuéi ga iznutra.

§11. Sada se moze izabrati mesto brojnog kruga k proizvoljna zatvorena
Zordanova kriva z koja lezi u unutrasnjosti k i koja u svojoj unutrasnjosti
sadrzi tacku M: primenjujudi istu konstrukciju kao i ranije, dobi¢emo tada
za ovu krivu z jedan odredjeni istinski krug oko M koji nju obuhvata, koji
je zatvorena Zordanova kriva i koji dodiruje spolja z, kao i jedan odredjeni
istinski krug oko M koji lezi u unutrasnjosti z, koji je takodje Zordanova
zatvorena kriva i koji dodiruje z iznutra.

Primetimo jo§ da se svaki takav istinski krug, konstruisan iz Zordanove
krive z, moze proizvesti i iz brojnog kruga: treba odabrati onaj brojni krug
koji lezi u unutrasnjosti datog istinskog kruga, dodirujuéi ga iznutra, odn.
koji obuhvata taj krug, dodirujuéi ga spolja; jer, dva istinska kruga koji su
zatvorene Zordanove krive i koji dodiruju isti brojni krug, bilo obuhvatajuéi
ga, bilo da u njemu celi leze, sigurno bi morali imati jednu zajednic¢ku tacku
i zato bi bili uopste medjusobno identi¢ni.

§12. Sada mozemo bez znatnih teskoca dokazati vaznu ¢injenicu, naime
da je svaki istinski krug sa centrom u M koji prolazi kroz ma koju tacku
P sto lezi u unutrasnjosti x, isto kao i u §11 konstruisani istinski krugovi,
zatvorena Zordanova kriva ko ja u unutragnjosti sadrzi tacku M.

Da bismo ovo dokazali ;uzmimo, s jedne strane, sve istinske krugove sa
centrom u tacki M koji su zatvorene Zordanove krive i koji iskljuc¢uju P:
nazovimo ih krugovima prve vrste; a sa druge strane uzmimo sve one istinske
krugove koji su zatvorene Zordanove krive i koji P uklju¢uju: njih nazovimo
istinskim krugovima druge vrste.

Zamislimo sad da je iz svakog brojnog kruga sa sredistem M proizveden
istinski krug koji obuhvata brojni krug i uo¢imo tada one brojne krugove iz
kojih proizilaze istinski krugovi prve vrste. Onda potrazimo za ove brojne
krugove grani¢ni krug g, tj. najmanji brojni krug koji sve njih sadrzi. Svi
brojni krugovi koji su manji od g, daju tada istinske krugove prve vrste,
istinski krug ~ koji proizilazi iz brojnog kruga g, morao bi, ako ne ide kroz
P, ovu tacku isto tako isklju¢ivati. Jer ako bi tacka P lezala u unutrasnjosti
v moze se povuéi zatvorena Zordanova kriva ko ja bi cela lezala u unutrasn-
josti v i koja bi obuhvatala u sebi tacke M i P, i od ove krive proizvesti
istinski krug koji nju obuhvata. Ovaj istinski krug, posto on sigurno ulazi
u unutrasnjost brojnog kruga g, mogao bi se dobiti pomoc¢u brojnog kruga
koji je manji od g; on bi morao, dalje, obuhvatati tacku P, §to nije moguce.
Posto, kako je pomenuto, svi istinski krugovi sa centrom u tacki M, koji su
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zatvorene Zordanove krive, proizilaze i iz brojnih krugova sa centrom u M,
to je ocigledno da je istinski krug koji proizilazi iz g takav krug prve vrste
koji obuhvata sve druge istinske krugove prve vrste.

Zamigljajudi, s druge strane, da iz svakog brojnog kruga, sa sredistem u
M proizilazi onaj istinski krug koji taj brojni krug iskljuc¢uje, mozemo na
slican nacin dokazati egzistenciju istinskog kruga druge vrste koji je obuh-
vac¢en svim drugim istinskim krugovima druge vrste.

Ako pak ni jedan od nadjenih grani¢nih krugova ne bi prolazio kroz tacku
P, onda bi se mogla povué Zordanova kriva u prstenastoj oblasti koja lezi
izmedju njih; pomocéu naseg postupka si-gurno bismo mogli dobiti istinski
krug koji bi bio zatvorena Zordanova kriva, ali koji ne bi bio niti krug prve
vrste, niti krug druge vrste; ovo je protivure¢nost, a time smo dokazali tvrd-
jenje postavljeno u pocetku §12.

§13. Posto smo u prethodnom izlaganju nasli najvaznije osobine istinskih
krugova sa sredi§tem u M koji prolaze kroz tacke u unutrasnjosti x, predjimo
sada na istrazivanje grupe svih kretanja koja pretrpi istinski krug x u sebi
pri obrtanjima ravni oko tacke M.

Neka su, prema izlaganjima u §8, tacke istinskog kruga x preslikane sa
oc¢uvanim svojim rasporedom na tacke ¢ periferije brojnog kruga poluprec¢nika
1; tada svakom obrtanju A naSe ravni oko tatke M odgovara odredjena
uzajamno jednoznac¢na i neprekidna transformacija tacaka ¢t jedini¢nog kruga
u sebe, poSto pri obrtanju, prema §5, raspored tacaka na istinskom krugu
ostaje nepromenjen, a otuda, s obzirom na §7, ostaje nepromenjen i raspored
vrednosti parametra t. Ova se transformacija moze predstaviti i formulom
oblika

t'=A),
gde je A(t) neprekidna funkcija koja pri rastuc¢em ¢t ili uvek raste ili uvek
opada i koja se pri povecanju argumenta za 2w isto tako promeni za iznos
2.

Onim funkcijama A(t), koje opadaju pri rastuéem argumentu ¢, odgo-
varaju transformacije koje menjaju smer obilazenja po istinskom krugu; a
posto, prema nagoj formulaciji pojma kretanja, pri kretanju treba smer obi-
lazenja da ostane uvek isti, to sledi da funkcija A(t) mora uvek rasti pri
rastu¢em argumentu ¢.

§14. Pitajmo se najpre moze li u ovoj grupi svih obrtanja oko tacke M
postojati takvo obrtanje pri kojem tacka A istinskog kruga ostaje nepromen-
jena. Neka je t = a vrednost parametra za takvu tacku A i neka ova tacka
ostaje nepokretna pri nekom obrtanju A koje je predstavljeno formulom

t' = A(t).

Dalje, neka je B ma koja tacka istinskog kruga sa parametrom ¢ = b koja pri
obrtanju A menja svoj poloZaj; pretpostvimo, naprimer, da je b < a u ¢emu
nije nikakvo ogranicenje.
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Kako funkcija A(t), tako i obrnuta funkcija A=1(t), takve su vrste da pri
rastu¢em argumentu rastu. PoSto je A(a) = a, odatle redom zaklju¢ujemo
da su sve veli¢ine koje se mogu predstaviti simbolickim stepenima

A(b), AA(D) = A%(D), A%(D),..., A1 (b), A72(b), A3(D),. ..
manje od a. No u slu¢aju da je A(b) > b, veli¢ine
A(b), A2(b), AY(b), ..

obrazuju niz stalno rastuc¢ih vrednosti; ako je A(b) < b, to isto vaZi za niz
veli¢ina

ATYHD), AT%(b), AT3(D),. ...

Iz ovih ¢injenica zaklju¢ujemo da se u prvom slu¢aju neposredna ponavl-
janja obrtanja A, primenjena na b, a u drugom slucaju simbolicki stepeni od
A(b) sa negativnim eksponentima, moraju pribliZzavati grani¢noj vrednosti
g koja lezi ili izmedju a i b ili se poklapa sa a. Odgovara li grani¢ni broj
g, recimo, tacki G na istinskom krugu z, to potencije od A sa pozitivnim
odn. negativnim eksponentima obrazuju kretanja pri kojim tacka B prelazi
najzad u proizvoljnu blizinu tacke G, i u isto vreme tacke koje se nalaze u
proizvoljno maloj okolini tacke G ostaju u proizvoljno maloj okolini tacke G.
Prema aksiomi 7711, moralo bi, dakle, postojati kretanje koje prevodi tacku B
u G i uisto vreme tacku G ostavlja nepromenjenom; ovo protivuredi pojmu
kretanja. Prema tome je obrtanje A, koje ostavlja tacku A nepokretnom,
nuzno takvo obrtanje koje sve tacke kruga = ostavlja nepokretnim, tj. za
ovaj krug je identitet.

§ 15. Iz definicije istinskog kruga neposredno je jasna ova ¢injenica:

Postoji takvo obrtanje oko tacke M koje prevodi neku proizvoljno datu
tacku O istinskog kruga x u drugu proizvoljno datu tacku S tog istog kruga.

§ 16. Izves ¢emo sada jo§ jednom svojstvo grupe kretanja istinskog kruga
u sebi.

Neka su O, S, T, Z takve Cetiri tacke na istinskom krugu x da ono
obrtanje oko tacke M, pomocu koga tacka O prelazi u S, tacku T kreée u Z
tako da je polozaj tacke Z jednoznacno odredjen tackama O, S, T. Ako ne
menjamo polozaj tacki O, a kreé¢emo tacke S i T po istinskom krugu, to c¢e
se pri neprekidnoj promeni polozaja tacaka S i T menjati i polozaj tacke Z
neprekidno.

Da bismo ovo dokazali, odaberimo jedan beskona¢ni niz tacaka S1, 52,
S3, - - koje konvergiraju prema tacki S i jedan beskonacan niz tacaka 711,
T2,T3, - koje konvergiraju prema 7. Obrtanja oko tacke M, pomocu kojih
tacka O prelazi u S1, 52, S3, ---, oznacicemo sa A1, Ay, As, ---, a tacke
koje proizilaze pri ovim obrtanjima Aj, Ag, Ag, ---, iz T1 odn. T2, T3, - --
oznacimo sa Z1 odn. Z2, Z3,---; tada treba da dokazemo da tacke Z1, Z2,
Z3, --- konvergiraju prema tacki Z. Neka je tacka Z* tacka zgusnjavanja
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tacaka Z1, 22, Z3, --- . Prema aksiomi II1, postoji tada obrtanje oko tacke
M, pomocu koga tacka O prelazi u S i u isto vreme tacka T u Z*. A time
se pokazuje da je tatka Z* jednoznac¢no odredjena i sa tackom Z identiCna.

§17. U §14-§16 saznali smo da grupa svih obrtanja istinskog kruga u sebi
ima ova svojstva:

1. Ne postoji nikakvo obrtanje oko tacke M, osim identiteta, pri kom bi
neka tacka istinskog kruga x ostala nepokretna.

2. Ako su O i S ma koje dve proizvoljne tacke istinskog kruga x, sigurno
postoji obrtanje oko tatke M koje prevodi tacku O u S.

3. Neka pri nekom obrtanju oko tacke M, koje krece tacku O u S, is-
tovremeno tacka T prelazi u Z; time tacka Z ,jednoznac¢no odredjena pomocu
0O, S, T, neprekidno menja svoj polozaj na x, kad tacke S i T neprekidno
menjaju svoj polozaj na x.

Ove tri osobine potpuno odredjuju strukturu grupe transformacija A(t)
koje odgovaraju kretanjima istinskog kruga u sebi. Naime, postaviéemo ovaj
stav:

Grupa svih kretanja istinskog kruga x u sebi, koja su obrtanja oko tacke
M, jeste holoedarski izomorfna sa grupom obi¢nih obrtanja jedini¢nog bro-
jnog kruga u samom sebi oko tacke M.

§18. Ako zamislimo ono obrtanje oko tacke M koje prevodi tacku O
istinskog kruga x sa perametrom 0 u tacku S sa vrednoScu parametra s,
predstavljeno pomocu transformacione formule

t' = A(t, s),

pri ¢emu uzimamo vrednost funkcije A(t,0) = ¢, uvide¢emo na osnovu nad-
jenih osobina grupe obrtanja da je funkcija A(t, s) jednozna¢na i neprekidna
za sve vrednosti obeju promenljivih £ i s. Takodje sledi, posto je s odredjeno
do vigestruke vrednosti od 27 pomocéu dve odgovarajuce vrednosti ¢ i ¢/, da
funkcija A(t, s), pri konstantnom ¢ i rastu¢em s, stalno ili raste ili opada, i
posto ona za t = 0 prelazi u s, to nastupa nuzno prvi slu¢aj. Prema tome je

A1) > A0,E), A0, =t (t>0),
a posto je
A(2m,s) =27+ A(0,s) =27 + s
to sledi
A(2m,2m) = 4.

Prema tome funkcija A(¢,¢)(> t) jedne promenljive ¢ ima osobinu da stalno
raste od 0 do 47, kad argument ¢ raste od 0 do 27. Iz ove okolnosti odmah
zakljucujemo:

Ako je dat ma koji pozitivan broj ¢ < 2w, onda uvek postoji jedan i
samo jedan pozitivan broj ¢, tako da je

A(t,t) =t;
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pri tome je t < t’. Vrednost parametra ¢ daje nam jednu takvu tacku istin-
skog kruga, da se, pri izvesnom obrtanju oko tacke M, tacka t = 0 pomera
u tacku ¢, a istovremeno tacka t u tacku t'.

Oznadimo sada onu vrednost t za koju je

A(t,t) =2m
sa gp(%), vrednost ¢ za koju je

ALY = ¢(5)

sa <p(2i2), a vrednost t za koju je

1
A(tvt) = @(ﬁ),
sa @(2%),. ..; dalje, uzmimo uopste
a 1 a+1
Ale(5n)s w5l = (),

gde a znaci ceo broj i n ceo broj >1, i dalje uzmimo

¢(0) =0, (1) =2m.

Time je funkcija ¢ neprotivureéno definisana za sve racionalne vrednosti
argumenta ¢iji je imenilac neki stepen od 2.

Ako je tacka o proizvoljni pozitivni argument <1, razvijmo ¢ u dijadski
razlomak oblika

Al Z9 z3
gde su z1, 29, 23, ... cifre od kojih je svaka 0 ili 1. Posto brojevi niza
21 21 2 2 2o 23
p(5) w5 +53) w5+ 5+

sigurno nikad ne opadaju i svi ostaju < ¢(1), to se oni priblizavaju nekoj
grani¢noj vrednosti; ovu ¢emo oznaditi sa ¢(o). Funkcija ¥ (o) bic¢e funkcija
koja sa rastué¢im argumentom stalno raste; dokaza¢emo da je ona i neprekidna.
Ustvari, ako ona na nekom mestu

Z1 , %2 23 ap +1
J:5+?+2—3+"':n:1 on 3
%9 <1 <2 Zn
(2” 2 + 22 teet 2”)
ne bi bila neprekidna, to bi obe grani¢ne vrednosti
a . a, +1
Lo(or) i le(—5,—)

on on
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morale bi biti razli¢ite jedna od druge i, prema tome bi beskonacni niz tacaka
koje odgovaraju parametrima

az as

t=w(5) t=w(y) t=9¢(3). -

morao konvergirati prema jednoj drugoj tacki, razli¢itoj od tacke kojoj kon-
vergira beskrajni niz tacaka koje odgovaraju parametrima

ar +1

as +1 az +1
2)’

) ()

t=¢( t=(
Isto obrtanje, pri kome tacka t = ¢(§%) prelazi u tacku t = go(ag—jl), prevodi
istovremeno i tacku ¢t = ¢(5) u tatku t = gp(zn%l) a posto brojevi t =
@(3), t =¢(5), t = ¢(55) stalno opadaju i zato tacke koje odgovaraju ovim
parametrima moraju konvergirati prema nekoj tacki A, onda ¢e, s obzirom
na aksiomu 1] na osnovu jednog Cesto primenjivanog nacina zakljuéivanja
i oba gore pomenuta beskona¢na niza tacaka konvergirati prema istoj tacki.

Posto funkcija ¢(o) stalno raste i neprekidna je, ona dopusta takodje
jednoznac¢nu i neprekidnu inverziju.

Obrtanje oko tacke M, pri kom tacka ¢ = 0 prelazi u tacku t = ¢(g2),
prevodi istovremeno tacku t = go(g—m) u tacku t = (p(g—’;”n +54), gde se pod by,
podrazumeva ma koji ceo broj. Posto za n = vrednosti ¢(§%) konvergiraju
prema (o), a brojevi t = go(g—% 5) istovremeno konvergiraju prema
go(g—m +0), to, prema aksiomi I11, postoji obrtanje koje pomera tacku ¢t = 0

ut = (o) i istovremeno tacku t = p(22) ut = p(dm + o), tj.

bm b

Alp(52),9(0) = 952 + ),

a posto je ¢ neprekidna funkcija, iz toga uopste za proizvoljne parametre 7
i o sledi

Ap(r), (o)) = @(7 + 0).

Time je dokazano da, ako u transformacionu formulu
t' = A(t,s)

uvedemo pomocu izvesne uzajamno jednoznacne funkcije ¢ mesto param-
etara ¢, t/, s nove parametre 7, 7/, o za koje je

onda se obrtanje u novim parametrima izrazava formulom
/
T =T+o0.

Ovaj stav pokazuje da je tvrdjenje postavljeno u § 17 tacno.



152

Stavi¢emo jo§ umesto parametra ¢ parametar w = 270 i taj parametar
w nazvati uglom ili duzinom luka izmedju tacaka O(c = 0) i S (tj. o) na
istinskom krugu z; obrtanje pri kome tacka O(o = 0) prelazi u tacku S (tj.
o), nazvacemo obrtanjem Alw]| istinskog kruga z u sebi za ugao w.

§19. Ovim dokazom stava u §17 zavrsili smo istrazivanje obrtanja istin-
skog kruga x u sebi. Na osnovu §11i §12 uvidjamo da u §13 do §18 primenjeni
postupci i dokazane ¢injenice za istinski krug = vaze takodje za sve istinske
krugove oko M koje leze u unutrasnjosti x.

Pridjimo sada istrazivanju grupe transformacija svih ta¢aka pri obrtan-
jima ravni oko stalne tacke M i dokazimo redom naredne stavove:

Neka se zna o nekom istinskom krugu p oko M da je on zatvorena Zor-
danova kriva u ¢ijoj unutragnjosti lezi tacka M; tada ne postoji, osim iden-
titeta, nikakvo obrtanje ravni oko M koje bi svaku tacku istinskog kruga p
ostavilo nepokretnom.

Da bismo ovo dokazali, ozna¢imo obrtanje oko M, pri kome svaka tacka
na p ostaje nepokretna, sa M i pretpostavimo, prvo, nasuprot tvrdjenju, da
postoji na u neka tacka A u ¢ijoj proizvoljnoj blizini leZe tacke koje menjaju
svoj polozaj pri nekom obrtanju M. Opisimo oko A, §to je prema §12 svakako
moguce, istinski krug a koji bi prolazio kroz jednu prema M promenljivu
tacku i koji bi bio dovoljno mali, tako da bi, na osnovu gornje primedbe,
za njega vazio stav u §14. Neka je B presecna tacka ovog kruga sa u; tada
se kretanje M istodobno karakteriSe kao obrtanje kruga « u sebi pri kome
tacka B ostaje nepokretna. Ali, pri jednom takvom obrtanju, ostaju, prema
§14, sve tacke na « nepokretne, §to nije moguce; prema tome, nasa se prva
pretpostavka pokazuje kao nedopustena.

Konstruigimo sada oko M sistem zatvorenih krivih kome bi pripadao krug
w1 pri ¢emu bi svaka od ovih ili sadrzala celu drugu krivu, ili bi bila potpuno
sadrzana u toj krivoj, tako da bi kroz svaku tac¢ku brojne ravni prolazila
jedna i samo jedna kriva tog sistema. Pretpostavimo tada, drugo, nasuprot
gornjem tvrdjenju, da je A jedna kriva ovog sistema u unutrasnjosti ili van u,
tako da sve tatke u prstenastoj oblasti izmedju p i A, pri savakom obrtanju
M, ostaju nepokretne, dok u proizvoljnoj blizini krive A postoje takve tacke
koje ne ostaju nepokretne pri svakom obrtanju M.

Neka je A tacka na A, u ¢ijoj se blizini, pri obrtanjima M jnalaze pokretne
tacke; opiSimo tada oko A istinski krug « koji prolazi kroz jednu od ovih
pokretnih tacaka i koji je dovoljno mali tako da za njega vazi stav u §14.
Posto ovaj krug pri dovoljnoj malenosti, svakako prolazi kroz jedan deo prste-
naste oblasti koja se ne krece pri kretanjima M, onda se kretanje M u isto
vreme moze karakterisati kao kretanje kruga a u sebi, pri kome beskrajno
mnoge tacke kruga « ostaju nepokretne. Zato bi prema §14, pri obrtan-
jima M morale sve tacke kruga « ostati nepokretne, §to protivuredi nasoj
pretpostavci. Time je pokazano da pri obrtanjima M sve tacke ravni ostaju
nepokretne.

§20. Postaviéemo sad ovo vazno tvrdjenje:
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Svaki istinski krug je zatvorena Zordanova kriva; sistem svih istinskih
krugova opisanih oko ma koje tacke M ispunjava bez praznina nasu ravan
tako da svaki istinski krug opisan oko tacke M obuhvata svaki drugi takav
krug ili je njime obuhvacen. Sva obrtanja A[w] na8e ravni oko tacke M
izraZavaju sa transformacionim formulama oblika

¥ = f(z,y;w), v = g(z,y;w);

tu z, y i 2/, y oznafavaju koordinate tacaka u brojnoj ravni, a f, g
jednoznac¢ne neprekidne funkcije triju promenljivih x, y, w. Dalje, za svaku
tacku z, y funkcije f, g, u pogledu argumenta w, imaju broj 27 za najmanju
simultanu periodu, tj. svaka tacka istinskog kruga kroz tatku (x,y) dobiva
se po jedanput i samo po jedanput, ako se pusti da w prelazi sve vrednosti
od 0 do 27. Najzad, za slaganje dva obrtanja za uglove w, w’ vazi formula

AlwlAW'] = Alw + o).

§21. Radi dokaza postavljenih tvrdjenja uzmimo opet istinski krug y oko
M, ispitivan prvo u §3 do §18, koji je zatvorena Zordanova kriva i posma-
trajmo obrtanje ovog istinskog kruga y u sebi. Prema §18, uveséemo ugao
w tako da, kad je data neka vrednost od w izmedju 0 i 27, bude jednoznaéno
odredjeno jedno kretanje istinskog kruga x u sebi. Dakle, svakom obrtanju
istinskog kruga x u sebi odgovara samo jedno odredjeno obrtanje ravni oko
tacke M, posto, prema §19, kad su sve tacke na x nepokretne, uopste sve
tacke ravni ostaju nepokretne. Otuda sledi da su funkcije f i g, koje ulaze u
postavljanje formule u §20 za obrtanje ravni oko tacke M, za sve vrednosti
x, ¥y, w jednoznacne funkcije, koje, u pogledu w, imaju period 2.

Dokazimo sad da su funkcije f i g neprekidne u odnosu na z, y, w. Radi
toga neka je O ma koja tacka na x; neka je, dalje, w1, we, ws,... beskona¢ni
niz vrednosti koje konvergiraju prema nekoj odredjenoj vrednosti w, a 17,
Ty, T3,... beskonacni niz tacaka nase ravni koje konvergiraju prema ma
kojoj tacki T. One tacke koje pri izvodjenju obrtanja za ugao wi, wa, ws,. ..
proizilaze iz O oznali¢emo sa S1, S, S3,. .. a, tacke koje proizilaze iz tac¢aka
T1, Ty, Ts,... pri obrtanjima wi, ws, ws,... oznaci¢emo sa 2, Za, Zs,. ..

Najzad, neka tacke koje proizilaze iz O i T obrtanjem za ugao w, budu

oznacene sa S i Z. Treba dokazati da tacke Zi, Zs, Zs,... konvergiraju
prema Z.

Posto tacke T1, Ts, T5,... konvergiraju prema tacki T', to se moze odred-
iti Zordanova oblast G u ¢ijoj unutrasnjosti leze sve tacke M, T, Ty, 15,
T3,... . Primenimo tada na ovu Zordanovu oblast ono obrtanje oko tacke
M koje tacku O pomera u S. Tako iz oblasti G dobivenu Zordanovu oblast
oznaci¢emo sa H:; ona, svakako, sadrzi tacke M i Z. Najzad, konstruis§imo
zatvorenu Zordanovu krivu « koja sadrzi celu oblast H u unutrasnjosti, tj.
ovu oblast obuhvata tako, da nijedna njena tacka ne lezi na H.
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Dokazacemo sad da od tacaka Z;, Z3, Zs,... svakako samo jedan konacan
broj lezi van krive a.. Ustvari, ako bi beskona¢no mnogo od tih tacaka, npr.
tacke Z;,, Zi,, Zis,,. .. lezalo van «, uopste mogli bismo zamisliti da su tacke

M iT;, vezane nekom Zordanovom krivom +;, koja se prostire u unutrasnjosti
oblasti G, i tada izvesti sa vy, obrtanje za ugao w;,. Tako postala kriva spaja
tacku M sa tackom Z;, i zato bi, svakako, morala presecati krivu o u nekoj
tacki, na primer u tacki Bp; neka je Ap ta tacka na v, koja pri obrtanju za
ugao w;, prelazi u By,. Posto tacke A, Ag, As,... ostaju sve u unutrasnjosti
oblasti G, a sve tatke By, Bo, Bs,... na krivoj «, to sigurno postoji takav
beskonac¢ni niz indeksa hq, hg, hs,... pri kojim bi tacke Ay, Ap,, A, .-
konvergirale prema tacki A koja leZi u unutragnjosti oblasti G ili na njenoj
granici i u isto vreme bi tacke By, Bj,, Bp,,... konvergirale prema tacki
B koja lezi na krivoj . No mi znamo da tacke 57, Sa, Ss,... konvergiraju
prema tacki S; prema tome, s obziriom na aksiomu /11, moralo bi postojati
obrtanje oko tacke M koje krece tacku O u S i istovtremeno A u B; a to
nije moguce, jer bi pri ovim obrtanjima morala tatka A preéi u tacku u
unutragnjosti oblasti H ili na njenu granicu; naprotiv, tacka B je na krivoj
a koja celu oblast H sadrzi u svojoj unutrasnjosti.

Na taj nacin smo uvideli da sistem tacaka Z;, Zo, Z3,... mora ceo lezati
u unutrasnjosti neke Zordanove oblasti.

Neka je Z* tacka zgusnjavanja taCaka Z1, Zs, Zs,... . Posto tacke S1, Ss,
Ss,... konvergiraju prema tacki S, to, prema aksiomi I11, postoji obrtanje

oko tacke M pri kome tacka O prelazi u tacku S i istovremeno tacka T u
tacku Z*. Ali posto bi, pri onom obrtanju oko tatke M koje prevodi O u S,
morala tacka T preéi u tacku Z, to, zbog prethodno dokazane jednoznacnosti
funkcija f i g, nuzno sledi da je Z* = Z, tj. tacke Z1, Zs, Zs,... zgusnjavaju
se samo na jednom mestu, naime na mestu Z. Time je dokazana neprekidnost
funkcija f i g u odnosu na promenljive z, y, w.

Stavimo sad u funkcije f i g mesto x, y koordinate ma koje tacke P nage
ravni koja lezi u unutrasnjosti kruga y ili van njega. Tako dobijene funkcije
f(w), g(w) samo po jednoj promenljivoj w, ne mogu imati proizvoljno male
simultane periode. Jer posto su one neprekidne funkcije od w, bile bi u ovom
slucaju konstante; no tada bi, pri svim obrtanjima ravni oko tacke M, tacka
P ostala nepokretna, Sto protivureci aksiomi I1. Najmanji simultani period
ovih dveju funkcija f(w), g(w) morao bi zato biti oblika %’T, gde je n neki
ceo pozitivan broj. Iz ovoga sledi da se dobija istinski krug koji prolazi kroz
tacku P ako se u formulama

pusti da promenljiva w predje vrednosti od 0 do 2% Ova kriva je zatvorena
i bez dvojnih tacaka; ona zato predstavlja istinski krug koji prolazi kroz P
sa centrom u tacki M. Ako sad ravan obrnemo za ugao 2%, onda pri tome

sve tacke ovog istinskog kruga, koji prolazi kroz tacku P, ostaju nepokretne
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i stoga bi, prema §19, sve tacke ravni morale ostati nepokretne; no tacke na
istinskom krugu x ostaju nepokretne samo pri onom obrtanju kad je n = 1.
Time smo potpuno dokazali sva tvrdjenja stava postavljenog u §20.

§22. Sada lako uvidjamo i ta¢nost ovih ¢injenica:

Ako ma koje dve tacke pri kretanju ravni ostaju nepokretne, onda sve
tacke ravni ostaju nepokretne, tj. kretanje je identitet.

Svaka se tacka ravni uvek moze prevesti kretanjem (tj. pomocu dva
obrtanja) u svaku drugu tacku ravni.

Prva ¢injenica neposredno sledi iz stava u §20; druga ¢injenica sa dobija
ako se oko svake tacke opise istinski krug koji prolazi kroz drugu tacku; pri
tome se ovi krugovi nuzno moraju sedi.

§23. Na$ najvazniji dalji cilj sastoji se u tome da se uvede pojam istinske
prave u nasu geometriju i razviju osobine ovog pojma neophodne za izgrad-
jivanje geometrije.

Radi toga ustanovimo najpre naredne nazive. Ako su A, Bi A, B’ dva
takva para slika tacka da se pri nekom kretanju moZe prevesti tacka A u A’
i istovremeno B u B’, onda ¢emo reéi: (istinska) duz AB je kongruentna (u
znacima =) (istinskoj) duzi A’B’. Dalje, dva istinska kruga nazva¢emo kon-
gruentnim ako postoji kretanje koje prevodi srediste jednog kruga u srediste
drugoga i istovremeno njih same prevodi jedan u drugi.

Pod poluobrtom H oko tacke M razumecemo obrtanje za ugao m, tj.
obrtanje koje jos jednom izvedeno daje identitet. Ako su A, B, C takve tri
tacke da A pri jednom poluobrtu oko B prelazi u C'i istovremeno takodje pri
ovom poluobrtu prelazi C' u A, onda ¢emo nazvati tatku B sredinom duzi
AC.

Duz AC nazvaéemo ve¢om ili manjom od duzi AB, prema tome da li
tacka C lezi u unutragnjosti ili van istinskog kruga koji je opisan oko tacke A,
a prolazi kroz tacku B. Da bismo na sli¢an na¢in definisali pojmove ,manje” i
,vece” za proizvoljne duzi i proizvoljne krugove, treba izvesti kretanja pomocu
kojih pocetne tacke duzi odn. sredista krugova padaju u istu tacku.

§24. Istinska duz AC' ima najvise jednu sredinu; ako bi, naime, za duz
AC postojale dve sredine i ako ozna¢imo poluobrtanja oko ovih sredina sa
Hi i Hy, onda bi slozena supstitucija Hngl predstavljala kretanje koje bi
svaku od tacaka A i C ostavljalo nepokretnom; prema tome na osnovi §22
dobijamo, oznacavajuéi identitet simbolicki sa 1, da je

HiHy' =1, tj. Hy = Ho;

na taj nacin se i same sredine poklapaju. Posebno, odavde proistice dalji
stav:

Ako su dve duz medju sobom kongruentne, onda su i njihove polovine
kongruentne.

§25. Za dalje izvodjenje potreban nam je ovaj pomocéni stav:

Neka tacke Ay, As, As,... konvergiraju prema tacki A, a tacke My, Ms,
Ms,. .. prema tacki M; ako tada uopste pri izvodjenju poluobrta oko tacke
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M;, tacka A; prelazi u B;, onda ¢e isto tako konvergirati tacke By, By, Bs,. ..
i to prema onoj tacki B koja proizilazi iz tacke A poluobrtom oko tacke M.
Pre svega uvek se moze na¢i Zordanova oblast u ¢ijoj se unutrasnjosti

nalazi sistem tacaka By, B, Bs3,... . U to se moZemo uveriti istim postup-
kom koji smo u §21 primenili na sistem tacaka Z1, Zs, Z3,... .
Oznacimo sad sa B* tacku zgu$njavanja tacaka By, Be, Bs,... . Tada,

na osnovu aksiome III, mora postojati takvo kretanje koje prevodi tacke
A, M, B* u tacke B*, M, A, tj. tactka B* proizilazi iz A poluobrtom oko
tacke M. A poSto i B proizilazi iz A poluobrtom oko tacke M, to sledi da
je B* = B, §to je i trebalo dokazati.

§26. Neka je M sredina neke duzi AB; tada ¢emo pokazati da svaka duz
AC koja je manja od AB takodje ima sredinu V.

Da bismo to dokazali povucimo ma koju neprekidnu Zordanovu krivu ~y
od tacke A od M i potraZimo za svaku tacku M’ ove krive tacku B’ tako da
M’ bude sredina duzi AB’; tada je mesto tacaka B’, §to se moze zakljuciti iz
pomocnog stava dokazanog u §25, neprekidna kriva 4'. Ova kriva 4/ sigurno
dolazi u tacku A kad tacka M’ na krivoj v dolazi u tacku A. U drugom pak

slu¢aju pretpostavimo da je My, Ms, Ms,... beskonac¢an niz tacaka na krivoj
v koje konvergiraju prema A i da su By, By, Bs,... odgovarajuce tacke na
krivoj 4'. Ako bi sada niz tacaka By, Bg, Bs,... imao tacku zguSnjavanja

A* razlic¢itu od A, iz toga bismo zakljucili da postoji kretanje koje izvesne
tactke koje se nalaze u proizvoljnoj blizini tacke A ostavlja u proizvoljnoj
blizini te tacke A i u isto vreme dovodi tacku A u proizvoljnu blizinu tacke
A*. Tada bi, dakle, na osnovu aksiome I1I, tatka A pri izvesnom kretanju
morala ostati nepokretnom i u isto vreme preéi u tacku A*, §to je nemoguce.

Posto je, prema nasoj pretpostavci, duz AC manja od AB, to istinski
krug koji je opisan oko tacke A i koji prolazi kroz tacku C mora presecati
u nekoj tacki B’ neprekidnu krivu 4/ koja vezuje tacku A sa B. Tacka M’
koja odgovara toj tacki na krivoj v jeste sredina istinske duzi AB’, a posto je
AC = AB’, to se podesnim obrtanjem oko tacke A moze iz tacke M’ dobiti
trazena sredina N duzi AC.

Posto duz AC poluobrtom oko svoje sredine N prelazi u duz C'A, to iz
gore dokazanog stava sledi:

Duz AC uvek je kongruentna duzi C'A — pod pretpostavkom da je duz
AC manja od odredjene duzi AB od koje smo posli u poc¢etku ovog §26.

Istovremeno uvidjamo da, ako tacke Cy, Csy, C,... konvergiraju prema
tacki A, uvek i sredine N1, No, N3,... duzi ACy, ACs, ACj5,. .. konvergiraju
prema, istoj tacki A.

§27. Za nasa dalja razvijanja potrebni su nam neki stavovi o istinskim
krugovima koji se dodiruju, i to pre svega je neophodno da se konstruisu
dva medju sobom kongruentna kruga koji se dodiruju spolja u jednoj i samo
jednoj tacki.

Radi toga odaberimo tako mali krug x’ da u njegovoj unutragnjosti ne
lezi ni jedna duZ koja bi bila kongruentna odredjenoj duzi AB uzetoj za
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osnovu u §26; stav u §11 pokazuje da je ovo sigurno moguce, posto se inace
tacke A i B mogu istovremeno proizvoljno priblizavati tacki M. Zatim, neka
je x krug koji lezi u unutragnjosti x’, a oko istog sredista kao x’. Uzmimo
sad ma koje dve tacke na krugu i opig§imo oko njih medju sobom kongruentne
krugove « i 8 tako male da ma koje dve tacke na x koje leze u unutrasnjosti
«, nikad ne mogu biti razdvojene ma od kojih dveju tadaka na y koje leze u
unutrasnjosti (8, u smislu rasporeda tacaka na y. Osim toga ovi krugovi « i
(3 moraju biti tako mali da celi leZe u unutragnjosti x’. Tada uzmimo tacku
P’ koja lezi u unutrasnjosti a i van x, i tacku R koja lezi u

unutrasnjosti 8 i u unutrasnjosti y, i opi§imo oko P’ i R’ medju sobom
kongruentne krugove 7’ i p’ koji bi morali biti tako mali da krug 7’ ceo lezi
u unutragnjosti « i van x, a da, dalje, krug p’ ceo lezi u unutrasnjosti 3 i
u unutrasnjosti x. Izvedimo sad obrtanje oko sredi§ta kruga « pri kome bi
krug 7’ presao u krug 7" koji spolja dodiruje krug x: dodirne tacke obrazuju
sistem tacaka koji ¢emo oznaciti sa S. Dalje, izvedimo takvo obrtanje oko
sredi§ta kruga (3, pri kome bi krug p’ presao u krug p koji krug x dodiruje
iznutra. Ove tacke dodira obrazuju sistem tacaka koji ¢emo oznaciti sa T

Posto usled naseg izbora krugova «, (3, nijedan par tacaka sistema S nije
razdvojen parom tacaka sistema 7', to je sigurno moguce obrtanjem ravni
oko srediSta kruga x tako dovesti do poklapanja jednu od krajnjih tacaka
sistema S koji lezi na y sa jednom krajnjom tackom sistema T koji lezi na
x a da ostale tacke S prelaze u tacke koje su potpuno razlic¢ite od tacaka
sistema 7. Pri ovom obrtanju dospeva krug 7" u dodir sa krugom p na taj
nacin §to je tacka C, u kojoj je poklapanje, jedina tacka dodira. Oznacimo
krug 7" u njegovom novom polozaju sa 7, a sredista krugova wi p sa P i R.



158

Sad ¢emo dokazati da je dodirna tacka C nuZno sredina izmedju oba
sredista P i R. Ustvari, s obzirom na izbor kruga x’, duz PR mora biti
manja od odredjene duzi AB i zato, prema §26, sigurno ima sredinu; neka
ta sredina bude C*. Tada svaki od oba kruga m, p poluobrtom oko tacke
C* prelazi u drugi, a zato iz svake tacke jednog kruga postaje tacka drugog
kruga. Posto je tacka C zajednic¢ka tacka za oba kruga i p, to ona mora, pri
jednom takvom poluobrtu, takodje preéi u jednu zajedni¢ku tacku krugova
m 1 p; ona mora, zato, ostati nepokretna pri ovom poluobrtu i samim tim
poklopiti se sa tackom C* oko koje je izvedeno obrtanje.

Iz maloc¢as dokazanog stava istovremeno saznajemo ove ¢injenice:

Iz kruga m, poluobrtom oko tacke C na m, proizilazi krug p koji spolja
dodiruje 7 u tacki C'; osim p ne postoji nijedan drugi krug koji je sa =
kongruentan i koji ga spolja dodiruje u tacki C' i samo u ovoj tacki.

§28. Dalje vazi stav:

Ako krug w obuhvata ma koji krug ¢ i dodiruje ga, onda se ovaj dodir
deSava samo u jednoj tacki.

Da bismo to dokazali pretpostavimo da su @ i Q' dve razlicite dodirne
tacke krugova ¢ i 7. Izvedimo tada poluobrt oko tacke Q’; pri ovom poluobrtu
krug 7 prelazi u krug 7’ koji dodiruje 7 samo u tacki @', a krug ¢ prelazi u
krug ¢/ koji lezi u unutrasnjosti 7’ i zato, sigurno, ceo lezi van 7, dodirujuci
oba kruga 7 i 7’ samo u tacki Q’. Ako izvedemo sad ono obrtanje oko sredista
kruga 7, pri kome tacka Q prelazi u Q’, to ¢e iz kruga ¢ proiziéi krug "

koji ¢e ceo lezati u unutrasnjosti w, a zato, svakako, van ¢/, dodirujuci
ovaj samo u tacki @Q’. Na taj nacin dobijamo dva kruga ¢ i «" od kojih svaki
dodiruje spolja njima kongruentni krug ¢/ u tacki @’ i to samo u ovoj tacki,
Sto protivuredi stavu u §27.

Cinjenice, nadjene u §27 i §28, vaze i tada kada mesto krugova 7w i p
uzmemo manje krugove.
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§29. Neka je P srediste kruga 7 konstruisanog u §27, ) tacka na , i,
najzad, neka je O proizvoljna tacka. U tom slucaju mozemo, koristeéi se
primedbom na kraju §26 i oslanjajuci se, kao u §27, na stav u §20, zamisliti
tacku E u takvoj blizini prema O da u unutrasnjosti kruga ¢ koji je opisan
oko sredine M duzi OF i koji prolazi kroz tatke O i E, ne postoji nijedna
duZ kongruentna sa PQ i da isto vazi za svaku tacku E’ i odgovarajuci krug
!/, ako E’ lezi jo§ blize tacki O nego E.

Tada vazi stav:

Krug ¢ (odn. /) opisan oko sredine M (odn. M’) duzi OF (odn. OFE'),
koji prolazi kroz tacku O, potpuno je obuhvacen krugom sa sredistem u tacki
O koji prolazi kroz tacku E (odn. E’) i dodirnut je njime samo u tacki E
(odn. E').

Radi dokaza konstruisimo najpre oko tacke O takav krug w koji krug ¢
obuhvata i istovremeno dodiruje. Ovaj krug w mora biti manji od kruga
m, jer bi u suprotnom sluc¢aju krug, opisan oko tacke O i kongruentan sa
m, ulazio u unutrasnjost kruga ¢, a tada bi morala postojati u unutrasnjosti
kruga ¢ duz kongruentna sa P(@), §to je nemoguce. Prema dokazanom stavu
u §28, ovaj krug w moze imati sa ¢ samo jednu dodirnu tacku; neka je ta
tacka F1. Ako bi tacka F4 bila razli¢ita od tacke E, moglo bi se izvesti takvo
obrtanje oko tacke M pri kome bi tacka F; dospela u O; pri ovom obrtanju
dospela bi tada tacka O u neku tacku Es kruga ¢ koja bi morala biti razlic¢ita
od tacke Fj.

Posto je duz OF; kongruentna duzi E20, pa stoga i duzi OFs, tacka Ey
bi morala biti isto tako tacka kruga w; ovo protivureci okolnosti da bi trebalo
da tacka F; bude jedina zajednicka tacka krugova w i ¢; dakle, krug w prolazi
kroz tacku F, a time je naSe tvrdjenje dokazano.

§30. Uzmimo za osnovu narednih izlaganja duz OF konstruisanu u §29
i dodelimo tackama O i E brojne vrednosti 0 i 1; tada konstrui§imo sredinu
duzi OF i dodelimo ovoj sredini brojnu vrednost %, dalje dodelimo sredi-

nama duzi (0, 3) i (3,1) vrednosti 5 i 2 i zatim sredinama duzi (0, 1), (3, 3),
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(%, %)., (%, 1) vrednosti %, %, %, %; i tako dalje. Dalje, izvedimo sa celom duzi

(0,1) poluobrt oko tacke O i dodelimo uopste onoj tacki, koja proizilazi iz
tacke koja odgovara broju a, brojnu vrednost —a; zatim, izvedimo poluobrt
oko tacke 1 i dodelimo uopg$te onoj tacki, koja proizilazi iz tacke koja odgo-
vara broju a, brojnu vrednost 2 — a i tako dalje; zamislimo da se poluobrti
naizmeni¢no izvode ¢as oko tacke O, ¢as oko tacke E i da su novopostale
tacke odgovarajuéi imenovane, dok se, najzad, svaki broj a ne pojavi dodel-
jen odredjenoj tacki, kad a znaéi racionalan broj ¢iji je imenilac stepen od
2.

§31. Lako ¢emo se uveriti pomocu ovog dodeljivanja u tacnost ovog
zakona:

Poluobrtom oko tacke koja pripada broju a, svaka tacka x prelazi u tacku
2a — x. Prema tome, ako prvo izvedemo poluobrt oko tacke O = 0, a zatim
poluobrt oko tacke a, to se svaka tacka x preobrazava u tacku x + 2a.

§32. Da bismo rasporedili tacke kojima pripadaju brojevi i da bismo
uporedili duzi njima ogranic¢ene, koristicemo se stavom postavljenim u §29 o
krugovima koji se dodiruju na ovaj nacin:

Krug koji je opisan oko tacke 0 i koji prolazi kroz tacku % potpuno
obuhvata krug koji je opisan oko tacke i i koji prolazi kroz tacku % a posto
ovaj poslednji obuhvata krug opisan oko tacke % koji prolazi kroz tacku % = %
i krug opisan oko tacke % koji prolazi kroz tacku % = %, a ovaj poslednji opet
krugove: oko % koji %rolazi kroz % = %, oko % koji prglazi kroz % = i, oko

5 .o . _ § l .. . 8 l . e 7.
15 koji prolazi kroz & = g, oko {¢ koji prolazi kroz {7 = 5 itd., uvidjamo

da je duz (0, %) veca od svih duzi (0, a) kad a znati pozitivni racionalni broj
¢iji je imenilac stepen od 2 i ¢ija je vrednost manja od %
Dalje krug sa sredistem u tacki 0 koji prolazi kroz ;11, obuhvata krug sa

sredistem u tacki % koji prolazi kroz % = %. Ovaj drugi obuhvaceni krug
. . . 1 .. . 2 .
obuhvata, sa svoje strane, krug opisan oko tacke 75, koji prolazi kroz % i

1%, koji prolazi kroz ovi opet obuhvataju manje krugove

4 .

1 3 5 7 16’ 1
opisane oko z3, 35, 35, 35 itd.; iz toga doznajemo da je duz (0, ;) veca od
svih duzi (0,a), kad a znadi pozitivni racionalni broj ¢iji je imenilac stepen

od 2 i ¢&ija je vrednost manja od i.

krug opisan oko
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Zatim posmatrajmo krug sa sredi§tem u tacki 0, koji prolazi kroz %; on

obuhvata krug opisan oko % koji prolazi kroz % = %, a ovaj opet obuhvata
manji krug opisan oko 3% koji prolazi kroz % = % itd.; onda zaklju¢ujemo
da je duz (0, %) vec¢a od svih duzi (0,a) kad je a pozitivni racionalni broj
C¢iji je imenilac stepen od 2 i ¢ija je vrednost manja od %. Produzujudéi ovaj
postupak zakljuc¢ivanja dobijamo ovaj opSti rezultat:

Ako je a pozitivni racionalni broj ¢ji je imenilac neki stepen od 2 i ¢ija
je vrednost manja od &, bi¢e duz (0,a) uvek manja od duzi (0, 55 ).

§33. Sada mozemo redom dokazati naredne pomocne stavove:

Tacke koje odgovaraju brojevima 2, 1 L1 1

5> 1» 8+ 16 - - konvergiraju prema tacki

Ako uzmemo suprotan slu¢aj, posto se duzi (0, %) (0, i), (0, %), (0, 1—16),. ..

stalno smanjuju, morale bi tacke %, i, %, 16 - - imati svoje mesto zguSnja-
vanja na nekom odredjenom istinskom krugu x sa sredi§tem u tacki 0. Neka
je, naprimer, 2%1, 2%2, 2%3,. .. niz tacaka koje konvergiraju prema tacki K

na y; neka tada tacke

1 1 1
on1+1’ 9no+l’ 9nz+1’"""

imaju mesto zgusnjavanja u tacki K*. Iz stava u §25 sledi da tada K* mora
biti sredina duzi OK; a ovaj zaklju¢ak, na osnovi stava dokazanog na kraju
§27, protivureci okolnosti da tacka K™* mora lezati i na krugu y.

§34. Neka su ai, as, as,... pozitivni racionalni brojevi ¢ji su imenioci
stepeni od 2. Ako tada beskrajni brojni niz a1, a2, as,... konvergira prema
0, to ¢e i niz tacaka koje odgovaraju ovim brojevima, takodje konvergirati
prema tacki 0.

Da bismo ovo dokazali, odaberimo cele eksponente ny, no, ns,... tako da
bude
1 1
a; < %, ag < 272, az < %,
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i da niz brojeva 2%1, 2%2, 2%3,. .. isto tako konvergira prema 0. Kako prema

stavu u §32, svaka tacka a; lezi u unutrasnjosti kruga opisanog oko tacke
0 koji prolazi kroz tacku %, a poSto, prema pomoénom stavu dokazanom
u §33, krugovi opisani oko tacke 0 koji prolaze kroz tacke 2%1, 2%2, 2%3,. .
konvergiraju prema 0, to otuda neposredno sledi tvrdjenje koje je trebalo
dokazati.

§35. Najzad vazi naredni stav:

Neka a1, as, as,... bude beskrajni niz racionalnih brojeva ¢iji su imenioci
stepeni od 2 i neka ti brojevi konvergiraju prema nekom realnom broju a:
tada odgovarajuce im tacke ap, ag, as,. - . isto tako konvergiraju prema nekoj
odredjenoj tacki.

Radi dokaza pretpostavimo suprotno. Neka su, na primer, V' i V" dve
medju sobom razli¢ite tacke zgusnjavanja ai, ag, as,... , i to neka tacke
ay, ay, as,. .. konvergiraju prema V', a tacke aj~, agr, asr,... prema tacki
V”. Prema primedbi u §31, za svaku tacku a; postoji kretanje slozeno od
dva poluobrta, koje uopste prevodi tacku a; u tacku a;; — a i istovremeno
tacku a;» u tacku a;» — ap, a poSto brojne vrednosti ay — ap i a;x — ag
sa rastué¢im indeksima dolaze proizvoljno blizu 0, to uvidjamo, s obzirom
na stav u §34, da postoje kretanja koja tacku proizvoljno blisku tacki V' i
istovremeno tacku proizvoljno blisku tacki V" dovode u proizvoljnu blizinu
tacke 0. A to je nemoguce s obzirom na aksiomu I, §to sa lako pokazuje
pomocu jednog Cesto primenjivanog postupka zakljucivanja.

§36. Ako sada tacki prema kojoj konvergiraju tacke ai, ao, as,... , do-
delimo brojnu vrednost a, a time ¢e uopste svakoj realnoj brojnoj vrednosti
biti dodeljena odredjena tacka nase ravni; sistem svih ovih tacaka nazva¢emo
istinskom pravom, tako da se pod ovom istinskom pravom razume onaj sis-
tem tacaka koji proizilazi iz tacaka O, E ako se neprestano uzimaju sredine,
izvode poluobrti i dodadu tacke nagomilavanja svih dobijenih tacaka. Sve
sisteme tacaka dobijene kretanjem iz ove istinske prave, nazva¢emo isto tako
istinskim pravama. Istinska prava se razdeljuje svakom svojom tackom u dve
poluprave.

§37. Koristedi se pomoc¢nim stavom u §25, lako ¢emo uvideti da poluo-
brtom nasSe istinske prave oko proizvoljne tacke a, tacka x prelazi u tacku
2a — x; pri izvodjenju dva poluobrta oko tacke 0 i oko tacke a, tacka x prelazi
u x4+ 2a.

Na osnovu stava u §35 lako zakljut¢ujemo da je tada, kad su ai, as,
as,... proizvoljni konvergentni brojevi prema a, odgovarajuce tacke ai, as,
as,. .. uvek konvergiraju prema odgovarajucoj tacki a, tj. istinska prava je
neprekidna kriva.

§38. Razmotrimo pretpostavku da postoje dve brojne vrednosti a i b
koje na istinskoj pravoj pretstavljaju istu tacku P. Tacka ‘ZTH’ je sredina
duzi (a, b); ona bi se zato morala poklopiti sa tatkom P. Isto bi tada

moralo vaziti za sredine duzi (a, “E2) i (%L, b), tj. za tacke 342 i o3,
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Uzimajudéi neprestano sredine, uvidjamo da bi sve tacke W, gde A,
B,, znace pozitivne cele brojeve sa zbirom 2", morale biti identi¢ne sa P;
a iz ovog, prema §37, sledi da uopSte svi realni brojevi koji leze izmedju a
i b moraju odgovarati istoj tacki P prave. Ova protivure¢nost pokazuje da
istinska prava nema nijednu dvojnu tacku. Isto tako uvidjamo i to da se
istinska prava ne moze sama u sebe povratiti.

§39. Dve prave imaju najvise jednu zajednicku tacku.

Ustvari, ako bi one imale dve zajednicke tacke A i B i ako bi na jednoj
pravoj ovim taCkama odgovarale brojne vrednosti a, b, a na drugoj pravoj
brojne vrednosti a’, I/, to bi se, prema §24, i sredine “TH’ i # morale medju
sobom poklopiti. Produzujuéi da uzimamo sredine, kao u §38, na sli¢an na¢in
dolazimo do zakljucka da su sve tacke koje leze na obe prave izmedju a i b
odn. o’ i b medju sobom identi¢ne, a time same ove prave medju sobom
identicne.

§40. Nasa istinska prava sece svaki krug opisan oko njene jedne tacke,
recimo, oko tacke 0.

Ustvari, ako pretpostavimo suprotno, moguéa su samo dva slucaja: ili
postoji odredjeni krug x koji ima centar u tacki 0 i koji jo§ pogadja istinska
prava g, dok krugove oko 0 koji obuhvataju krug x prava g vise ne pogadja;
ili postoji odredjeni krug x koji prava g ne pogadja, dok sve krugove koji
leZze u unutrasnjosti x sa centrom u tacki 0 prava g pogadja.

Posto prava g, prema svojoj konstrukciji, moze uvek preko svake svoje
tacke biti produzena i, kako je to bilo pokazano u §38, ne moze imati nijednu
dvojnu tacku, to bi u prvom sluéaju sigurno morao postojati u unutrasnjosti
x krug sa centrom u 0, koji prava g preseca u dvema tackama A i B na
istoj strani od 0, pri ¢emu se tacka B uzima na produZenju prave g iza A
i dovoljno blisko prema A u unutrasnjosti x. Izvedemo li sad obrtanje oko
tacke 0, pri ¢emu bi tacka A pre§la u B, naga prava g bi pri tome presla
u drugu pravu koja preseca pravu g osim u tacki 0 jo§ i u tacki B; prema
dokazanom stavu u §39, ovo je nemoguce.

U drugom pak slucaju oznacimo na krugu x onu tacku sa K u ¢iju
proizvoljnu blizinu dospeva istinska prava g. Opi§imo tada oko tacke K
istinski krug 7* koji je manji od x i koji preseca pravu g, recimo, u tacki
M. Zatim, opiSimo oko tacke M krug m koji bi bio veé¢i od 7%, a manji od
x- Ovaj krug 7, poSto je vedi od 7*, sadrzi u unutrasnjosti tacku K, to iz
nase pretpostavke, u vezi sa prethodno dokazanim, sledi da se prava g koja
prolazi kroz tacku M, neprekidno prostire u unutrasnjosti m, i produzena na
jednu ili drugu stranu izlazi kroz neku tacku na 7 van kruga 7 i zatim se vige
ne vrac¢a u krug w. Posto, s druge strane, prava g treba da se proizvoljno
priblizi tacki K koja lezi u unutrasnjosti 7, to bi ona morala sadrzati i samu
tacku K; a to protivureci pretpostavci od koje smo posli.

Posto sistem svih krugova, opisanih oko neke proizvoljne tacke, pokriva
bez praznina celu ravan, to iz prethodnog istovremeno sledi da se ma koje
dve tacke nase ravne geometrije mogu spojiti istinskom pravom.
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§41. Sad imamo da pokazemo da aksiome podudarnosti vaze u naSoj
ravnoj geometriji.

Izaberimo radi toga neki odredjeni istinski krug x i uvedimo, prema, §18,
za njegove tacke parametarsko predstavljanje pomocu ugla w; tada se, kad
w dobiva vrednosti od 0 do 27, istinski krug obilazi u odredjenom smeru.
Iz ovoga uvodjenja sledi za svaki drugi krug, kongruentan sa Yy, isto tako
odredjeni smer obilazenja, naime onaj smer koji se dobija, ako, pomocu
dva uzastopna izvedena obrtanja, prema §22, poklopimo srediste kruga y
sa sredistem datog kruga. PoSto, s obzirom na definisani pojam kretanja
u pocetku ove rasprave, nije moguce poklopiti krug y sa samim sobom u
obrnutom smeru obilazenja, to stvarno postoji za svaki krug jedan odredjeni
smer obilaZenja.

Uzmimo sad dve poluprave koje izlaze iz jedne tacke M, a koje zajedno ne
Cine istinsku pravu; opigimo oko tacke M krug, kongruentan sa x i fiksirajmo
onaj komad tog kruga iseCen tim polupravama koji odgovara parametarskom
intervalu manjem od broja w. Ustanovljeni smer obilazenja vodi tada u
unutragnjost fiksiranog luka kruga od jedne poluprave ka drugoj polupravoj;
prvu polupravu nazva¢emo desnim, a drugu polupravu levim krakom ugla
izmedju obe poluprave, dok ¢e nam sam interval (< m) sluziti kao mera za
ovaj ugao. Tada iz naSeg pojma kretanja sledi prvi stav o podudarnosti
dvaju trouglova u ovakvom obliku:

Ako za dva trougla ABC' i A’B'C" vaze podudarnosti
AB=A'B', AC=A'C', /BAC = /B'A'C,

i ako su, dalje, AB i A’B’ desni, AC i A’C’ levi kraci uglova /BAC, odn.
/B'A'C’, to uvek vaze podudarnosti

/ABC = (A'B'C'"i /ACB = /A'C'B,
BC = B'C".

§42. Posto smo u §30 - §40 definisali istinsku pravu i izveli njene osobine,
treba da razlikujemo dva slucaja:

Pretpostavimo, prvo, da postoji samo jedna prava koja prolazi kroz datu
tacku i ne preseca datu pravu (aksioma paralelnih). U tom sluc¢aju za nasu
ravan vaze sve aksiome ravni koje sam postavio u glavnom delu ove knjige (gl.
I), samo §to treba uzeti aksiomu 115 u uzem znacenju kako je formulisana
u §41. No i pri ovoj uzoj formulaciji poslednje aksiome podudarnosti nuzno
se dobija Euklidova ravna geomettrija (uporedi dodatak II, str.124 kao i
gl. I, str.29-30).

Drugo, pretpostavimo da kroz svaku tasku A postoje dve poluprave koje
zajedno ne sacinjavaju istu pravu i koje ne seku datu pravu g, dok svaka
poluprava koja lezi u unutrasnjosti ugla koji obrazuju date poluprave i koja
polazi iz tacke A, preseca pravu g; neka pri tome tacka A leZi van g.
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Ako se tada iskoristi neprekidnost, dobija se da, i obrnuto, ma kojim
dvema polupravama koje polaze iz tacke A i ne sacinjavaju zajedno istu
pravu, uvek odgovara odredjena prava g koja ove dve poluprave ne preseca,
a seCe svaku polupravu koja polazi iz tacke A i prostire se u unutragnjosti
ugla izmedju dveju datih polupravih. Pri ovim uslovima dobija se tada
ravna geometrija Boljai-Lobacevskoga, ¢ak i kad uzmemo za osnovu aksiomu
kongruencije 1115 u njenoj uzoj formulaciji, §to se moze pokazati pomocu
mog racuna ,krajevima'.

U zakljuc¢ku bih hteo da ukazem na karakteristi¢nu razliku izmedju ovog
zasnivanja geometrije i onog zasnivanja koje sam pokushao da dam u glavnom
delu ove knjige. Tamo sam se pridrzavao takvog rasporeda aksioma pri
kome je neprekidnost zahtevana na poslednjem mestu, iza svih ostalih
aksioma, tako da se pri tome prirodno u prvom redosledu javlja pitanje uko-
liko su poznati stavovi i dokazi elementarne geometrije nezavisni od zahteva
neprekidnosti. Naprotiv, u prethodnom istrazivanju zahteva se neprekidnost
na prv,om mestu, pre svih ostalih aksioma, pomoéu definicije ravni i
kretanja tako da bi se ovde najvazniji zadatak sastojao u tome da se nadje
najmanji broj zahteva, iz kojih bi se mogli, pri najshirem korish
‘cenju neprekidnosti, dobiti elementarni geometrijski oblici (krug i prava)
i njihove nuzne osobine za izgradjivanje geometrije. I stvarno, prethodno
istrazivanje je pokazalo da su za ovo dovoljni zahtevi iskazani u gornjim
aksiomama I — I'T].

Getingen, 10. maj 1902.
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Dodatak V
O povrsinama konstantne Gausove krivine
O povr§inama negativne krivine

Po Beltrami - u (Beltrami) povr§ina negativne konstantne krivine
ostvaruje deo ravni Lobac¢evskoga (ne-euklidske ravni) ako se kao prave
u ravni Lobacevskoga uzmu geodezijske linije te povrSine konstantne kriv-
ine, a kao duzine i uglovi u ravni Lobacevskoga - strvarne duzine i uglovi
na toj povrsini. Medju dosad ispitivanim povrSsinama negativne konstantne
krivine ne nalazimo nijednu koja bi se prostirala neprekidno i neprekidno
menjala svoju tangentnu ravan u okolini svake svoje tacke; naprotiv, sve
dosad poznate povrsine konstantne negativne krivine imaju singularne linije,
preko kojih nije moguée neprekidno produzavati te povrsine sa neprekidnom
promenom tangentne ravni. Iz ovog razloga ne uspeva da se ostvari, nijed-
nom dosad poznatom povrS§inom negativne konstantne krivine, cela ravan
Lobacevskog, i izgleda nam da je od principijalnog interesa pitanje da 1i
se moze uopste predstaviti cela ravan Lobacdevskoga na
Beltramijev nac¢in pomocé¢u analiticke povrS§ine negativne
konstantne krivine.

Da bismo odgovorili na ovo pitanj, poéi ¢emo od pretpostavke anali-
ticke povrsine negativne konstantne krivine -1, koja se u kona¢nom svuda
regularno ponasa i nema singularnih mesta; tada ¢emo pokazati da ova pret-
postavka vodi protivurecnosti. Takva povrgina kakvu pretpostavljamo, pot-
puno je karakterisana ovim iskazom:

Svako mesto nagomilavanja taCaka povr8ine koje lezi
u konacé¢nom, takodje je tacka te povrsine.

Ako je O ma koja tacka te povrsine, uvek je moguce pravougle koordinate
ose x, ¥y, z postaviti tako da tacka O bude pocetna tacka koordinatnog sistema
i da jednacina povrSine u okolini ove tacke O glasi

(1) z=ax? + by + (z,y),
gde konstante a i b zadovoljavaju relaciju:
dab = —1,

a stepeni red (x,y) sadrzi samo ¢lanove trece ili visih dimenzija u odnosu na
x i y. OCcigledno je tada z—osa normala povr§ine, a ose x i y daju pravce
koji su odredjeni glavnim krivinama povrsine.
Jednacina
az® +by* =0

odredjuje obe glavne tangente povrgine kroz tacku O koja lezi u xy—ravni;
zato su te tangente uvek odvojene jedna od druge i pokazuju pravce u kojima
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se prostiru obe asimtotske linije povr§ine kroz proizvoljnu tacku O. Svaka
od ovih asimptotskih linija pripada nekoj porodici asimptotskih linija koje
pokrivaju regularno i bez praznina celu okolinu tacke O na povrsini. Zato,
ako shvatimo pod u i v dovoljno male vrednosti, mozemo, svakako, izvesti
narednu konstrukciju. Prenesimo na jednu od dveju asimptotskih linija, koje
prolaze kroz tacku O, parametarsku vrednost u od O kao duZinu, kroz dobi-
jenu krajnju tacku povucimo drugu mogucéu asimptotsku liniju i prenesimo
na nju parametarsku vrednost v kao duzinu: tako dobijena krajnja tacka
povrsine koja je jednozna¢no odredjena vrednostima parametara w i v. S-
hvatimo li, shodno tome, pravougle koordinate x,y, z povrsine kao funkcije
od u i v, stavljajuéi

T = x(u, U)ay = y(u,v),z = Z(U7U)7

onda su ove, svakako, za dovoljno male vrednosti od w i v regularne analiticke
funkcije od u i v.

Poznata teorija povrS§ina konstantne krivine -1 pruza nam, dalje, ove
¢injenice:

Ako ¢ oznacava ugao izmedju dveju asimptotskih linija koje prolaze kroz
tacku u, v, onda tri osnovne veli¢ine povrsine dobijaju vrednosti:

ox. o 0y, 0z
(8u) +<8u) +(8u
_onor gy | 020: _

T Oudv  Oudv  Oudv =8y
P, P, 02
g_<8’l)) +(8’U) +(8U) _17

i zato, kvadrat izvoda duzine luka proizvoljne krive na toj povrgini po nekom
parametru ¢ dobija oblik:

=1,

(&

ds du du dv dv
2 TON2 (22 9 ae ey _2.
2) (g = (Gqp)" +2eosvgr gy + ()

Ugao ¢ kao funkcija od u i v zadovoljava parcijalnu diferencijalnu jednacinu

82g0
(3) oudv

= sin p.

Ako se odreknemo jednoznacne korespodencije izmedju para vrednosti
u, v 1 tac¢aka povrsine, izvedena konstrukcija moze se progiriti na proizvoljne
vrednosti od u,v. Svakako, u—linija koja prolazi kroz tacku O moze even-
tualno biti zatvorena; no, ipak, na osnovu ué¢injene pretpostavke o povrgini
str. 181, moZe se na ovu liniju, od tacke O na obe strane, preneti proizvoljno
velika duzina. Dakle, svakoj vrednosti od u odgovara tacka na asimptotskoj
liniji.
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Posmatrajmo sad u svakoj takvoj tacki P drugu asimptotsku liniju koja
prolazi kroz nju. Uze¢emo na ovoj liniji kao parametar v duzinu luka racu-
natu od tacke P (u jednom smeru); opet se mogu preneti na obe strane od
P proizvoljno velike duzine na asimptotsku liniju.

Svakom paru vrednosti u,v odgovara, na taj nacin, jednozna¢no - ali u
ops$tem slu¢aju niposto uzajamno jednoznacno - neka tacka nase ravni. Tako
dobijamo, geometrijski receno, preslikavanje cele Euklidove ravni (u,v) na
neku povr§inu superpozicije nase date povrsine ili na njen deo.

Sad, pre svega, treba pokazati da je svaka u—linija koje pripadaju okolini
tacke (u,0).

Za opsti dokaz dovoljno je pokazati ovo:

Ako je a pozitivan broj, a b proizvoljan realan broj, onda je slika svake
duzi

—a<u<+a,v=>
na nagoj povrsini komad asimptotske linije ili niz komada na njoj, a u pred-
stavlja na ovo] liniji duzinu luka.

Ovaj stav je, pre svega, tacan za b = 0. Dalje se dokazuje:

1. Ako stav vazi za b = by, onda on vazi i za svako b koje se dovoljno
malo razlikuje od bg.

2. Ako stav vazi za by < b < by, onda on vaziiza b= by izab=bs.

Dokaz toga se izvodi pomocu iskoriséavanja neprekidnosti i primene Hajne-
Borelovog (Heine, Borel) stava o pokrivanju.

Time je tada izveden dokaz za svako b.

Oznacava li sad ¢ = @(u,v) (kao i na str. 182) ugao izmedju dveju
asimptotskih linija koje prolaze kroz tacku (u,v) povrsine, pri ¢emu je ugao
racunat od pozitivnog u—smera do pozitivhog v—smera, onda je ¢(u,v) za
sve vrednosti u, v definisana neprekidna funkcija i ima neprekidne parcijalne
izvode koji zadovoljavaju diferencijalnu jednacinu (3).

Pomocu podesnog izbora pozitivnog u— i v— smera mozemo, svakako,
postiéi da u tacki u = v = 0 vaZe jednacine:

¢

0<p< — > 0.
p=m ou —

Posto ¢ nigde nije ni 0, ni 7, mora biti, zbog neprekidnosti funkcije
o(u,v), za sve vrednosti u, v:
0 < ¢(u,v) <,
dakle
sing > 0.

Ali funkcija ¢(u,v) sa ovakvim osobinama ne moze postojati.
Jer iz diferencijalne jednacine
82

Judv

=singp
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sledi, najpre, da je
0%
> 0,
Qudv

i, zato, g—i pri rastuc¢em v raste.

Narodito mora biti

- - >
(0,1) > 55(0,0) > 0,

a zato se moze odrediti pozitivna veli¢ina a tako da za 0 < u < 3a bude:

Iy
ou

Neka m oznacava pozitivni minimum od

(u,1) > 0.

9 (u,1) za 0 < u < 3a.

U

Tada je za v > 1:

e(a,v) —¢(0,v) = gi(ﬁa,v)-az 8—('O(QS‘CL,l)-azm-a, (0<v<1)

ou
i, isto tako
©(3a,v) — ¢(2a,v) > m - a,
dakle
o(a,v) > p(0,v) +m-a>m-a
i
©(2a,v) < ¢(3a,v) —m-a<T—m-a.
Dalje je za
0<u<3a, v>1:
¢ Iy
%(u,v) > %(u,l) > 0;

dakle, ¢(u,v) monotono raste zajedno sa u. Zato za
a<u<2a wv>1
vazi:
0<m-a<g(av) <euv)<(2a,v)<T—m-a,

dakle
sin p(u,v) > sin(m - a) = M,

pri ¢emu je M > 0 i nezavisno od u,v.
Prema tome je vrednost dvostrukog integrala

/ / sin p(u, v)dudv,
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primenjenog na pravougaonik sa temenima

veéa od

M -a(V -1),

dakle, pri podesnom izboru V veéa od .
S druge strane, iz diferencijalne jednacine (3) dobija se

2a V 82<’0

//sin edudv = / dudv = [p(2a,V)—p(a,V)]—[¢(2a,1)—p(a,1)] <,
o J1 Oudv

posto je

©(2a,V) —p(a,V) < p2a,V) <7

v(2a,1) — ¢(a,1) > 0.

Dosli smo, dakle, do protivureénosti i zato smo prinudjeni da odbacimo
na8u, u pocetku usvojenu, pretpostavku, tj. uvidjamo da ne postoji anali-
ticka povrsina konstantne negativne krivine koja bi bila bez singulariteta i
svuda regularna. Zato, posebno, treba odgovoriti negativno na postavljeno
pitanje u pocetku da li se moze na Beltramijev naéin ostvariti cela ravan
Lobacevskog pomocu regularne analiticke povrSine u prostoru.

O povrsinama pozitivne konstantne krivine.

U pocetku ovog istrazivanja posli smo od pitanja o povrsini negativne
konstantne krivine koja bi se svuda u kona¢nom prostirala regularno anali-
ticki i dosli smo do rezultata da takva povrsina ne postoji. Sad ¢emo obra-
diti pomoc¢u analogne metode isto pitanje za pozitivnu konstantnu krivinu.
Ocigledno, sfera je zatvorena povrsina pozitivne konstantne krivine bez sin-
gulariteta i prema dokazu koji je izveo H. Libman (H.Liebmann), na moj
podsticaj, ne postoji nikakva druga zatvorena povrfina istog svojstva. Ovu
¢emo Cinjenicu sada izvesti iz jednog stava koji vazi za proizvoljni komad
povrsine pozitivne konstantne krivine bez singulariteta i ovako glasi:

Neka je na povrsini pozitivne konstantne krivine +1 ograni¢eno u kon-
acnome neko jednostruko ili viSestruko povezano podrudje bez singulariteta;
zamislimo tada da su u svakoj tacki ovog podrucja, kao i u tackama nje-
gove granice, konstruisani glavni poluprecnici krivine povrsine, onda veéi od
glavnih polupre¢nika krivine sigurno ne dostize svoj maksimum i, zato, manji
ne dostize svoj minimum ni u jednoj tacki koja lezi u unutrasnjosti podrucja
- osim ako je naga povrSina deo sfere poluprec¢nika 1.

Radi dokaza primetimo, najpre, da je, usled naSe pretpostavke, proizvod
oba glavna poluprec¢nika krivine svuda = 1, a zato veéi od glavnih poluprec¢nika
krivine uvek mora biti > 1. Iz ovog razloga maksimum veéih glavnih polupre-
¢nika krivine oc¢igledno je samo tada = 1, ako su oba glavna poluprec¢nika
krivine u svakoj tacki naSeg komada povr§ine = 1. U ovom narocitom
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slucaju, svaka tacka tog komada povrgine je pupcasta tacka i otuda se na
poznati nacin lako zakljuc¢uje da posmatrani komad povrgine mora biti ko-
mad sfere polupre¢nika 1.

Neka je sad maksimum veéeg od oba glavna polupreénika krivine nage
povrsine > 1; tada ¢emo pretpostaviti, nasuprot nasem tvrdjenju, da postoji
tacka O uunutrasnjosti tog komada povrsine, u kojoj se taj maksimum
postize. Po§to ova tacka O sigurno ne moze biti pupcasta, a povrh toga, reg-
ularna je tacka naSe povrsine, to ¢e okolina ove tacke biti pokrivena svakom
od porodica linija krivine povrSine jednostruko i bez praznina. Uzmemo
li ove linije krivine za koordinatne linije, a samu tacku O za pocetak tog
krivolinijskog koordinatnog sistema, to ¢e, prema poznatoj teoriji povrSina
pozitivne kostantne krivine, vaZziti ove ¢injenice:

Neka r; oznacava veéi od oba glavna polupre¢nika krivine za tacku (u,v)
koja lezi u okolini pocetne tacke O = (0,0); u ovoj okolini je 71 > 1. Stavimo

11 7“1—|—1.

P:§ Ogrl—l’

tada pozitivna realna veli¢ina p kao funkcija od u i v zadovoljava narednu
parcijalnu diferencijalnu jednacinu

82 62 672;) _ e2p

n P 0o
ou ov 4

Posto kad r; opada funkcija p nuzno raste, to p, kao funkcija od u i v, mora

na mestu v = 0, v = 0, imati minimalnu vrednost, pa prema tome p razvijeno
po stepenima promenljivih u i v ima nuzno oblik:

p=a+ au® + 2Buv + y? + ...,
gde a, a, B, oznacavaju konstante, pri ¢emu kvadratna forma
2 2
ou’ 4 20uv + yv

za realno u i v nikad ne sme imati negativnu vrednost. Iz ove poslednje
okolnosti za konstante « i v nuzno slede nejednacine:

(5) a>0iy>0

Unesimo, s druge strane p razvijeno u red u diferencijalnu jednacinu (4);
za u = 01 v =0 dobi¢emo tada:

e—2a o €2a

2(a+7y) = 1

Posto konstanta a predstavlja vrednost od p u tacki O = (0,0) i prema tome,
ispada pozitivna, bice izraz sa desne strane svakako < 0; zato poslednja
jednacina vodi nejednacini

a+vy <0,
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koja stoji u protivurecnosti sa nejednac¢inama (5). Time smo saznali da
je naSa prvobitna pretpostavka, po kojoj bi umesto maksimuma lezalo u
unutragnjosti komada povrsine, nezasnovana; samim tim je dokazana ta¢nost
gore postavljenog stava.

Otuda, kao §to je veé¢ pomenuto, neposredno sledi stav da zatvorena
povrsina sa pozitivnom konstantnom krivinom 1 bez singulariteta uvek mora
biti sfera poluprecnika 1. Ovaj rezultat istovremeno pokazuje da se sfera kao
celina ne moze izviti, a da se na povrsini nigde ne pojavi singularitet.

Najzad, ovo istrazivanje dovodi za nezatvorenu povrsSinu do rezultata:
ako zamislimo iz povrSine lopte iseCen proizvoljan komad, pa taj komad
proizvoljno izvijemo, onda se maksimum svih veéih glavnih poluprec¢nika
krivina, dobijenih na taj nacin, uvek nalazi na granici tog komada povrsine.

Getingen, 1900.
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Dopuna [

Sistem aksioma za realne brojeve, naveden u §13, uzet je uglavnom
iz Hilbertovog predavanja ,O pojmu broja"Jahrb.d. Deutsch.Math.Ver. 8
(1900), u kome su oni, u §13 kao stavovi nabrojani, zahtevi iskazani kao
aksiome. Iz tog predavanja naves¢emo ovde naredne primedbe:

1. Egzistencija broja 0 (stav 3, str. 41) je posledica stavova 11 2 i
asocijativnog zakona sabiranja.

2. Egzistencija broja 1 (stav 6, str. 41) je posledica stavova 4 i 5 i
asocijativnog zakona mnozenja.

3. Komutativni zakon sabiranja (stav 8, str. 41) posledica je stavova 1 -
6 i asocijativnog zakona sabiranja i oba distributivna zakona: Naime bice

(a+b)(1+1)=(a+bl+(a+b)l=a+b+a+b
—al+1)+b(1+1)=a+a+b+b

prema tome
a+b+a+b=a+a+b+b,
i stoga prema stavu 2
b+a=a+d

Da se komutativni zakon mnoZenja (stav 12, str. 42) moZe izvesti iz
stavova 1-11, 13-16 i 17 (Arhimedov stav), ali ne moZe bez kori§¢enja stava
17, pokazano je u §32, 33.

P. Bernajs
Dopuna IT7
Uproscéeno zasnivanje nauke o proporcijama,

Ono zasnivanje nauke o proporcijama bez koriséenja Arhimedove ak-
siome, tj. na osnovu aksioma I — IV, koje je dato u trecoj glavi §14-16,
moze se uprostiti.

Koristimo one na pocetku §15 str. 55 — 56 uvedene oznake za duzi,
jednakost duzi, zbir duzi kao i tamo zabeleZenu ¢injenicu da za zbir duzi
vazi asocijativni i komutativni zakon.

Kao razmeru a : b duzi a, b definiSemo sad ugao (jednoznacno odredjen
u smislu kongruencije), koji u pravouglom trouglu kome su katete a,b lezi
naspram katete a. KaZemo, da su razmere jednake, ako su podudarni uglovi
koji ih definigu, i u ovom smisli pi§emo ,proporciju (srazmeru)"a : b =c: d.
Prema tome, odmah vazi da je svaka razmera duzi sama sebi jednaka i da
su dve razmere duzi, jednake nekoj trecoj, i medju sobom jednake, kao i:

akojea=cib=d,ondajea:b=c:d.
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Na osnovu stava o zbiru uglova u trouglu vazi osim toga:
akojea:b=c:d,ondajeb:a=d:c.
Dalje se pomoc¢u aksioma [I15 i I'V (vidi sliku) dobija stav:
akojea:b=c:d,ondajea:b=(a+c): (b+d),
i na osnovu stava o spoljagnjem uglu:

akojea:b=a:c, onda je b=c.

a

L(_/
d

Iz poslednjeg stava posebno proizilazi, da za tri duzi a, b, c moZze postojati
samo jedna Cetvrta proporcionala, tj. samo jedno reSenje x proporcije a : b =
c: x. Egzistencija Cetvrte proporcionale proisti¢e iz moguénosti prenosenja
uglova u vezi sa aksiomom paralelnih.

Stav o medjusobnoj razmenljivosti unutrasnjih ¢lanova u nekoj propor-
ciji, tj. iskaz: ako jea : b = ¢ : d, onda je a : ¢ = b : d, dobija se
posmatranjem dva pravugla trougla, koji imaju katete a,b odnosno c¢,d a
tako su postavljeni, da kateta ¢ drugog trougla lezi u produzenju katete b
prvog trougla preko temena pravog ugla, a isto tako d u produzenju a (vidi
sliku).

Ovde na osnovu pretpostavljene proporcije krajevi obe hipotenuze leze na
krugu, §to se zakljuCuje iz stava o jednakosti periferijskih uglova nad istim
lukom, odn. iz njemu obrnutog stava. Iz ovog stava onda proizilazi i propor-
cija: a: ¢ =b:d posmatranjem trouglova sa katetama a, ci b, d

Kao posledica medjusobne razmenljivosti unutragnjih ¢lanova proporcije
posebno dobija se sastavljivost proporcija:
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akojea:b=d :Vib:c=0V:cd,ondajeia:c=ad :¢.

Naime, iz datih proporcija dobija se razmenom unutrasnjih ¢lanova a : @’ =
b:V =c:c¢,patimea:c=d :c.

Uzimanjem u obzir egzistencije ¢etvrte proporcionale dobija se naredno
drugo pravilo o sastavljanju proporcija:
akojea:b=b:d1ib:c=c :V,ondajeia:c=c:d.
Naime, ako je u Cetvrta proporcionala za a,b,c, tako da bude a : b = ¢ : u,
vaZi¢e na osnovu ove pretpostavke ¢’ : u="b':ad’, dakle ¢ : ¥/ = u : d’ i dalje
u:a =b:c, aonda se sastavljanjem proporcija ¢ :u=a:biu:ad =b:c
(prema prethodnom pravilu) dobija: ¢ :a’ =a: c.

Sad treba dokazati osnovni stav nauke o proporcijama koji glasi: Ako
dve prave odsecaju duZi a, a’, odn. b, b’ na kracima proizvoljnog ugla, onda
vazi proporcija a : @’ = b : I/. Dokaz se izvodi (na odgovaraju¢i nadin kao
dokaz stava 41 u §16) pomocu stava, da se simetrale uglova trougla seku u
jednoj tacki. Ovaj stav se primenjuje na trouglove OAB i OA'B’, gde je O
teme uocenog ugla, a A, B, odn. A’, B’ su tacke u kojima jedna i druga od
dve paralelne sece krake ugla, i gde je dalje OA = a, OB = b, OA" = d/,
OB’ =1 (vidi sliku).

Neka S bude presek simetrala uglova u trouglu OAB, a S’ u trouglu
OA’'B’: tada S ima isto rastojanje r od pravih OA i OB, a isto tako ima S’
isto rastojanje r’ od ovih pravih. Pokazac¢emo da je a : @’ = r : r/. Na isti
nacin se onda dobija b: b =7 : 7/, a time i samo tvrdjenje.

Proporciju a : @ = r : 7’ dobijamo posmatranjem trouglova OAS i

OA’S’, 7a koje je LSOA = /S'OA" = /SAO = /S"A’O. Ova dva ugla
su uostalom (kao polovine ugla u trouglu) ostri uglovi; stoga podnozja D i
D’ normala iz S i S’ na pravoj OA, padaju u unutrasnjost duzi OA i OA’.
Razlozimo OA u odsetke u,v, a OA" u odsecke u/,v’; tada je

r:u=/SOA=/S0A" =7r":4
r:v=/SA0 = /S5"A'O =r":v

prema tome
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tako da je,ustvari,

Primenom osnovnog stava nauke o proporcijama, moze se posebno stav,
koji je Hilbert nazvao Paskalovim, svesti na malo¢as pomenuto drugo
pravilo o sastavljanju proporcija. Taj stav (stav 40 u §14) tvrdi: Ako su
A,B,C odn. A’,B'C’ po tri tatke na dvema pravima koje se seku i sve
su razli¢ite od presec¢ne tacke te dve prave, onda, ako je BC' prema CB’
i CA’ prema AC' paraleleno, bi¢e i AB’ prema BA’ paralelno. Obelezimo
li duzi OA,0OB,OC sa a,b,c, a duzi OA’,OB’',0C’ sa d,V,c, bi¢e prema
osnovnom stavu nauke o proporcijama naga pretpostavka ekvivalentna ovim
dvema proporcijama

b:e=d:b (1) c:a=d:d (2)
a tvrdjenje ekvivalentno proporciji
a:b="b:d.

Medjutim, ova proporcija se dobija iz dve prethodne prema drugom pravilu
o sastavljanju proporcija.

Posto je na taj nac¢in nauka o proporcijama dobijena bez upotrebe mnoze-
nja duzi, moze se ovo naknadno uvesti, za §to je potrebno utvrditi neku
jediniénu duzinu e. Naime, kao proizvod duZi a,b (u odnosu na jedinicu e)
definige se Getvrta proporcionala za e, a,b.

Sto se tite zakona racunanja za tako definisano mnozenje duzi, to se
komutativni zakon dobija iz medjusobne razmenljivosti unutrasnjih ¢lanova
proporcije. Asocijativni zakon kaze: ako jee :a =b:u;e:b=c: v
ie:u=c:w, tadajee:a =v:w. Ovo se dobija na ovaj nacin: iz
druge date proporcije dobijamo b : e = v : ¢; ova zajedno sa tre¢om datom
proporcijom daje sastavljanjem b : v = v : w, a time na opsnovu prve date
proporcije e : @ = v : w. Distributivni zakon kaze: ako jee:a =0b: u;
e:a=c:v,ondajee:a=(b+c): (u+wv). Za dokaz je dovoljno pokazati:
akojeb:u=c:v,ondajeb:u=(b+c): (u+v); ovo medjutim vazi prema
jednom stavu koji smo u pocetku pomenuli.

Na ovako uvedeni segmentni ra¢un moze se sad, kao Sto je to pokazano
u §17, nadovezati zasnivanje jedne analiticke geometrije ravni.

P. Bernajs
Dopuna 117

U dodatku IT pokazano je izmedju ostalog (up. str. 126), da se na

aksiomi kongruencije trouglova u uzem smislu ne mo7e zasnovati euklid-
ska nauka o povr8ini, poto se na ovoj osnovi (bez kori¢enja Arhimedove
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aksiome) ne moze dokazati Euklidov stav, da dopunski jednaki trouglovi
jednakih osnovica imaju uvek jednake visine, pa stoga ni stav 52.

U ranijim izdanjima je dodatak II sadrZao i jednu inverziju ovog razma-
tranja, naime dokaz, da uzimanje jedne stavu 52 ekvivalentne aksiome smes-
tanja (Einlagerung) omogucava, da se iz uze aksiome kongruencije I1IZ
dobije prvobitno fira aksioma kongruencije I1l5. Ovo rasudjivanje naves-
¢emo ovde u narednim izlaganjima sa samo nebitnim promenama koje su
prilagodjene ovom novom izdanju.

"Pomenuli smo ranije (up. str. 112) da iz aksiome o podudarnosti trou-
glova u uzoj formulaciji /115 i prethodnih aksioma pored aksioma I11g i I117
nuzno sledi aksioma konvergencije I115, a time uops§te kongruencija figura u
giroj formulaciji, ¢im uzmemo da vazi stav o jednakosti uglova na osnovici u
ravnokrakom trouglu.

Izgleda mi od znacaja da se ovo upotpunjavanje aksiome kongruencije u
uzoj formulaciji 115 mozZe izvesti jo§ na jedan sasvim drugi nacin, naime
pomocu jednog sasvim intuitivnog zahteva, ¢iji se sadrzaj poklapa sa stavom
52 koji sam u Osnovama ja dokazao (str. 66), a koji zahtev sa druge strane,
kako smo to pokazali u dodatku IT (up. str. 126), nije posledica stavova
kongruencije u uzem smislu.

Neka su pojmovi ,razlozivo jednako"i ,dopunski jednako" definisani kao
u §18 ,Osnova geometrije" - ali ipak tako, da se pri tome razume pojam
kongruencije u uzem smislu. U tom smislu ¢e se u narednim izlaganjima
primenjivati uvek samo aksioma kongruencije u uzoj formulaciji 1117 i njoj
prethodne aksiome I,11,111;_4 kao i aksioma paralelnih I'V.

Taj zahtev u pitanju, koji ovde treba da sluzi kao dopuna, glasi:

Aksioma smestanja. Poligon nije nikad razlozivo jednak drugom poligonu
¢ije ograniCenje sadrzi unutrasnje tacke, ali ne sadrzi ni jednu spoljasnju
tacku prvog poligona, tj. koji je u prvom smesten.

Iz ove aksiome se prvo lako izvodi stav:

Poligon nije nikad dopunski jednak drugom poligonu koji je u prvom
poligonu smesten.

I zaista, kad bi neki poligon P bio dopunski jednak poligonu @ koji
se nalazi u unutrasnjosti P, tada bi morala postojati dva jedna drugom
razloZivo jednaka poligona P’ i @’ tako, da poligon P + P’ bude razloZivo
jednak poligonu @ + @Q’. Kako bi onda i P + P’ sa P + Q' bilo razloZivo
jednako, morali bi i poligoni P + Q" i Q + @’ biti razlozivo jednaki, §to
protivureci usvojenoj aksiomi smestanja.

Sad ¢emo redom dokazati naredne stavove:

Ako su u nekom trouglu ABC oba ugla kod A i B jedan drugom
jednaka, bi¢e onda uvek i ovim uglovima naspramne strane jednake.

Radi dokaza odredimo na AB tacke E i D, tako da bude AD = BC' i
BE = AC. Iz prvog stava kongruencije u uzoj formulaciji sledi kongruencija
trouglova DAC' i CBE; oba ova trougla su stoga i dopunski
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jednaka. Odavde zaklju¢ujemo da se i njihove osnovice AD i BE jedna sa
drugom poklapaju.

Ako ovo ne bi bio slu¢aj, pa uzmemo, recimo, AD' = BE, onda bi iz
poznatog Fuklidovog postupka (up. str. 58) proizilazilo da su oba trougla
AD'C i BEC jedan drugom dopunski jednaka. Medjutim, tada bi i trouglovi
ADC i AD'C morali jedan drugom biti dopunski jednaki, §to protivureci
prethodnom stavu koji smo dobili iz aksiome sme§tanja. Jednakost duzi AD
i BE vodi neposredno tvrdjenju koje smo postavili.

Ako su u nekom trouglu ABC' dve strane AC i BC' jedna drugoj jednake,
bi¢e uvek i ovim stranama naspramni uglovi jedan drugom jednaki.Radi
dokaza uzmimo nasuprot da je ugao ZCAB vedéi od ugla ZCBA. Zatim
odredimo na pravoj AB tacke A’ i B’ na taj nacin da bude

A A B B

CAB=CBA i CB'A=CAB.
Prema prethodno dokazanom stavu je stoga
CA'=CB i CB' =CA,
a odavde se kori§¢enjem pretpostavke dobija
(1%) CA'=CPB

Ako na trouglove ACA’ i BCB' primenimo stav o spoljasnjem uglu,
dobi¢emo jednacine

/ACA' = /CAB — /CA'B
/BCB' = /CB'A— /CBA;
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stoga je
(2%) LACA' = /BCB'.

Obrasci (1*) 1 (2*) u vezi sa pretpostavkom kazuju, da su trouglovi AC A’
i BCB' jedan drugom kongruentni u uzem smislu; medjutim u tom slu¢aju
posebno bi bilo

({AA'C =/BB'C

Ovaj zakljucak je besmislica, posto su ova dva ugla unutrasnji odn. ne-
susedni spoljasnji ugao u trouglu A’B'C.

Time je postavljeni stav dokazan, i mi odmah uvidjamo da su stavovi o
podudarnosti trouglova u §irem smislu nuzna posledica aksiome kongruencije
u uzem obliku II1Z, ako se jo§ uzme u pomo¢ gornja intuitivna aksioma
smestanja koja se odnosi na pojam razlozive jednakosti."

Iz ovog dokaza je odmah jasno, da se aksioma smestanja za ovu primenu
moze zameniti slede¢om prostijom aksiomom:

Ako u trouglu ABC tacka D lezi na strani AB izmedju A i B, tada
trouglovi ABC i ADC' nisu dopunski jednaki.



