
ODABRANA POGLAVǈA GEOMETRIJE A

— zadaci za ve�be —

1 Euklidska geometrija - izometrije i sliqnosti

1. Dokazati da je slede�a transformacija izometrija i odrediti osnovne komponente
x′ = x− 2, y′ = y + 1.

2. Dokazati da je slede�a transformacija izometrija i odrediti osnovne komponente
x′ = 3

5x−
4
5y + 4, y′ = 4

5x+ 3
5y.

3. Dokazati da je slede�a transformacija izometrija i odrediti osnovne komponente
x′ = −y + 1, y′ = −x+ 2.

4. Dokazati da je slede�a transformacija izometrija i odrediti osnovne komponente
x′ = 5

13x+ 12
13y +

1
3 , y
′ = 12

13x−
5
13y +

1
2 .

5. Ispitati transformaciju x′ = − 5
13x−

12
13y −

14
13 , y

′ = − 12
13x+ 5

13y +
47
13 .

6. Ispitati transformaciju x′ = −x+ 2, y′ = −y + 2.

7. Ispitati transformaciju x′ = 1
2x+

√
3
2 y + 1, y′ =

√
3
2 x−

1
2y − 1.

8. Ispitati transformaciju x′ = 4
5x+ 3

5y + 1, y′ = 3
5x−

4
5y + 2.

9. Odrediti formule osne refleksije u odnosu na pravu x+ 2y − 3 = 0.

10. Odrediti formule rotacije ravni oko taqke S(3, 2) za ugao π/6.

11. Odrediti formule rotacije koja slika A(1, 2) i B(
√
3+2
2 , 32 ) u A

′( 32 ,
√
3+2
2 ) i B′(2, 1) redom.

12. Odrediti formule klizaju�e refleksije ravni sa osom y = x + 3 koja slika taqku
A(1, 6) u taqku sa oordinatom 6.

13. Odrediti formule klizaju�e refleksije koja slika A(0, 0) i B(0, 1) u A′(1, 1) i B′(2, 1)
redom.

14. Odrediti formule homotetije ravni sa centrom u S(1,−2) koja slika taqku A(−1, 2)
u A′(2,−4).

15. Odrediti formule homotetije koja slika taqke A(3, 2) i B(−1, 0), redom u taqke u
taqke A′(0,−1) i B′(8, 3)

16. Ispitati transformaciju x′ = −3x+ 4y − 4, y′ = 4x+ 3y − 8.

17. Ispitati transformaciju x′ = 5x− 12y + 8, y′ = 12x+ 5y − 16.

18. Ako je α realan broj odrediti sve izometrije prostora koje su oblika
x′ = px+ qy + α, y′ = rx+ sy + α, z′ = ux+ vy + wz + α.

19. Dokazati teoremu o transmutaciji: Ako su Sπ i I redom, refleksija i izometrija
prostora Rn, n = 1, 2, 3, tada je I ◦Sπ ◦I−1 = Sπ′ refleksija prostora Rn gde je π′ = I(π).

20. Dati su krugovi S1 : (x+1)2 + (y− 1)2 = 1 i S2 : (x− 3)2 + (y− 7)2 = 9. Odrediti formule
homotetija koje slikaju S1 u S2.

2 Afina geometrija - afina preslikavaǌa
1. Odrediti formule afine transformacije koja slika A(1, 1), p : x − y = 2, q : x + y = 0

redom u A′(2, 3), p′ : x′ − y′ = 3, q′ : 7x′ − 3y′ = −3.

2. Ispitati xta je kompozicija dve homotetije.

3. Dokazati da skup svih translacija i homotetija qini grupu.

4. Neka su HS i A redom, homotetija sa centrom u S i afina transformacija afinog
prostora An, pokazati da je A ◦ HS ◦ A−1 = HS′ homotetija prostora sa centrom u
S′ = A(S).

5. Odrediti kada dve homotetije komutiraju.

6. Dokazati da je transformacija M 7→ αA+βB+(1−α−β)M translacija ili homotetija.



7. Odrediti formule dilatacije ravni sa:
a) koeficijentom α = −2, osnovom y = 0 i pravcem dilatacije paralelnim pravoj
x = 0.
b) koeficijentom α = −4, osnovom y = x i pravcem dilatacije paralelnim pravoj
y = −x.

8. Odrediti formule dilatacije ravni sa osnovom p : x− 2y = 0, koja taqku A(1, 1) slika
u A′(2, 2).

9. Odrediti formule transvekcije ravni sa:
b) osnovom x− y = 0 u pravcu vektora (3, 3),
a) osnovom x+ 2y = 3 koja slika A(2, 3) u A′(4, 2).

10. Odrediti formule transvekcije ravni A2 kojom se taqke A(1,−1), B(2, 3) redom slikaju
u taqke A′(2, 0), B′(4, 5).

11. Odrediti formule paralelnog projektovaǌa na pravu s : x + 2y − 3 = 0 u pravcu
paralelnom pravoj p : y = x.

12. Odrediti formule paralelnog projektovaǌa na pravu s : 2x− y+1 = 0 kojim se taqka
A(3, 1) slika u A′(1, 3).

13. Na ivicama BC,CA,AB trougla ABC, date su redom taqke P,Q,R tako da va�i
−−→
BP−−→
PC

=
−−→
CQ
−−→
QA

=
−→
AR−−→
RB

= λ. Taqke X,Y, Z su redom preseqne taqke pravih AP i CR, BQ i CR,
odnosno BQ i AP . Odrediti odnose povrxina trouglova XY Z i ABC.

3 Konike
1. Dokazati da su sve elipse afino podudarne jediniqnom krugu.

2. Pokazati da su sve parabole sliqne.

3. Pokazati da je proizvoǉna hiperbola afino ekvivalentna ravnostranoj.

4. (Ojlerov krug) Neka su A1, B1, C1 sredixta stranica BC,CA i AB trougla ABC, A′, B′, C ′
podno�ja normala redom iz A,B,C na BC,CA,AB, H ortocentar trougla, a A2, B2, C2

sredixta du�i AH,BH,CH. Koriste�i homotetiju pokazati da taqke A1, B1, C1, A′,
B′, C ′, A2, B2, C2 pripadaju jednom krugu.

5. Elipsa seqe stranice BC,CA i AB trougla ABC redom u A1 i X, B1 i Y i C1 i Z, gde
su A1, B1, C1 sredixta stranica BC,CA,AB. Dokazati da se prave AX,BY,CZ seku u
jednoj taqki S. Odrediti polo�aj taqke S u odnosu na centar elipse O i te�ixte
trougla T .

6. Ako ivice BC,CA,AB trougla ABC dodiruju elipsu u taqkama P,Q,R dokazati da se
prave AP,BQ,CR seku u jednoj taqki.

7. Strane P1P2, P2P3, . . . , PnP1 mnogougla P1P2 . . . Pn dodiruju elipsu u taqkama A1, . . . An.
Dokazati da je A1P1 ·A2P2 . . . AnPn = P2A1 · P3A2 · · ·P1An.

4 Projektivna geometrija
1. a) Na�i formule projektivnog preslikavaǌa koje redom slika taqke A(−1 : 0 : 0),

B(−3 : 2 : 0), C(2 : 0 : 1), D(1 : 2 : −5) u taqke A1(2 : 1 : 0), B1(1 : 0 : −1), C1(0 : 3 : −1),
D1(3 : −1 : 2).
b) Odrediti invarijantne taqke i invarijantne prave preslikavaǌa.
v) Kako glase formule preslikavaǌa u odgovaraju�im afinim koordinatama?

2. Dato je preslikavaǌe formulama λx′1 = x2 + x3, λx′2 = x1 + x3, λx′3 = x1 + x2. Dokazati
da je transformacija hiperboliqka homologija.

3. U proxirenoj afinoj ravni dato je preslikavaǌe formulama λx′1 = −2x1−x2−x3, λx′2 =
x1 + x3, λx′3 = 3x1 + 3x2 + 2x3. Odrediti bar jedan krug koji se ovom transformacijom
slika u parabolu.

4. U proxirenoj afinoj ravni dat je krug k : (x−1)2+(y−1)2 = 1. Odrediti bar jedno pro-
jektivno preslikavaǌe ravni kojom se ovaj krug slika u hiperbolu sa asimptotama
x = y, x = −y.



5. U proxirenoj euklidskoj ravni dat je krug x2 + y2 = 1. Neka je C beskonaqno daleka
taqka y-ose. Odrediti jedno projektivno preslikavaǌe ravni, kojim se dati krug
preslikava u hiperbolu qiji je centar S(1, 1), asimptote su paralelne kooordinat-
nim osama, a f(C) = S.

6. Na�i formule projektivne transformacije ravni f koja redom slika taqke A(4 : 1 : 1),
B(−2 : 2 : 1), C(−3 : 1 : −1) u taqke A1(−1 : −1 : 1), B1(−3 : 1 : −2) i C1(5 : 2 : −1), a pravu
x1 + x2 + 3x3 = 0 u beskonaqno daleku pravu. Na�i sliku kruga opisanog oko trougla
ABC u ovoj transformaciji. Koji je (euklidski) tip te krive?

7. Na�i projektivno preslikavaǌe proxirene afine ravni koje slika prave a : x = 0,
b : y = 0, c : y = 1− x redom u prave b, c, a, a te�ixte trougla qije stranice pripadaju
tim pravama u presek pravih x − y = 0, x − y = 2. Koja prava se slika u beskonaqno
daleku ovim preslikavaǌem? Xta je slika kruga opisanog oko tog trougla?

8. Proizvoǉna konika dodiruje ivice BC,CA,AB trougla ABC u taqkama P,Q,R. Neka
su A′, B′, C ′ preseqne taqke parova pravih QR i BC, RP i AC, PQ i AB. Dokazati da
su AP,BQ,CR konkurentne prave i da su A′, B′, C ′ kolinearne taqke.

5 Inverzivna geometrija
1. Neka taqka P ne pripada krugu k i neka je P ′ = ψk(P ). Ako krug l sadr�i taqke P p

P ′ onda su krugovi k i l ortogonalni.

2. Neka su k i l dva kruga euklidske ravni. Tada je ψk(l) = l ako i samo ako su krugovi
k i l ortogonalni.

3. Neka su A,B, P,Q qetiri razne kolinearne taqke i k krug sa preqnikom PQ. Tada
va�i ψk(A) = B ako i samo ako je H(A,B, P,Q).

4. Neka su k1(O, r1) i k2(O, r2) dva koncentriqna kruga. Dokazati da je kompozicija
inverzija ψk2 ◦ ψk1 homotetija sa centrom u O i koeficijentom r22

r21
.

5. Neka je F familija krugova koji se me�usobno dodiruju u taqki O. Xta je slika
ove familije u inverziji sa centrom O?

6. Data je transformacija ravni f(z) = iz+4+2i. Pokazati da je u pitaǌu izometrija,
odrediti ǌen tip i osnovne komponente.

7. Korix�eǌem kompleksnih koordinata na�i slike taqaka A(3, 1) i B(2, 4) pri inverz-
iji u odnosu na krug k : (x− 2)2 + (y + 1)2 = 5.

8. Odrediti Mebijusovu transformaciju kojom se taqke 2i,∞, 3 slikaju redom u ∞, 1, i.

9. Na�i Mebijusovu transformaciju koja predstavǉa rotaciju oko taqke w0 za ugao α.

10. Na�i linearnu Mebijusovu transformaciju koja slika jediniqni krug k : x21 + x22 = 1
u k′ : (x1 − 5)2 + x22 = 9, a taqku i u taqku 2.

11. Na�i Mebijusovu transformaciju koja slika unutraxǌost kruga k : x21 + x22 = 1 u
skup x1 > 0, a taqku −i u 0.

12. Xta je slika drugog kvadranta pri Mebijusovoj transformaciji f(z) = z+i
z−i?

13. Na�i sve Mebijusove transformacije u kojima je x1-osa invarijantna.

14. Na�i sve Mebijusove transformacije u kojima je ∞ jedina invarijantna taqka.

15. Na�i sve Mebijusve transformacije u kojima su invarijantne taqke 0 i ∞.

16. Dat je krug k u kompleksnoj ravni sa centrom C(1 + 2i) i polupreqnikom r = 1. Za-
pisati formule inverzije u odnosu na krug k kao konjugovanu Mebijusovu transfor-
maciju.

17. Krugovi k1 i k2 se dodiruju u taqki P tako da je k2 unutar k1. Dokazati da za
proizvoǉni krug k3 koji dodiruje k1 i k2 postoji familija krugova {ki} takvih da kn
dodiruje kn−1, k1, k2.



6 Hiperboliqka geometrija - Poenkareov disk model
1. Neka je z1 kompleksna koordinata h-taqke M1. Na�i kompleksnu koordinatu h-taqke

M takve da je M1 h-sredixte h-du�i OM , gde je O centar apsolute:
a) z1 = 1

4 − ı
√
3
4 , b) z1 =

√
2
2 + ı 12 , v) z1 = 1

6 + ı
√
3
6 .

2. Neka je z kompleksna koordinata h-taqke M . Na�i kompleksnu koordinatu h-taqke
M1 takve da je M1 h-sredixte h-du�i OM , gde je O centar apsolute:
a) z = 3

10 + ı 3
√
3

10 , b) z = 1
5 + ı 2

√
2

5 , v) z =
√
7
5 − ı

3
5 .

3. Neka je z kompleksna koordinata h-taqke M . Odrediti jednaqinu h-simetrale h-
du�i OM ako je:
a) z = 1

4 + ı
√
3
4 , b) z = 2

5 − ı
1
5 , v) z = 1

3 − ı
2
5 .

4. Date su dve h-taqke A i B sa kompleksnim koordinatama z1 i z2. Odrediti jednaqinu
h-prave koja ih sadr�i:
a) z1 = 1

4 + ı 34 , z2 = 1
2 + ı 12 ; b) z1 = − 4

5 + ı 15 , z2 = 2
5 − ı

1
5 ; v) z1 = 2

5 − ı
1
5 , z2 = − 2

3 + ı 13 .

5. Data je h-taqka M svojom kompleksnom koordinatom z. Odrediti ǌeno hiperboliqko
rastojaǌe od centra apsolute:
a) z = 1

3 + ı
√
3
3 , b) z = −

√
13
5 + ı

√
3
5 .

6. Date su dve h taqke A i B svojim kompleksnim koordinatama z1 i z2. Na�i ǌihovo
hiperboliqko rastojaǌe, a zatim odrediti i jednaqinu h-simetrale du�i AB:
a) z1 = 1

2 − ı
1
2 , z2 = 1

4 − ı
3
4 ; b) z1 = 2

3 − ı
1
3 , z2 = 1

6 − ı
5
6 .

7. Neka su l̃1 i l̃2 dva euklidska kruga, sa centrima C1 i C2, koji odre�uju dve h-prave
l1 i l2 u Poenkareovom disk modelu. Neka su c1 i c2, redom polare taqaka C1 i C2 u
odnosu na apsolutu, a z1 i z2 kompleksne koordinate taqaka C1 i C2. Pokazati da
va�i:

l1 ⊥ l2 ⇔ C2 ∈ c1 ⇔ C1 ∈ c2 ⇔ Re z1z2 = 1.

8. Odrediti jednaqinu h-prave koja sadr�i taqku A i normalna je na h-pravoj l.
a) A( 13 + ı 23 ), a centar l̃ je C(1− ı), b) A( 13 + ı 23 ), l1 : x2 = 1

2x1.

9. Date su dve hiperparalelne h-prave l1 i l2. Odrediti jednaqinu ǌihove h-normale:
a) Centri l̃1 i l̃2 su C1(

1
2 − i

3
2 ) i C2(

1
2 + i);

b) l1 : x2 = 0, a centar l̃2 je C2(
1
2 + i).

10. Odrediti jednaqinu h-kruga sa centrom u A koji sadr�i taqku B:
a) A( 12 − ı

1
2 ), B( 14 − ı

3
4 ); b) A( 12 − ı

1
2 ), B(− 1

3 + ı 13 ).

11. Odrediti jednaqinu oricikla koji sadr�i taqku A a odre�en je beskonaqno dalekim
centrom X:
a) A(− 1

4 + ı 13 ), X(−
√
3
2 + ı 12 ); b) A(− 1

2 + ı 12 ), X(
√
2
2 + ı

√
2
2 ).

12. Odrediti jednaqinu ekvidistante koja je odre�ena osnovicom l i sadr�i taqku A:
a) A( 23 + ı 13 ), a centar l̃ je C(1 + 2ı), b) A( 23 + ı 13 ), l1 : x2 = x1.

13. Odrediti formule svih h-rotacija oko taqke A gde je:
a) A = O; b) A( 12 + i 12 ).

14. Odrediti formule svih oricikliqkih rotacija sa centrom u X = 1.

15. Pokazati da je indirektna h-izometrija z 7→ (3+ı)z+ı
−ız+3−ı h-refleksija i odrediti ǌenu

osnovicu.

16. Odrediti formule oricikliqke rotacije sa centrom u beskonaqno dalekoj taqki X
kojom se taqka A slika u A1, ako je X = 3

5 + ı 45 , A(
1
2 + ı 12 ) i A1(

17
50 − ı

31
50 ).

17. Odrediti formule dve oricikliqke rotacije kojima se taqka A( 23+ı
1
3 ) slika u A1(− 1

4+
ı 13 ).

18. Odrediti formule (hiperboliqke) translacije za vektor 2
−−→
AA1:

a) A(− 1
3 + ı 13 ), A1(

1
4 + ı 12 ), b) A(− 1

3 + ı 13 ), A1(
1
2 + ı 12 ).


