
9. Poliedri nultog roda

Neka su ω1 i ω2 dva poliedra i Ai , i � 1,2 skup qiji su

elementi temena ivice i p	osni poliedra ωi .

Definicija

Ako postoji bijekcija A1 � A2 kojom se incidentna temena,

ivice i p	osni ω1 slikaju u incidentna temena, ivice i

p	osni ω2 onda su ω1 i ω2 izomorfni.

Ako zadamo da se A1,B1, . . . slikaju

REDOM u A2,B2, . . . onda se ivica

A1B1 incidentna sa A1 i B1 mora

slikati u A2B2 koja je incidentna sa

A2 i B2. Sliqno, p	osan A1B1C1D1

incidentna sa ivicama A1B1 i B1C1

se slika u A2B2C2D2, incidentnu sa

A2B2 i B2C2.

Definicija

Ako postoji bijekcija A1 � A2 kojom se incidentna temena,

ivice i p	osni ω1 slikaju u incidentne p	osni, ivice i

temna ω2 onda su ω1 i ω2 dualni.

Ako zadamo da se p	osni B1C1D1,

A1C1D1, A1B1D1 i A1B1C1 slikaju RE-

DOM u temena A2,B2,C2,D2, onda se

ivica C1D1 incidentna sa B1C1D1 i

A1C1D1 slika u ivicu A2B2 inci-

dentnu sa A2 i B2. Sliqno se C1B1

slika u A2D2, a teme C1 incidentno sa

C1D1 i C1B1 u p	osan A2B2D2 inci-

dentnu sa A2B2 i A2D2.



Definicija

Prost poligon qije su ivice ujedno i ivice poliedarske pov.

ω je povratni poligon te povrxi.

Dakle, povratni poligon ω je bilo

koja zatvorena poligonska linija, bez

samopreseca�a qije su ivice neke od

ivica polied. povrxi.

Definicija

Povratni poligon razla�e tu povrx ako postoji par p	osni

te povrxi takve da svaki lanac te povrxi koji ih spaja

sadr�i najma�e jedan par susednih p	osni qija je zajedniqka

ivica ujedno i ivica povratnog poligona.

Neformalno govore�i, ako bismo "razrezali" poliedarsku

povrx po povratnom poligonu, dobili bismo nepovezane kom-

ponente. Protumaqimo definiciju: postoji par p	osni (koje

�e zavrxiti u odvojenim komponentama) jer �e SVAKI lanac

koji ih spaja biti razrezan (zato xto sadr�i par susednih

p	osni qija je zajedniqka ivica sa povratnog poligona pa �e

biti "preseqena").

Definicija

Rod poliedarske povrxi je maksimalan broj povratnih

poligona te povrxi, koje nemaju zajedniqkih taqaka i

ne razla�u tu povrx.

Rod povrxi je termin iz matematiqke discipline koja se

zove topologija. U euklidskoj geometriji koju smo uqili u

xkoli dva jediniqna kvadrata se ne razlikuju, zapravo pos-

toji preslikava�e "koje odgovara toj geometriji" koje slika

jedan u drugi.

Po istom principu, postoje preslikava�a koja "odgovaraju"

topologiji. Ta preslikava�a "zanemaruju" meru, ivice i

temena, "quvaju" neprekidnost.



Ako "iseqemo" polied. povrx sa gor�e slike

u sredini, po plavom poligonu, dobi�emo

povrx "ekvivalentnu" omotaqu va	ka (slika

levo). Kriva po kojoj smo sekli je sada plavi

rub. Dakle mo�emo u ovom sluqaju na�i bar

jedan povratni poligon koji ne razla�e

povrx.
Ako "potra�imo" jox neki povratni poligon, on sa

prethodnim ne sme imati zajedniqkih taqaka. Zato �e biti

ekvivalentan nekoj od krivih nacrtanih crvenom bojom

(obilazi oko ose va	ka ili ne). U svakom sluqaju, slede�i

povratni poligon �e povrx razlo�iti.

Mo�e se pokazati da je ovo primer odabira maksimalnog broja

povratnih poligona koje ne razla�u datu povrx, pa je �en rod

(kao i rod torusa) jedan .

Nada	e se bavimo poliedarskim povrxima roda 0 (onima koji

su "ekvivalentni" sferi).

Teorema (8.5)

(Ojlerova formula) Neka su T , I i P broj temena, ivica i

p	osni poliedarske povrxi roda nula. Tada je

T � I � P � 2. BD

χ � T � I � P se naziva karakteristikom povrxi.

Definicija

Poliedar je topoloxki pravilan ako:

-svako �egovo teme je incidentno sa istim brojem ivica

-svaka �egova p	osan je incidentna sa istim brojem ivica.

Teorema

Postoji taqno 5, neizomorfnih, topoloxki pravilnih

poliedarskih povrxi roda nula.

Dokaz. Prvo �emo pokazati da postoje tih 5 poliedarskih

povrxi, a zatim �emo pokazati da drugih, neizomorfnih

�ima, nema.



Tetraeadar. Postoje 4 nekomplanarne taqke, A, B, C , D.
�ima su odre�ene trougaone povrxi

ABC , ABD, ACD i BCD, za koje se
mo�e pokazati da qine povezani skup

trougaonih povrxi koji je i

poliedarska povrx , i to roda nula .

Pri tom svaka p	osan je trougaona i

svako teme je incidentno sa tri ivice,

pa je povrx i topoloxki pravilna .

Ovakav poliedar nazivamo tetraedrom. On ima T � 4 temena,

I � 6 ivica i P � 4 p	osni. Uoqimo da je i poliedar dualan

tetraedru tako�e tetraedar, zato je T � P.

Heksaedar. Neka je ABCD qetvorougao ravni π i p prava te

ravni takva da su A,B,C ,D sa iste �ene strane. Neka je O >~π
i A1 taqka otvorene du�i OA. Neka su σ, σ1 i σ2 poluravni sa

rubom p koje, redom, sadr�e taqke A1, A, O.
S obzirom da poluravan σ seqe otvorenu

du� OA ona pripada otvorenom diedru

σ1σ2. Zato seqe i svaku drugu otvorenu

du� kojoj su temena na p	osnima.

Posebno, seqe OB, OC , OD u B1,C1,D1.

Prave AA1 i BB1 se seku pa je ABB1A1

ravan poligon. Sliqno, BCC1B1,

CDD1C1, ADD1A1, ABCD, A1B1C1D1 su

poligonske povrxi.
Kao ranije, one qine poliedarsku povrx roda nula. Pri tom,

svaka p	osan je incidentna sa 4 ivice, a svako teme sa 3, pa je

topoloxki pravilan. Va�i T � 8, I � 12, P � 6. Ovaj poliedar

zovemo heksaedrom.

Oktaedar. Na�imo poliedarsku povrx dualnu heksaedru.

Odaberimo po jednu taqku sa svake otvorene p	osni heksaedra

A,B,C ,D,E , videti sliku. S obzirom da susedne p	osni

heksaedra imaju zajedniqku ivicu, pove�imo du�ima taqke sa

susednih p	osni. To su ivice nove povrxi.
Trougaone povrxi ABE ,BCE , . . . qine
poliedarsku povrx, roda nula, dualnu

heksaedru. Svaka p	osan je trougaona,

svako teme je incidentno sa 4 ivice.

Zovemo ga oktaedrom. Kako je teme

heksaedra incidentno sa tri p	osni,

tom temenu odgovara trougaona p	osan

oktaedra.
T � 6, I � 12, P � 8.



Dodekaedar. Sliqnim postupkom kao za heksaedar mo�e se

pokazati egzistencija dodekaedra.

�egove p	osni su petouglovi, a svako

teme je incidentno sa 3 p	osni.

Dodekaedar ima T � 20 temena, I � 30
ivica i P � 12 p	osni.

Ikosaedar. Poliedar dualan dodekaedru je ikosaedar. S

obzirom da su kod dodekaedra tri petougla incidentna sa

jednim temenom, kod ikosaedra je sa jednim temenom

incidentno pet trouglova.

Zato ikosaedar ima T � 12 temena,

I � 30 ivica i P � 20 p	osni.

Poka�imo sada da je svaki topoloxki pravilan poliedar

roda nula izomorfan jednom od prethodnih. Neka su �egove

p	osni incidentne sa p ivica, a temena sa q ivica.

"Prebrojimo" ivice ovog poliedra.

qT � 2I � pP, (jer je svaka ivica incidentna sa 2 temena,

odnosno sa dve p	osni).

Iz Ojlerove formule onda sledi
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Pri tom je p,q C 3,p,q > N, a prethodna nejednakost je
simetriqna po p i q. Lako je utvrditi da su jedina rexe�a te

nejednaqine �p,q� > ��3,3�, �3,4�, �4,3�, �3,5�, �5,3��.



Sluqaj �p,q� � �3,3�. S obzirom da je 1
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je I � 6, a zatim poliedar ima T �
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q � 4 temena i P �
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p	osni. P	osni su (p � 3) trougaone, a svako teme je

incidentno sa q � 3 ivice, pa i p	osni. Dakle, u pita�u je

tetraedar.

Sliqno se ostali sluqajevi svode na neki od preostalih

poliedara.

Na temu poliedara se vixe ne�emo vra�ati. Zato �emo

sada naglasiti slede�e. Za pravilni poliedar postoji grupa

"kreta�a" prostora koje ga slikaju u sebe. Zato on ima za

p	osni me�usobno podudarne pravilne mnogouglove (u ter-

minima koje znamo iz xkole, a koje �emo tek kasnije na

kursu uvesti). Postoji taqno 5 pravilnih poliedara, koji

se nazivaju Platonovim telima . To su pravilni poliedri

gore navedenih tipova.

P	osni pravilnog oktaedra su jed-

nakostraniqni trouglovi, svaki od

dijagonalnih preseka ABCD, AFCE ,
FBED je kvadrat, pa su dijagonale

AC ,BD,EF podudarne i me�usobno se

polove.


