
5. Ugao i diedar

Definicija

Skup taqaka dve razne poluprave jedne ravni sa zajedniqkim

temenom O je ugaona linija pq. Poluprave p i q su kraci,

taqka O je teme te ugaone linije.

Teorema (5.1)

Neka je pq ugaona linija ravni π. Relacija povezivosti

parova taqaka je relacija ekvivalencije na skupu π ∖ pq sa

taqno dve klase ekvivalencije. BD

Definicija

Svaku od ovih klasa ekvivalencije nazivamo otvorenim

uglom i oznaqavamo ∠(pq). Uniju jednog otvorenog ugla i

odgovaraju�e ugaone linije nazivamo zatvorenim uglom i

pixemo ∠[pq]. Ukoliko nije od znaqaja da li je ugao otvoren

ili zatvoren oznaqavamo ga sa ∠pq, ∠pOq ili ∠POQ, gde

P ∈ p, Q ∈ q.
Definicija

Dva razna ugla jedne ravni sa zajedniqkom ugaonom linijom su

me�usobno komplementni.

Definicija

Ako specijalno dopustimo da se poluprave p i q poklapaju

(tada postoji samo jedna klasa ekvivalencije u Teoremi 5.1),

onda odgovaraju�i ugao nazivamo punim uglom.



Definicija

Ako su kraci ugla komplementne poluprave, onda je ugao

opru�en. Dva ugla jedne ravni koji imaju zajedniqki krak i

sem toga nemaju drugih zajedniqkih taqaka su susedni.

Susedni uglovi kojima su nezajedniqki kraci komplementne

poluprave su naporedni. Konveksni uglovi pq i p′q′ qiji su

kraci p i p′, tj. q i q′ komplementne poluprave su unakrsni.

Teorema (5.3)

Poluprava sa temenom O koja pripada uglu sa temenom O
razla�e taj ugao na dva ugla. BD

Teorema (5.4)

Skup koji se sastoji od n raznih polupravih jedne ravni sa

zajedniqkim temenom razla�e tu ravan na n otvorenih

uglova. BD

Ako ka�emo da poluprave razla�u ra-

van na uglove ∠a1a2, ∠a2a3,...onda
time jox ka�emo, kraj�e neformalno,

da qitaju�i nazive polupravih redom

(u smeru kaza	ke na satu ili obrnuto)

qitamo a1, a2, a3, ...



Sada �emo navesti va�nu karakterizaciju taqaka ugla.

Teorema

Svaka taqka neke poluprave sa temenom O pripada

otvorenom , konveksnom , neopru�enom uglu ∠pOq ako i

samo ako ta poluprava seqe otvorenu du� PQ gde su P ∈ p,
Q ∈ q proizvo	ne taqke P,Q ≠ O. BD

Dakle, taqka X pripada otvorenom,

konveksnom, neopru�enom uglu ∠pq ako

i samo ako poluprava OX seqe otvorenu

du� PQ gde su P i Q proizvo	ne taqke

kraka p i q.

Teorema (5.5)

Neka su P i Q taqke kraka konveksnog, neopru�enog ugla pOq i

neka je a prava ravni tog ugla koja sadr�i teme O. Bilo koja

taqka prave a, sem O pripada otvorenom uglu pq ili �emu

unakrsnom uglu ako i samo ako a seqe (PQ). BD

Ako su A,B,C tri nekolinearne taqke, mo�e se pokazati da

prave AB,BC , CA razla�u ravan na 7 oblasti. Taqka D koja

pripada nekoj od ovih oblasti onda pripada bar jednom paru

unakrsnih uglova sa temenima A, B ili C .

Teorema (5.8)

(Drugi Peanov stav) Ako su A,B,C tri nekolinearne taqke,

tada taqka D pripada ravni ABC ako i samo ako pripada

skupu taqaka pravih koje sadr�e: taqku A i neku taqku

zatvorene du�i [BC ], ili taqku B i neku taqku [CA], ili
taqku C i neku taqku [AB]. BD

Definicija

Skup taqaka dve zatvorene

poluravni α i β sa zajedniqkim

rubom s je diedarska povrx αβ.
Poluravni α i β su �ene strane

ili p	osni, a s je �ena ivica.



Teorema (5.9)

Relacija povezivosti parova taqaka je relacija ekvivalencije

na skupu S ∖ αβ sa taqno dve klase ekvivalencije. BD

Definicija

Svaku od klasa ekv. nazivamo otvorenim diedrom i

oznaqavamo sa ∠(αβ). Unija otvorenog diedra i odgovaraju�e

diedarske povrxi je zatvoren diedar ∠[αβ]. Pojmovi
komplementnih, punih, susednih, naporednih i unakrsnih

diedara se definixu u analogiji sa odgovaraju�im pojmovima

vezanim za uglove.

Teorema (5.10)

Skup n raznih poluravni sa zajedniqkom ivicom razla�e

prostor na n otvorenih diedara. BD

Da�emo sada i karakterizaciju taqaka otvorenog diedra.

Teorema (5.11)

Svaka taqka neke poluravni sa rubom s
pripada otvorenom , konveksnom ,

neopru�enom diedru αβ sa rubom s ako
i samo ako ta poluravan seqe otvorenu

du� (PQ), gde P ∈ α,Q ∈ β, P,Q ∈/ s. BD

Ako su A,B,C ,D nekomplanarne taqke,

onda ravni �ima odre�ene razla�u

prostor na 15 oblasti, od kojih svaka

pripada bar jednom paru unakrsnih

diedara qije p	osni pripadaju ravnima

ADB i ADC , tj. BDA i BDC , tj. CDA i

CDB.

Teorema (5.12)

(Tre�i Peanov stav) Ako su A,B,C ,D qetiri nekomplanarne

taqke, tada je E taqka prostora S ako i samo ako pripada

skupu taqaka ravni koje sadr�e pravu AD i neku taqku

zatvorene du�i [BC ] ili pravu BD i neku taqku [CA] ili
pravu CD i neku taqku [AB]. BD


