
27. Poenkareov disk model

Prikaza�emo jedan poznati model hiperboliqke geometrije

ravni, Poenkareov disk model.
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Posmatrajmo jediniqni krug k euklidske

ravni π sa centrom O. Taqke unutrax�osti

ovog kruga su taqke modela i nazivamo ih

h-taqkama.
Skup svih h-taqaka je h-ravan, krug k nazivamo apsolutom, a

specijalno taqku O nazivamo centrom apsolute.
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Neka je l̃ prava ili krug ravni π, normalan
na apsolutu k . Tada l̃ i k imaju dve

zajedniqke euklidske taqke X i Y .

Tada je l̃ u euklidskom smislu prava ako i samo ako l̃ sadr�i
centar apsolute O. Skup taqaka l̃ koje su ujedno i h-taqke je
h-prava i oznaqava�emo je sa l . Taqke preseka apsolute i l̃ , X
i Y , naziva�emo beskonaqno dalekim taqkama h-prave l .
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Videli smo na ve�bama da se inverzijom u

odnosu na krug skup prava i krugova slika u

sebe. Pri tom su prave i krugovi ortogonalni

na krug inverzije invarijantni za tu

inverziju. Dakle inverzijom ψk svaka prava

ili krug l̃ ortogonalna na k se slika u sebe.

Neka su A i B h-taqke i l h-prava koja ih sadr�i. Tada l̃
sadr�i i A′ = ψk(A) i B ′ = ψk(B). Dakle, l̃ je e-epicikl

(krug ili prava) odre�en taqkama A,B,A′. On sadr�i i

B ′. Zato za dve h-taqke postoji taqno jedna h-prava koja

ih sadr�i.



Ako je l̃ u euklidskom smislu krug, smatramo da je h-taqka A
h-izme�u h-taqaka B i C ako pripada luku BC kruga l̃ koji je

podskup unutrax�osti apsolute.

Ako je l̃ u euklidskom smislu prava, h-taqka A h-izme�u
h-taqaka B i C ako je i euklidski A izme�u B i C .
Po definiciji, sve h-taqke A koje su h-izme�u B i C je h-du�
BC .
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Mo�e se pokazati da ovako definisane h-taqke, h-prave i
relacija h-izme�u zadovo	avaju aksiome incidencije i
aksiome poretka.

Ako l̃ seqe apsolutu u taqkama X i Y i sadr�i h-taqku A, onda
su otvorene h-poluprave skupovi taqaka otvorenih lukova

ÂX i ÂY koji pripadaju h-ravni.

h-refleksija.
Neka je l h-prava. Tada je l̃ krug ili prava ortogonalna na

apsolutu k .
Ako je l̃ prava h-refleksiju u odnosu na l definixemo kao

restrikciju euklidske refleksije Sl̃ na h-ravan (unutrax�ost

apsolute).
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Ako je l̃ krug, definixemo da je

h-refleksija u odnosu na l restrikcija
inverzije ψl̃ na h-ravan.

Uoqimo da u oba sluqaja Sl̃ , odnosno ψl̃ slikaju apsolutu u sebe

(jer je l̃�k), a zatim i h-ravan u sebe, pa je h-refleksija
dobro definisana . Pri tom se h-poluravan qiji je rub l
slika u komplementnu h-poluravan.

Da	e, definixemo h-izometriju kao kompoziciju konaqno

mnogo h-refleksija. Re�i �emo da je par h-taqaka (A,B)
h-podudaran paru (C ,D) ((A,B) ≅h (C ,D)), ako postoji

h-izometrija koja slika h-taqke A i B u C i D.

Zatim se mo�e pokazati da ovako definisana relacija

podudarnosti parova h-taqaka zadovo	ava aksiome
podudarnosti, a da	e i da su zadovo	ene aksiome

neprekidnosti, pa je u pita�u model apsolutne geometrije.

Euklidski, ugao izme�u dve glatke krive koje se seku je ugao

izme�u �ihovih tangenti u preseqnoj taqki. Za krug, kao

epicikl smo formalno definisali tangentu.

Primedba Inverzija u odnosu na krug "quva" uglove, tj. ako

se dve krive seku pod uglom α, �ihove slike u inverziji se

seku pod podudarnim, ali suprotno orijentisanim uglom.



Primedba...
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S obzirom da je h-opru�en ugao i euklidski

opru�en, zbog ove osobine inverzije sledi da

je "�egova polovina" h-prav ugao ujedno i

euklidski prav, itd.

Dakle, va�i da je h-ugao izme�u l1 i l2 iste mere kao euklid-

ski ugao izme�u tangenti na l̃1 i l̃2.

Posmatrajmo sada h-trougao ABO gde je O centar apsolute t.d.

je h-ugao AOB prav.
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Posmatrajmo i euklidsku, kao i h-pravu l
odre�enu h-taqkama A i B. Tangenta na l̃ u
taqki A pripada euklidskom uglu ∠OAB, pa
je ∠hOAB <∠eOAB. Sliqno,∠hOBA <∠eOBA, dok je ∠hAOB =∠eAOB.

Zato je σh(△hABO) < σe(△eABO) = π. Dakle, △hABO ima

zbir unutrax�ih uglova ma�i od π, a po 2. Le�androvoj

teoremi to va�i za svaki trougao, a u datom modelu onda va�i

aksioma V-H Lobaqevskog, tj. u pita�u je model hiperboliqke

geometrije kojeg zovemo Poenkareovim disk modelom.

Dve h prave l1 i l2 se seku ako imaju zajedniqku neku h-taqku A
(tada l̃1 i l̃2 imaju zajedniqku i taqku ψk(A)).
Mo�e se pokazati da su dve h-prave l1 i l2 paralelne akko
imaju zajedniqku beskonaqno daleku taqku, tj. ako se l̃1 i l̃2
dodiruju u taqki apsolute.

h-prave l1 i l2 su hiperparalelne ako l̃1 i l̃2 nemaju zajedniqkih
(euklidskih) taqaka. Tada postoji taqno jedna h-prava
ortogonalna na l1 i l2.
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