
25. Hiperparalelnost

Neka su p i A prava i taqka koja joj ne pripada.

Neka su a,b prave �ihove ravni paralelne p, t.d.
A ∈ a,b, disjunktne sa p. Posmatrajmo par

unakrsnih uglova koje odre�uju a i b koji ne

sadr�e p. Svaka prava c , A ∈ c , koja im pripada

nema zajedniqkih taqaka sa p. Zato va�i:

Teorema (31.6)

U ravni prave p i taqke A, A ∈/p, postoji beskonaqno mnogo

pravih koje sadr�e A i ne seku p.

Definicija

Dve prave hiperboliqke ravni koje se ne seku, niti su

paralelne su hiperparalelne.

Ova relacija je oqigledno simetriqna i NIJE tranzitivna.

Teorema (31.9)

Za dve hiperparalelne prave postoji taqno jedna zajedniqka

normala.

Dokaz. Neka su a i b hiperparalelne.

Prvo, poka�imo da postoje dve prave n1 i n2
normalne na b i paralelne pravoj a. Neka je
X ∈ b proizvo	na i m poluprava sa temenom

X paralelna a (u datom "smeru").

Ako je m�b onda prava koja sadr�i m ispu�ava uslov. Ako¬m�b onda m i b odre�uju dva naporedna ugla od kojih je jedan

oxtar. Tada postoji prava n1 koja je ortogonalna na kraku tog
oxtrog ugla koji pripada b i paralelna m, a samim tim

paralelna a u datom smeru. Sliqno, postoji n2 normalna na b
i paralelna a u drugom "smeru".



Neka n1 i n2 seku b u N1 i N2 i neka je S
sredixte du�i N1N2. Neka je n prava, S ∈ n,
n�b. Neka su s1 i s2 poluprave sa temenom S
paralelne redom, n1 i a, tj. n2 i a.

Ugao izme�u polupravih SN1 i s1 je oxtar, kao ugao

paralelnosti, pa ne sadr�i taqke prave n, a sliqno va�i i za∠(SN2, s2) zato n ima taqke u uglu odre�enom polupravama s1
i s2 kome pripada i a, pa n seqe a u nekoj taqki T .

Va�i Sn ∶ n,T ,b,N1 ↦ n,T ,b,N2. Prava n1 kroz N1

ortogonalna na b slika se pravu kroz N2

ortogonalnu na b, tj. u n2, pa i Sn(s1) = s2. Neka su
a1 i a2 poluprave prave a sa temenom u T redom

paralelne n1 i s1, odnosno n2 i s2.
Neka je Sn(a1) = a′

1
. Tada je a′

1
poluprava sa temenom T

paralelna n2 i s2, tj. a
′
1
= a2. Zato Sn(a) = a, pa kako je a ≠ n

sledi a�n. Ako bi postojala jox neka zajedniqka normala n′
prave a,b,n,n′ bi odre�ivale qetvorougao sa qetiri prava

ugla, (☇). Zato je n jedinstvena zajedniqka normala za a i b.

Primedba Dve prave koje se seku oqigledno nemaju zajed-

niqku normalu.

Sliqno, ako su a i b paralelne i n normalna

na a i seqe b, onda n seqe b pod oxtrim uglom

(uglom paralelnosti), pa a i b nemaju

zajedniqku normalu.

Zato, dve razne prave hiperboliqke ravni su hiperparalelne

akko imaju zajedniqku normalu.

Iz dokaza prethodne teoreme sledi i da je projekcija prave a
na pravu b du� N1N2, tj. va�i

Teorema (31.10)

Ako su dve prave hiperparalelne normalna projekcija jedne na

drugu je otvorena du�.

Primedba Mo�e se pokazati i da za proizvo	nu taqku L ∈ a
i �enu ortogonalnu projekciju L′ na b va�i LL′ ≥ TS i LL′ ≅
ST akko L = T .

Dakle, razne dve prave hiperboliqke ravni se ili seku, ili su

paralelne ili hiperparalelne (tj. imaju zajedniqku normalu).

Kako dve prave odre�uju taqno jedan pramen sledi da u

hiperboliqkoj ravni postoje taqno tri vrste pramenova:

konkurentni tj. eliptiqki, paralelni tj. paraboliqki i

ortogonalni tj. hiperboliqki ili pramen hiperparalelnih

pravih. Zato postoje i tri vrste epicikala: krugovi,

ekvidistante i oricikli.

Neka su prave a i b paralelne. Kompozicija Sb ○ Sa naziva se
oricikliqkom rotacijom ili paralelnim pomera�em.

Ako neformalno smatramo da se paralelne prave seku u

beskonaqno dalekoj taqki, dobijamo motivaciju za prvi

naziv. Sa druge strane, kako su a i b disjunktne, imamo

motivaciju za drugi naziv.



Sada direktno sledi

Teorema

Direktne izometrije hiperboliqke ravni su koincidencija,

rotacije, translacije i oricikliqke rotacije.

Indirektne izometrije hiperboliqke ravni su osne i

klizaju�e refleksije.

Dva razna pramena.

Teorema (32.1)

Dva razna paraboliqka pramena imaju taqno jednu zajedniqku

pravu.

Dokaz. Dva razne prave odre�uju taqno jedan pramen, pa dva

razna pramena ne mogu imati vixe od jedna zajedniqke prave.

Neka su prave dva pramena paralelne redom

polupravama a i b. Neka je X proizvo	na

taqka i s1 i s2 poluprave sa temenom X
paralelne redom a i b. Ako su s1 i s2
komplementne, onda one pripadaju pravoj koja

je paralelna i a i b.
Ako s1 i s2 nisu komplementne onda one odre�uju jedan
konveksan ugao. Neka je n �egova simetrala. Tada je ∠(s1,n)
oxtar. Neka je p prava ortogonalna na kraku tog oxtrog ugla

koji pripada n i paralelna s1. S obzirom daSn ∶ n, s1,p ↦ n, s2,p sledi da je p paralelna i s2 tj. p pripada

i jednom i drugom pramenu.

Kada dva razna pramena hiperboliqke ravni imaju zajedniqku

pravu?

S obzirom da postoji prava kroz datu taqku koja pripada

zadatom pramenu, ako je jedan od pramenova konkurentni, u

tom sluqaju odgovor je pozitivan.

Ako su oba pramena paraboliqki, odgovor je pozitivan (T32.1).

Ako su u pita�u dva hiperboliqka pramena Xa i Xb oni imaju

zajedniqku pravu p akko i samo ako su prave a i b
hiperparalelne (jer p treba da bude �ihova zajedniqka

normala).

Dakle, treba jox da se razmotri sluqaj kada je jedan pramen

hiperboliqki Xs , a drugi X paraboliqki pramen koji sadr�i

prave paralelne polupravoj a′ prave a.



Ranije smo pokazali da postoji prava normalna na s a
paralelna a u zadatom smeru u sluqajevima kada su a i s
hiperparalelne, kad se seku (spec. za a�s je n = s) ili kad je s
paralelna polupravoj komplementnoj a′.

U preostalom sluqaju, kad je s paralelna a′
ili sadr�i a′, ne postoji prava ortogonalna

na s i paralelna s, pa je tada odgovor
negativan.


