
22. Plejferova aksioma

Peta grupa aksioma se bavi pita�em paralelnosti. Na osnovu

Le�androvih teorema naslutili smo da postoje dve opcije

koje mo�emo razmatrati. Za svaku od �ih u petoj grupi

postoji jedna aksioma. U ovoj lekciji, prtpostavi�emo da

va�i slede�a aksioma:

V-E (Plejferova aksioma) Postoje taqka A i prava p koja je ne

sadr�i takve da u ravni �ima odre�enoj postoji taqno jedna

prava a koja sadr�i taqku A i koja je disjunktna sa p.

Geometrija zasnovana na aksiomama prve

qetiri grupe i Plejferovoj aksiomi naziva se

euklidskom ili paraboliqkom geometrijom.

S obzirom da postoje taqka A i prava p iz aksiome V-E, u
�ihovoj ravni postoji trougao qiji je defekt 0 (videti 4.

Le�androvu teoremu). Zato je defekt svakog trougla 0 (2.

Le�androva teorema), pa �e ponovo zbog 4. Le�androve

teoreme osobina iz V-E da va�i za svaku taqku i pravu koja je

ne sadr�i, tj. va�i:

Teorema (26.1)

Za svaku taqku A i pravu p koja je ne sadr�i, u ravni �ima

odre�enoj postoji taqno jedna prava a koja sadr�i taqku A i

koja je disjunktna sa p.

Ekvivalenti V-E:
-zbir unutrax�ih uglova proizvo	nog trougla je π;
-zbir unutrax�ih uglova prostog ravnog qetvorougla je 2π;
-svi uglovi Lambertovog qetvorougla su pravi;

-uglovi na protivosnovici Sakerijevog qetvorougla su pravi;



-svaka prava ortogonalna na jednom kraku oxtrog ugla seqe

drugi krak;

-ugao paralelnosti je prav;

-dve prave jedne ravni su paralelne akko su disjunktne;

-svaki ortogonalni pramen je i paraboliqki;

-postoje taqno dve vrste pramenova: konkurentni i

paraboliqki;

-svaka ekvidistanta je prava;

-postoje taqno dve vrste epicikala: krugovi i prave;

-postoji krug koji sadr�i tri proizvo	ne nekolinearne taqke.

Peti Euklidov postulat: Ako jedna prava u preseku sa

drugim dvema pravama obrazuje sa iste strane dva unutrax�a

ugla qiji je zbir ma�i od dva prava ugla, te dve prave se seku

sa one strane sa koje su ovi uglovi.

Poka�imo da su 5. Euklidov postulat i V-E ekvivalentni.

Neka va�i V-E i neka prava a seqe prave b i

c u taqkama B i C tako da sa iste strane

obrazuje dva ugla qiji je zbir ma�i od π.
Tada je bar jedan od tih uglova oxtar, npr. γ
sa temenom u C , pa je podno�je normale X iz

B na c sa iste strane prave a kao i dati

uglovi. Poluprava BX razla�e ugao sa

temenom u B na uglove ∠CBX = β1 i β2.
Kako je γ + β1 + β2 < π, a γ + β1 = π

2
sledi da je β2 oxtar. Kako

je ugao paralelnosti prav, sledi da b seqe c sa te strane

prave a.
Obratno, neka va�i 5. Euklidov postulat i

neka prava p ne sadr�i A. Ako je n, A ∈ n, n�p
i a, A ∈ a i a�n, onda su a i p disjunktne. Za

proizvo	nu drugu pravu b, A ∈ b, b obrazuje sa

n oxtar ugao, pa se na p i b koje seku n mo�e

primeniti 5. Euklidov postulat i sledi da se

b i p seku. Dakle onda va�i V-E.

Primedba Ve� smo uoqili da su indirektne izometrije (ap-

solutne) ravni osne i klizaju�e refleksije.

Direktna izometrija ravni je kompozicija Sa ○ Sb. Dve prave
jedne euklidske ravni mogu da se poklapaju, da se seku i da

budu disjunktne (tj. paralelne, tj. imaju zajedniqku normalu).

Zato va�i:

Teorema (26.6)

Direktne izometrije euklidske ravni su koincidencija,

centralne rotacije i translacije.

Indirektne izometrije euklidske ravni su osne i klizaju�e

refleksije.



Definicija

Preslikava�e HS ,k neke ravni ili prostora u sebe, gde je S
taqka domena i k ≠ 0 realan broj je homotetija sa

koeficijentom k ako proizvo	nu taqku X slika u X ′ tako da

va�i:

1. S ,X ,X ′ su kolinearne;
2. ρ(S ,X ′) = ∣k ∣ρ(S ,X );
3. za X ,X ′ ≠ S va�i: X ,X ′ −.. S akko k > 0.
Dakle

ÐÐ→
SX ′ = k

Ð→
SX .

X ′

S

X

Oqigledno je (zbog 2.) homotetija HS ,k

sliqnost sa koeficijentom ∣k ∣.

Zato je za ∣k ∣ = 1 homotetija izometrija (koincidencija E za

k = 1 i centralna simetrija SS za k = −1).
Homotetija HS ,k , za ∣k ∣ ≠ 1 slika proizvo	nu pravu p u p′
tako da je p∣∣p′ ili p = p′;
Svaka sliqnost P mo�e se prikazati kao kompozicija

homotetije i izometrije.

Na ve�bama ste se ve�i deo vremena bavili euklidskim pros-

torom i relacijama u �emu, na predava�ima se ne�emo da	e

deta	nije �ime baviti. Ipak skre�emo pa��u na lekcije

26-29 iz u
benika posve�ene euklidskom prostoru i posebno

na teoreme 26.12 (Pitagorina) i 27.2 (Talesova).


