
13. Podudarnost du�i i uglova

Dve du�i AB i CD su podudarne ako postoji izometrija koja

slika AB u CD. Pri tom se temena slikaju u temena.

Definicija

Sredixte du�i AB je taqka O te du�i, takva da va�i

AO ≅ BO.

Primedba Uoqimo da je dovo	no tra�iti u prethodnoj

definiciji da je O taqka prave AB t.d. je AO ≅ BO, onda

ona mora pripadati du�i AB. Naime, ako bi npr. va�iloB(O,A,B) i AO ≅ BO onda bi postojale dve razne taqke

A i B na istoj polupravoj sa temenom O za koje bi va�ilo

OA ≅ OB.

Teorema (11.1)

Svaka du� ima jedinstveno sredixte.

Dokaz. Doka�imo prvo egzistenciju.

Neka je C taqka van prave AB i D taqka t.d.

va�i C ,D −..AB, i (A,B,C) ≅ (B,A,D) (u
odgovaraju�oj poluravni postoji taqno jedna

takva taqka). S obzirom da je C ,D −..AB sledi

da prava AB seqe du� CD u nekoj taqki O.

S obzirom da je (A,B,C) ≅ (B,A,D), postoji jedinstvena

izometrija I te ravni, t.d. I ∶ A,B,C ↦ B,A,D.
Pri tom je △ABC ⇉△BAD (npr. lanac ABCDBAD nema

preorijentacija), pa je I direktna izometrija.

S obzirom da je I ∶ A,B ↦ B,A prava AB je invarijantna u

izometriji I.
Va�i I(C) = D. Xta je I(D)? Neka je I(D) = C1.



Tada I ∶ B,A,D ↦ A,B,C1 pa je (B,A,D) ≅ (A,B,C1), pa i(A,B,C) ≅ (A,B,C1). U svakoj poluravni date ravni sa rubom

AB postoji taqno jedna takva taqka i jedna od �ih je C . Pri
tom, I je direktna, pa C1,D −..AB. Zato je C1 = C , tj. I(D) = C .

Dakle I ∶ C ,D ↦ D,C pa je i prava CD invarijantna za I.
Zato se taqka O ∈ AB ∩ CD slika u taqku presekaI(AB) ∩ I(CD) = AB ∩ CD, tj. I(O) = O.

Dakle I ∶ A,O ↦ B,O pa je (A,O) ≅ (B,O). S obzirom da O
pripada pravoj AB (videti primedbu) sledi da je O sredixte

du�i AB.

Poka�imo jedinstvenost. Pretpostavimo da je i O1 ≠ O
sredixte AB i poka�imo, prvo da je tada i O1 invarijantna

taqka za I. Naime, Neka je I(O1) = O2. TadaI ∶ A,B,O1 ↦ B,A,O2, pa je AO1 ≅ BO2, BO1 ≅ AO2, a kako je i

AO1 ≅ BO1 sve qetiri du�i su podudarne. Zato je AO1 ≅ AO2.

Pri tom, kako je B(A,O1,B) i I "quva" rasporede, onda je iB(A,O2,B). Zato su O1 i O2 taqke iste poluprave sa temenom

A, takve da je AO1 ≅ AO2, pa je O1 = O2.

Dakle I(O1) = O1. Zato su O i O1 dve razne taqke prave AB
invarijantne za I.
Preslikava�e I ∣AB je izometrija prave AB sa bar dve

invarijantne taqke. Kako je izometrija prave odre�ena dvema

taqkama u pita�u je koincidencija I ∣AB = EAB .
Me�utim, tada bi sve taqke prave AB trebalo da budu fiksne,

a va�i da je I(A) = B ≠ A.☇
Dakle, sredixte je jedinstveno.

Definicija

Neka su AB i CD dve du�i. Ako postoji taqka E du�i CD
takva da je AB ≅ CE , onda je AB ma�a od CD (pixemo

AB < CD), tj. CD je ve�a od AB (pixemo CD > AB).

Primedba Relacija ma�e ili jednako (< ili ≅) je relacija
potpunog poretka.

Definicija

Du� AB je zbir du�i A1B1, . . . ,AnBn (pixemo AB = A1B1+⋅ ⋅ ⋅ +AnBn) ako postoje taqke X1, . . . ,Xn−1 t.d. je B(A,X1, . . . ,
Xn−1,B) i AX1 ≅ A1B1, X1X2 ≅ A2B2 . . . , Xn−1B ≅ AnBn.



Teorema

Postoji izometrija I ravni koja slika dati ugao ∠pq u sebe, a

krake p,q redom u q,p.

Dokaz.

Poka�imo za neopru�eni ugao. Neka je

O teme ugla pq i P ∈ p, Q ∈ q, takve da je
OP ≅ OQ. Tada je (O,P,Q) ≅ (O,Q,P)
pa postoji izometrija ravni I takva daI ∶ O,P,Q ↦ O,Q,P.

Da	e je I ∶ p,q, (PQ)↦ q,p, (QP), pa se konveksni ugao pq
slika u sebe i �emu komplementni ugao u sebe.

Ako postoji izometrija I1 kojom se ugao ∠ab slika u pq,
tako xto a ↦ p,b ↦ q, onda komponova�em sa I, postoji i

izometrija kojom se a ↦ q i b ↦ p.

Teorema (11.3)

Dva konveksna (nekonveksna) ugla ∠pOq i ∠p′O ′q′ su
podudarna akko postoje taqke P ∈ p, Q ∈ q, P ′ ∈ p′, Q ′ ∈ q′ takve
da je (P,O,Q) ≅ (P ′,O ′,Q ′).
Dokaz. Poka�imo za konveksne, neopru�ene uglove.⇒∶ Ako su uglovi podudarni, postoji

izometrija I kojom se jedan slika u

drugi, O u O ′, za zbog prethodne teoreme
(vidi komentar) mo�emo pretpostaviti

da I ∶ p,q ↦ p′,q′. Neka su P ∈ p, Q ∈ q
proizvo	ne, I(P) = P ′, I(Q) = Q ′. Tada
je (P,O,Q) ≅ (P ′,O ′,Q ′).⇐∶ Neka postoje taqke P,Q,P ′,Q ′ takve da je(P,O,Q) ≅ (P ′,O ′,Q ′). Tada postoji izometrija I,I ∶ P,O,Q ↦ P ′,O ′,Q ′.

Tada I ∶ p,q ↦ p′,q′ i I slika otvorenu du� (PQ) u du� (QP),
pa se i konveksni ugao ∠pq slika u konveksni ∠qp.

Teorema (11.4)

Uglovi naporedni podudarnim uglovima su tako�e

podudarni. BD

Teorema (11.5)

Unakrsni uglovi su me�usobno podudarni. BD

Definicija

Bisektrisa ugla ∠pOq je poluprava Or tog ugla koja ga
razla�e na dva me�usobno podudarna ugla.



Teorema (11.7)

Svaki ugao ima jedinstvenu bisektrisu.

Dokaz. Poka�imo za konveksne, neopru�ene uglove.

Egzistencija: Neka su P ∈ p i Q ∈ q, t.d.
OP ≅ OQ. Neka je S sredixte du�i PQ. Tada,
trivijalno va�i (P,O,S) ≅ (Q,O,S), pa su,
prema T11.3, uglovi ∠POS i ∠QOS
podudarni, pa je poluprava OS bisektrisa.

Jedinstvenost: Neka je Os bisektrisa. Ona pripada uglu pa
seqe du� (PQ) u nekoj taqki S1. Pri tom ∠POS1 ≅ QOS1, te
postoji izometrija I koja slika jedan na drugi, t.d.I ∶ p, s,O ↦ q, s,O. Kako je za taqku P ∈ p, OP ≅ OQ, gde Q ∈ q,
sledi da je I(P) = Q. Sliqno I(S1) = S1, te se du� PS1 slika
u QS1. Iz PS1 ≅ QS1, pa je S1 sredixte du�i PQ, tj. S = S1 i
Os se poklapa sa polupravom OS .

Definicija

Neka su ∠ab i ∠cd dva ugla. Ako postoji poluprava e u uglu∠cd koja ima sa �im zajedniqko teme, takva da je ∠ab ≅∠ce
onda je ∠ab ma�i od ∠cd (pixemo ∠ab <∠cd), odnosno ∠cd
je ve�i od ∠ab (∠cd >∠ab).

Primedba Relacija ma�e ili jednako (< ili ≅) je relacija
potpunog poretka na skupu uglova.

Definicija

Ugao ∠ab je zbir uglova ∠a1b1, ∠a2b2, . . .∠anbn (pixemo∠ab =∠a1b1 + . . .∠anbn), ako postoje poluprave x1, . . . , xn−1
koje razla�u ugao ∠ab na ∠a1x1,∠x1x2, . . . ,∠xn−1b, takve da
su redom podudarni ∠a1b1,∠a2b2, . . . ,∠anbn.

Definicija

Ugao je prav, oxtar ili tup u zavisnosti od toga da li je

podudaran, ma�i ili ve�i od svog naporednog ugla.

Teorema (11.9)

Ugao podudaran pravom je prav. BD



Teorema (11.10)

Pravi uglovi su me�usobno

podudarni. BD

Teorema

Spo	ax�i ugao trougla je ve�i od nesusednog unutrax�eg

ugla.

Neka je E taqka takva da je B(B,C ,E).
Poka�imo da je ∠ACE >∠BAC . Neka je
S sredixte du�i AC i D takva da jeB(B,S ,D) i BS ≅ SD. Tada su uglovi∠ASB i ∠CSD podudarni. IzometrijaI koja slika ∠ASB u u ∠CSD tako xto

se kraci SA i SB slikaju u SC i SD
redom,

slika onda taqke A i B u C i D, jer SA ≅ SC , SB ≅ SD. Zato(A,S ,B) ≅ (C ,S ,D). Stoga je i ∠SAB ≅∠SCD.

Treba zato pokazati da je ∠SCD <∠SCE . Dovo	no je

pokazati da poluprava CD pripada uglu ∠ACE .

Posmatrajmo △BSE i pravu CD. Ona seqe ivicu BE u taqki

C , B(B,C ,E), a pravu BS u taqki D, t.d. ¬B(B,D,S) pa zbog
Paxove aksiome prava CD seqe du� SE u taqki X . Zato
prava CD ima taqke u uglu ∠ACE i �emu unakrsnom uglu.

Posmatrajmo △BCD i pravu SE . Ona seqe BD u S , t.d.B(B,S ,D), seqe BC u E t.d. ¬B(B,E ,C), pa zbog Paxove
aksiome prava SE seqe du� CD (u X ). Dakle, taqke du�i
CD, pa i poluprave CD pripadaju konveksnom uglu ∠ACE , pa
je ∠ACD <∠ACE .

Teorema (11.12-13)

Naspram podudarnih ivica nekog trougla su podudarni uglovi

i obrnuto.

Jedna ivica je ve�a od druge akko je naspram �e ve�i ugao.

Dokaz. Ako je AB ≅ AC onda je (A,B,C) ≅ (A,C ,B), pa je i∠ABC ≅∠ACB.

Ako je AC > AB, onda postoji taqka D,
t.d. B(A,D,C) i AB ≅ AD. Prvo, zbogB(A,D,C) sledi da je poluprava BD u

uglu ∠ABC , pa je ∠ABD <∠ABC . Sa

druge strane, iz B(A,D,C) sledi da je∠BDA spo	ax�i za trougao BDC , gde
je ∠BCD jedan od nesusednih

unutrax�ih, pa je ∠ADB >∠ACB .



Kako je AB ≅ AD, sledi i da je ∠ABD ≅∠ADB . Zato, iz

prethodne tri relacije, dobijamo ∠ABC >∠ACB. Znaqi
AC > AB ⇒∠ABC >∠ACB. Sliqno,
AC < AB ⇒∠ABC <∠ACB.

Obratno, neka je ∠ABC >∠ACB i pretpostavimo da je ili

AC ≅ AB ili AC < AB. Iz prethodno dokazanog onda bi

sledilo, redom, ili ∠ABC ≅∠ACB ili ∠ABC <∠ACB.☇
Zato ∠ABC >∠ACB ⇒ AC > AB.
Sliqno va�i i u preostala dva sluqaja.

Definicija

Trougao ABC za koji va�i AB ≅ AC je

jednakokraki. Ivica BC je osnovica, a AC i

AB su kraci.

Primedba Ako je B(X ,B,C) va�i ∠XBA > ∠BCA ≅ ∠CBA,
gde je prva relacija izme�u spo	ax�eg i nesusednog un-

utrax�eg ugla. Zato je ∠XBA tup, a ∠CBA oxtar.

Teorema (11.14)

Zbir dve ivice u trouglu je ve�i od tre�e ivice.

Dokaz.

Neka je D taqka t.d. B(B,A,D) i da je

AC ≅ AD. Tada je i ∠ADC ≅∠ACD, a tako�e
je i BD = BA +AC . Kako je B(B,A,D) sledi i

da je ∠BCD >∠ACD. Zato va�i∠BCD >∠BDC ,

i pri tom su u pita�u uglovi △BCD. Da	e sledi BD > BC , tj.
AB +AC > BC .


