
12. Izometrije

Jedan od naqina posmatra�a neke geometrije je putem �ene

grupe transformacija, preslikava�a koja "quvaju" �ene

karakteristike. Takva preslikava�a za euklidsku ili

hiperboliqku geometriju su izometrije.

Definicija

Svaka bijekcija I prave, ravni ili prostora na sebe , za koju
va�i da je (A,B) ≅ (I(A),I(B)) je izometrijska
transformacija ili izometrija.
Geometrijski lik koji se izometrijom slika na sebe je
invarijantnan ili fiksan za tu izometriju.

Primer Preslikava�e E prave (odnosno ravni ili pros-

tora) gde za proizvo	nu taqku X va�i E(X ) = X je iden-
tiqko preslikava�e ili koincidencija. Trivijalno sledi i

da je E bijekcija i da je izometrija.

Teorema (10.6)

Skup svih izometrija date prave (ravni ili prostora) je grupa
u odnosu na proizvod transformacija.

Dokaz. Neka su A,B proizvo	ne taqke domena i I1, I2 dve
izometrije.
Kompozicija dve bijekcije je bijekcija, a za bijekciju postoji
inverzno preslikava�e koje je tako�e bijekcija.
Va�i (A,B) ≅ (I1(A),I1(B)) ≅ (I2(I1(A)),I2(I1(B))), jer su
redom, I1 i I2 izometrije. Zato je i I2 ○ I1 izometrija.
Sliqno, neka je I−1

1
(A) = A0,I−11 (B) = B0. TadaI1 ∶ A0,B0 ↦ A,B pa je (A0,B0) ≅ (A,B), tj.(I−1

1
(A),I−1

1
(B)) ≅ (A,B), pa je i I−1

1
izometrija.

Primedba Ove grupe NISU komutativne!



Neka je I izometrija i neka su slike raznih taqaka A,B taqke
A′,B ′. Neka je C proizvo	na taqka prave AB i neka jeI(C) = C ′. Tada, s obzirom da je I izometrija va�i da je(A,B,C) ≅ (I(A),I(B),I(C)) = (A′,B ′,C ′).

Zbog Teoreme 10.3 tada sledi da je C ′
taqka prave A′B ′ koja je, pri tom, u
istom rasporedu u odnosu na A′,B ′ kao
C u odnosu na A,B. Dakle, izometrija
slika kolinearne taqke u kolinearne i
"quva" raspored.

Sliqnim rezonova�em pokazuje se da va�i slede�e tvr�e�e.

Teorema (10.7, 10.8)

Izometrijom I se prava slika na pravu, poluprava sa temenom
O na polupravu sa temenom I(0), du� AB u du� sa temenimaI(A) i I(B), ravan na ravan, poluravan sa rubom p na
poluravan sa rubom I(p),...

Teorema (...)

konveksan ugao ∠pq u konveksan ugao sa kracima I(p) i I(q),
poligonska linija u poligonsku liniju, n-tougao u n-tougao,
poligonska povrx u poligonsku povrx, roga	 u roga	,
poliedar u poliedar,...

Teorema

Izometrija slika lanac orijentisanih
du�i/trouglova/tetraedara u lanac
du�i/trouglova/tetraedara iste parnosti.

Dokaz. Poka�imo tvr�e�e za orijentisane trouglove.

Neka je A0 . . .An lanac orijentisanih
trouglova. NekaI ∶ A0, . . . ,An ↦ A′

0
, . . . ,A′n.

S obzirom da su svake tri uzastopne taqke u prvom nizu
nekolinearne i da I "quva" kolinearnost i svake tri
uzastopne taqke u nizu A′

0
. . .A′n su nekolinearne te se radi o

lancu orijentisanih trouglova. Ukoliko je Ai−1AiAi+1 i
AiAi+1Ai+2 qine preorijentaciju, tj. Ai−1,Ai+2 −..AiAi+1, va�i�e
i A′i−1,A′i+2 −..A′iA′i+1 jer I "quva" i polo�aje taqak u odnosu na
prave. Zato je i A′i−1A′iA′i+1 i A′iA′i+1A′i+2 preorijentacija.
Dakle, preorijentacija se slika u preorijentaciju pa su i
originalni lanac i �egova slika iste parnosti.

Zato, ako su dva orijentisana trougla t1
i t2 istosmerna, lanac koji ih povezuje
je paran, pa �e i �ihove slike t ′

1
i t ′

2

biti me�usobno istosmerne. Tako�e ako
je t1 ⇄ t ′

1
odnosno ako je izometrija

"promenila orijentaciju" jednog
trougla, onda �e va�iti i t2 ⇄ t ′

2
, tj.

promeni�e i svakom drugom.



Definicija

Izometrija prave/ravni/prostora kojom se orijentisane
du�i/trouglovi/tetraedri slikaju u istosmerne
du�i/trouglove/tetraedre je direktna, a ona kojom se slikaju
u suprotnosmerne indirektna izometrija.

Teorema (10.12)

Neka su A,B dve razne taqke prave p i A′,B ′ ∈ p t.d. je(A,B) ≅ (A′,B ′). Tada postoji jedinstvena izometrija I prave
p takva da I ∶ A,B ↦ A′,B ′.
Dokaz. Prona�imo izometriju I td I(A) = A′,I(B) = B ′. Neka
je C ∈ p, proizvo	na. Neka je I(C) = C ′. Qime je odre�eno C ′?
S obzirom da je (A,B,C) ≅ (A′,B ′,C ′) iz Teoreme 10.3 sledi
da postoji jedinstvena taqka na pravoj p koja ispu�ava ovaj
uslov, tj. jedinstven izbor za I(C).

Zato postoji jedinstveno preslikava�e I koje

"quva" podudarnost parova (A,X ) ≅ (A′,X ′) i(B,X ) ≅ (B ′,X ′). Lako se poka�e da tako definisano I jeste
izometrija, odnosno da za proizvo	ne M,N ∈ p va�i(M,N) ≅ (I(M),I(N)) i da je I bijekcija.

Teorema (10.13)

Neka su A,B,C tri nekolinearne taqke ravni π i A′,B ′,C ′ ∈ π
takve da je (A,B,C) ≅ (A′,B ′,C ′). Tada postoji jedinstvena
izometrija I ravni π takva da π ∶ A,B,C ↦ A′,B ′,C ′. BD

Teorema (10.14)

Neka su A,B,C ,D nekomplanarne taqke i A′,B ′,C ′,D ′ takve da
je (A,B,C ,D) ≅ (A′,B ′,C ′,D ′). Tada postoji jedinstvena
izometrija I prostora takva daI ∶ A,B,C ,D ↦ A′,B ′,C ′,D ′. BD

Definicija

Dva geometrijska lika Φ i Φ′ su podudarna ako postoji
izometrija I takva da I(Φ) = Φ′, i pixemo Φ ≅ Φ′.

Dakle, dva trougla su podudarna, po definiciji, ako postoji

izometrija koja slika jedan u drugi.

Teorema (10.15)

Relacija podudarnosti geometrijskih figura je relacija
ekvivalencije.

Dokaz. (Refleksivnost) Ako je E koincidencija prostoraE(Φ) = Φ te Φ ≅ Φ.



(Simetriqnost) Ako je Φ1 ≅ Φ2 jer I(Φ1) = Φ2, za neku
izometriju I, onda I−1(Φ2) = Φ1, pa je Φ2 ≅ Φ1.
(Tranzitivnost) Ako je Φ1 ≅ Φ2 i Φ2 ≅ Φ3 jer I1(Φ1) = Φ2 iI2(Φ2) = Φ3, gde su I1,I2 izometrije, onda I2 ○ I1(Φ1) = Φ3 pa
je Φ1 ≅ Φ3.

Definicija

Neka su ω i ω′ dva geometrijska lika za
koja postoje razlaga�a, redom, na likove
ω1, ω2, . . . , ωk i ω′

1
, ω′

2
, . . . , ω′k tako da

ωi ≅ ω′i , i ∈ {1, . . . k}. Tada su ω i ω′
razlo�ivo podudarni i pixemo ω =rω′.


