
11. Aksiome podudarnosti

Aksiome tre�e grupe odnose se na qetvoroqlanu relaciju C,
koja je jedan od osnovnih pojmova. Formulu C(A,B,C ,D)
pixemo kra�e (A,B) ≅ (C ,D) i qitamo: par taqaka (A,B)
podudaran je paru taqaka (C ,D).
III1: Ako je (A,B) ≅ (C ,D) i A = B onda je i C = D.
III2: Za proizvo	ne taqke A i B va�i (A,B) ≅ (B,A).
III3: Ako va�i (A,B) ≅ (C ,D) i (A,B) ≅ (E ,F ) onda je i(C ,D) ≅ (E ,F ).

III4: Ako su C i C ′ taqke otvorenih du�i AB i A′B ′
takve da je (A,C) ≅ (A′,C ′) i (B,C) ≅ (B ′,C ′) onda
je i (A,B) ≅ (A′,B ′).
III5: Ako su A i B dve razne taqke i C teme

poluprave Cp tada na toj polupravoj postoji

bar jedna taqka D takva da je (A,B) ≅ (C ,D).

III6: Ako su A,B,C tri nekolinearne

taqke i A′,B ′ taqke ruba jedne
poluravni takve da je (A,B) ≅ (A′,B ′)
onda u toj poluravni

postoji jedinstvena taqka C ′ takva da
je (A,C) ≅ (A′,C ′) i (B,C) ≅ (B ′,C ′).
III7: Ako su A,B,C i A′,B ′,C ′ dve
trojke nekolinearnih taqaka i D i D ′
taqke polupravih BC i B ′C ′ takve da je(A,B) ≅ (A′,B ′), (B,C) ≅ (B ′,C ′),(C ,A) ≅ (C ′,A′), (B,D) ≅ (B ′,D ′), onda
je i (A,D) ≅ (A′,D ′).

Teorema (10.1)

Relacija C je relacija ekvivalencije na skupu parova taqaka.



Dokaz. (Refleksivnost.) Iskoristimo III2 (dva puta):

(B,A) ≅ (A,B)(B,A) ≅ (A,B).
Sada, primenimo III3 na ove dve podudarnosti: dobijamo(A,B) ≅ (A,B).
(Simetriqnost.) Neka je (A,B) ≅ (C ,D). Tako�e je i(A,B) ≅ (A,B). Primenom III3 dobijamo (C ,D) ≅ (A,B).
(Tranzitivnost.) Neka je (A,B) ≅ (C ,D) i (C ,D) ≅ (E ,F ). Iz
prve podudarnosti imamo i (C ,D) ≅ (A,B), a zajedno sa(C ,D) ≅ (E ,F ) iz III3 dobijamo (A,B) ≅ (E ,F ).
Definicija

Neka su (A1, . . . ,An) i (A′1, . . . ,A′n) dve n-torke taqaka takvih
da je (Ai ,Aj) ≅ (A′i ,A′j), za sve i , j ∈ {1, . . . ,n}. Tada je(A1, . . . ,An) podudaran (A′1, . . . ,A′n) i pixemo(A1, . . . ,An) ≅ (A′1, . . . ,A′n).

Teorema (10.2)

Ako su A i B dve razne taqke i C teme poluprave Cp tada na

toj polupravoj postoji jedinstvena taqka D takva da je(A,B) ≅ (C ,D).
Dokaz. Iz III5 sledi da postoji bar jedna taqka D t.d.(A,B) ≅ (C ,D), pa treba dokazati jedinstvenost.

Pretpostavimo i da za D1 ∈ Cp va�i (A,B) ≅ (C ,D1). Tada je
i (C ,D) ≅ (C ,D1).

Postoji taqka E van prave koja sadr�i

p. Neka je F ∈ Cp, F ≠ C proizvo	na

taqka. Trivijalno va�i da je(C ,F ,E) ≅ (C ,F ,E), a pri tom su D i

D1 taqke polupravih CF = CF takve da

je (C ,D) ≅ (C ,D1). Zato, na osnovu III6
sledi da je i (E ,D) ≅ (E ,D1).

Dakle, sada je (E ,D) ≅ (E ,D1) i (C ,D) ≅ (C ,D1), a u
poluravni sa rubom EC , na osnovu III6 postoji samo jedna

takva taqka, pa je D = D1.

Teorema (10.3)

Neka su A,B,C tri razne kolinearne taqke i A′ i B ′ takve da
je (A,B) ≅ (A′,B ′). Onda postoji jedinstvena taqka C ′ (u
prostoru) takva da je (A,B,C) ≅ (A′,B ′,C ′).
Pri tom, A′,B ′,C ′ su kolinearne i u rasporedu koji odgovara

rasporedu taqka A,B,C (B(A,B,C)⇒ B(A′,B ′,C ′),...).
Dokaz. Pokaza�emo tvr�e�e za sluqaj B(A,C ,B), u ostalim
sluqjevima se pokazuje na sliqan naqin.



Neka su C ′ i B ′′ taqke poluprave A′B ′ takve da va�iB(A′,C ′,B ′′) i da je (A,C) ≅ (A′,C ′), (C ,B) ≅ (C ′,B ′′). Tada,
zbog III4 va�i i da je (A,B) ≅ (A′,B ′′).

Kako je i (A,B) ≅ (A′,B ′), a B ′ i B ′′ su
taqke iste poluprave sa temenom A′,
sledi da je B ′ = B ′′. Dakle, va�i i(C ,B) ≅ (C ′,B ′), pa C ′ ispu�ava uslove
teoreme. Pri tom je i B(A′,C ′,B ′).

Treba pokazati da nema drugih taqaka koje ispu�avaju uslov

teoreme. Ako bi postojale, one bi mogle biti ili na

polupravaoj komplementnoj A′B ′ ili izvan prave A′B ′.
Pretpostavimo da postoji C1 na polupravaoj komplementnoj

A′B ′ koja ispu�ava uslov. Tada je (B ′,C ′) ≅ (B,C) ≅ (B ′,C1),
a pri tom su C ′ i C1 taqke iste poluprave sa temenom B ′, pa je

C ′ = C1. ☇

Pretpostavimo, sada da postoji C1 van prave A′B ′ koja
ispu�ava uslov. Tada je i (A′,C1) ≅ (A′,C ′),(B ′,C1) ≅ (B ′,C ′).
Neka je B1 takva da je B(A′,C1,B1) i (C1,B1) ≅ (C ′,B ′). Zbog
III4 tada va�i i (A′,B1) ≅ (A′,B ′).

Posmatrajmo trojku nekolinearnih

taqaka A,C ′,C1. Va�i(A,C ′,C1) ≅ (A,C1,C
′). pri tom su B ′ i

B1 taqke polupravih A′C ′ i A′C1 takve

da je (A′,B ′) ≅ (A′,B1). Sada, na osnovu
III7 sledi i da je (C ′,B1) ≅ (C1,B

′).
Dakle, (C1,B1) ≅ (C1,B

′) i (C ′,B1) ≅ (C ′,B ′), a pri tom su B1

i B ′ taqke iste poluravni sa rubom C ′C1. Zbog III6 sledi da je

B ′ = B1, odnosno da je svih 5 razmatranih taqaka kolinearno.☇

Va�e i analogne teoreme za taqke u ravni, odnosno prostoru.

Teorema (10.4)

Neka su A,B,C tri nekolinearne taqke i A′,B ′,C ′ takve da je(A,B,C) ≅ (A′,B ′,C ′). Ako je X taqka ravni ABC , onda
postoji jedinstvena taqka X ′ (u prostoru) takva da je(A,B,C ,X ) ≅ (A′,B ′,C ′,X ′).
Pri tom, X ′ pripada ravni A′B ′C ′ i u istom je polo�aju

prema A′B ′, . . . kao X prema AB, . . . . BD

X ,C −..AB ⇒ X ′,C ′ −..A′B ′, ...



Teorema (10.5)

Neka su A,B,C ,D qetiri nekomplanarne taqke i A′,B ′,C ′,D ′
takve da va�i (A,B,C ,D) ≅ (A′,B ′,C ′,D ′). Tada za svaku
taqku X prostora postoji jedinstvena X ′ takva da je(A,B,C ,D,X ) ≅ (A′,B ′,C ′,D ′,X ′).
Pri tom, X ′ je u istom polo�aju prema A′B ′C ′, . . . kao X
prema ABC , . . . BD

X ,D −..ABC ⇒ X ′,D ′ −..A′B ′C ′, ...


