
10. Orijentacija

Orijentacija prave.

Definicija

Du� A0A1 qija su temena ure�eni par taqaka (A0,A1) je
orijentisana. Dve orijentisane du�i A0A1 i B0B1 jedne

prave su nadovezane ako je B0 = A1. Konaqan niz

orijentisanih du� jedne prave u kom su svake dve uzastopne

ujedno i nadovezane je lanac orijentisanih du�i.

Lanac sastav	en od du�i A0A1,A1A2, . . . ,AnAn+1 oznaqavamo
kra�e A0A1A2 . . .An+1. Ukoliko se prva i posled�a

orijentisana du� u lancu poklapaju onda je lanac zatvoren.
Definicija

Dve nadovezane du�i A0A1 i A1A2 qine

preorijentaciju ako ¬B(A0,A1,A2).

Definicija

Parnost broja preorijentacija parova uzastopnih du�i jednog

lanca je parnost tog lanca.

Vidimo kako bismo mogli da "uporedimo orijentciju" neke

dve du�i u jednom lancu-proverom parnosti broja preori-

jentacija izme�u �ih. Pita�e je kako to da uradimo za

dve proizvo	ne orijentisane du�i jedne prave. Prvo �emo

pokazati da se one mogu povezati lancem. Odabir takvog

lanca nije jedinstven. Zato �emo pokazati i da rezultat ne

zavisi od izbora lanca.

Teorema (9.1)

Za svake dve orijentisane du�i jedne prave postoji lanac koji

ih povezuje.



Dokaz.
Tra�imo lanac A0A1 . . .? . . .B0B1. Svake

dve uzastopne taqke u zapisu lanca

predstav	aju temena jedne du�i, pa su

razliqite taqke.
Zato, neka je C taqka prave kojoj pripadaju A0A1 i B0B1

razliqita od A1 i B0. Lanac A0A1CB0B1 ispu�ava uslove.

Teorema (9.2)

Zatvoreni lanci su parni.

Dokaz.
Neka je A0A1 . . .An−1AnA0A1 jedan

zatvoreni lanac. Ukoliko je∣{A0, . . . ,An}∣ ≥ 3, ovaj skup se mo�e

linearno urediti, npr.B(Ar ,Aj = Al ,Ap, . . . ,Aq).

Ovim taqkama monotono u skladu sa tim ure�e�em mo�emo

dodeliti realne brojeve ai , ( u primeru ar < aj = al< ap ⋅ ⋅ ⋅ < aq). Dakle, tako da va�i

(ai − aj)(aj − ak) > 0 akko B(Ai ,Aj ,Ak).
Isto mo�emo uraditi i ako uqestvuju samo dve taqke.

Sada, par du�i A0A1 i A1A2 qine preorijentaciju akko i samo

ako (a0 − a1)(a1 − a2) < 0.
Zato �e parnost broja preorijentacija biti odre�ena znakom

proizvoda

∏(ai − ai+1)(ai+1 − ai+2) =∏(ai − ai+1)2 > 0,
jer se svaka razlika u proizvodu levo pojav	uje dva puta.

Teorema (9.3)

Lanci orijentisanih du�i koji imaju isti poqetak i kraj su

iste parnosti.

Dokaz. Neka lanci L1 i L2 povezuju du�i d i d ′. Neka je L
lanac koji povezuje d ′ sa d . Tada je lanac dobijen spaja�em

(konkatenacijom) L1 i L zatvoren lanac koji povezuje d sa d i

zato je i paran.

Sledi da su lanci L1 i L iste parnosti. Sliqno va�i da su L2
i L iste parnosti, pa i L1 i L2.

Definicija

Dve orijentisane du�i d i d ′ jedne prave su istosmerne,
pixemo d ⇉ d ′ ako su lanci koji ih povezuju parni, a u

suprotnom su suprotnosmerne i pixemo d ⇄ d ′.



Teorema (9.4)

Relacija istosmernosti orijentisanih du�i jedne prave je

relacija ekvivalencije sa taqno dve klase.

Dokaz. (Refleksivnost) Lanac koji spaja d sa d je zatvoren,

pa i paran, te je d ⇉ d .
(Simetriqnost) Neka je d ⇉ d ′ i neka je L1 lanac koji ih

povezuje i koji je stoga paran. Neka je L2 lanac koji povezuje

d ′ sa d . Tada je lanac dobijen spaja�em L1 i L2 lanac koji

spaja d sa d , pa je zatvoren i paran. Zato su L1 i L2 iste
parnosti, tj. i L2 je paran, tj. d

′ ⇉ d .
(Tranzitivnost) Neka je d ⇉ d ′ i d ′ ⇉ d ′′ jer ih, redom,

povezuju parni lanci L1 i L2. Tada je lanac dobijen spaja�em

L1 i L2 tako�e paran, a spaja d i d ′′. Zato je d ⇉ d ′′.

Odredimo broj klasa ekvivalencije. Neka je A0A1

orijentisana du� date prave. Tada je A0A1A0 neparan lanac,

pa je A0A1 ⇄ A1A0, tj.[A0A1] ≠ [A1A0]. Neka je d proizvo	na

orijentisana du� te prave i L lanac koji je povezuje sa A0A1.

Pretpostavimo da d ∈/ [A0A1], tj. da je L neparan. Tada lanac

dobijen od L dodava�em or. du�i A1A0 ima jednu

preorijentaciju vixe, pa je on paran i d ∈ [A1A0]. Zato
postoje taqno dve klase.

Definicija

Svaku od ovih klasa ekvivalencije nazivamo smerovima te

prave.

Orijentacija ravni.

Definicija

Trougao A0A1A2 qija su temena ure�ena trojka taqaka(A0,A1,A2) je orijentisan. Dva orijentisana trougla A0A1A2

i B0B1B2 jedne ravni su nadovezana ako je B0 = A1,B1 = A2.

Konaqan niz orijentisanih trouglova jedne ravni u kom su

svaka dva uzastopna ujedno i nadovezana je lanac

orijentisanih trouglova.

Lanac sastav	en od trouglova A0A1A2,A1A2A3, . . . ,An−1AnAn+1
oznaqavamo kra�e A0A1A2 . . .An+1. Ukoliko se prvi i

posled�i orijentisani trougao u lancu poklapaju onda je

lanac zatvoren.



Definicija

Dva nadovezana trougla A0A1A2 i

A1A2A3 qine preorijentaciju ako je

A0,A3 −..A1A2.

Sliqno kao u sluqaju or. du�i uvodi se ili dokazuje: Parnost

broja preorijentacija u lancu je parnost lanca, za svaka dva

orijentisana trougla jedne ravni postoji lanac koji ih

povezuje, zatvoreni lanci su parni, svi lanci koji povezuju

dva data trougla su iste parnosti. Analogno se uvode pojmovi

istosmernosti i smerova ravni.

Orijentacija prostora.

Definicija

Tetraedar A0A1A2A3 qija su temena ure�ena qetvorka taqaka(A0,A1,A2,A3) je orijentisan. Dva orijentisana tetraedra
A0A1A2A3 i B0B1B2B3 su nadovezana ako je

B0 = A1,B1 = A2,B2 = A3. Konaqan niz orijentisanih

tetraedara u kom su svaka dva uzastopna ujedno i nadovezana je

lanac orijentisanih tetraedara.

Lanac sastav	en od tetraedara

A0A1A2A3,A1A2A3A4, . . . ,An−1AnAn+1An+2 oznaqavamo kra�e

A0A1A2 . . .An+2. Ukoliko se prvi i posled�i orijentisani

tetraedar u lancu poklapaju onda je lanac zatvoren.

Definicija

Dva nadovezana tetraedra A0A1A2A3 i

A1A2A3A4 qine preorijentaciju ako je

A0,A4 −..A1A2A3.

Pojmovi parnosti lanca, istosmernosti i smerova prostora

uvode se analogno odgovaraju�im pojmovima vezanim za

orijentisane du�i.

Obratimo pa��u da je pojam istosmernosti uveden u sva tri

sluqaja korix�e�em rasporeda taqaka ili relacija "sa iste

strane" prave ili ravni.


